Penauuje (HacTaBak )
OyHKUMje

[Mpodecop: ap PaKa JoBaHoBUh

AcucteHT: JeneHa JoBaHoBUh



[eduHUcarbe Knaca eksmBaneHuuje

* Penaumnja ekBmBaneHumnje Ham omoryhyje aa
NedbUHULWEMO HEKY CIMYHOCT

* YecTo je KOPUCHO rpynucaTu efieMeHTe Ha OCHOBY
CANYHOCTU

JedunHunumja:
AKo je ~ (~ < A?) penaumnja ekBuBaneHUMje, oHOa ce Kaca
eKBMBaJieHUWje 3a eflemeHaT x y o3Haum C, a pepuHuLe Kao

C, ={yeAlx~y}

Aa He byae 3abyHe ~ je camo O3HaKa 33
penauunjy Kao LUTO CMO KOPUCTUAU P




NedunHncarmbe KONNYHUYKOT CKyna

* CKyn A/~ umnju cy enemeHTHM cBe Knace
eKBMBaNeHUWnje penauyuje ~ 308e ce
KO/IMYHUYKM CKYN

* Hajnakue ra je pasymeTu Kao CKyn CBUX rpyna
CIMYHUX

* Marbe popmaniHO NUCTa CBUX MUIoB8a Koje
oapehyje Knaca ekesmBaneHuuje



Mpumep Knaca ekBUBaneHUMUje

* Heka je ~ (~ < A?) penauuja Koja o3HayaBa n3pas :
X MY nayy Uctm paspes,
X~VY<XUY KUay y UCTu paspes,
A Ccy CBU yYEeHUUM WKoNe

* Taga je Knaca eksuBaneHuuje C, :

C, ={yeA[x ~y}= C = CKyn CBM YyY4EHUKA LLIKONE
KOjU nay y nctm paspen ca x< Pa3spen oa x

* Taga je KONUYHUYKKM ckyn A/~ :
CKyn cBMX paspena y WKoau



Mpumep Knaca ekBUBaneHUMUje

* Heka je ~ (~ < 7Z?) penauymja Koja 03HayaBa U3pas:
Pa3nnKa x n y je napaH 6poj
X~y < (dk € Z)(x-y=2k)

* Tapa je knaca eksmBaneHuuje C, :

C, ={yeA|x ~y}< C = Ckyn cBn bpojeBa TakBux Aa je
X-y napaH 6poj << Ckyn cBux 6pojeBa Koju cy ncre
MAapPHOCTU Kao X

* Tapa je KONMYHUYKKM ckyn A/~ :
A/~={CKyn napHu bpojeBn, CKyn HenapHux bpojeBu}



OcobuHe Knaca ekBmBaneHUuje

* CBaKo x Nnpuvnaga HeKoj Knacu ekBmBaneHuuja
peseunje ekBuBaneHuuje ~

— Penauuja ekBuBaneHuuje je pePpnekcmsBHa,
OAHOCHO X ~ X

— 3a CBaKy KJ1aca eKkBmBaneHumje saxum C #

* [iBe knace eksunsaneHumje C,, C, penauuje ~
CYy ANCjyHKTHe, ogHocHo C, NC = I

* x~y<=(6=C,



ledunHuUcamwe penaumje nopertka

* Penauyuja Koja je
— PedneKkcmnBHa
— AHTUCUMETPUYHA

— TpaH3UTUBHA
3Bahemo penaumjom nopeTKa

* AKo je p < A’penaumnja nopeTtka, Taga
Kaxkemo Aa je Ha A geduHUcaH nopenakK



Mpumep penaumje nopeTKa

pc N2, xpy=x|y(xaenmy)
* PedpnexkcmBHoOCT
(Vxe N)(x p x) CBakn 6poj aenun camor cebe
* AHTUCUMETPUYHOCT
(Vxye N)(x py Ay px) x|y Ay|x < x=y
* TPaH3UTUBHOCT
(Vx,y,ze N)(xpyANypz=xpz) X|[yAy|z= x|z

MHTepecaHTo je Aa penayuje < Ha CKyny npupoaHux
6pojeBa HMje penaumja nopeTka Beh <



ToTanHu nopeaak

* AKo je p < A’penaumnja nopeTka, N ako BaXKK

(Vx,ye N)(x py Vypx)
Pehun hemo ga je p penauuja ToTanHOr NopeTKa
Ha A

* [lpumepu:
— Penayuje <, > cy penaumnje TotanHor nopetka Ha N

— Penauuja | (oe/bMBOCT) HUje penauuja ToTaaHor
nopeTtka Ha N



dyHKUMUje

* OyHKUMje CAMYHO Kao penauuje ycrnocrassbajy
Be3y namehy asa ckyna Aum B

* OyHKUMje ce mory pa3ymeTun Kao
NPec/IMKaBarbe HEKOT e/leMeHTa A Y HEKM
enemeHT B (He popmanHo npeTBapam-e)

* NloK penauuje onucyje ogHoc nuamehy asa
enemeTa, PyHKUMje aedUHULWY Npenasak us
jeaHor obaunKa y apyru



[NednHuumnja dpyHKuUmMje

* OyHKUMja MK NPeCcInKaBarbe [ CKyna A Ha
CKyn B, y 03Hauu

f:A 5B

je penauumja f < AxB Koja uma ocobuHy aa ce
CBaKW enemeHaT ckyna A nojassbyje Ta4yHO
jeAHM enneMeHTOM CKyna B

(Vxe A)(IyeB) (x,y)e f
(V.\‘e A)(V}",ZEB)(X,J’)E f/\(x,z) Ef =SP=p



Mpumep dyHKUM]je

X={112)3}l Y={al blcld}
f: X—>Y

 JlednHucaHe nomohy ypeheHunx naposa
f={(1,d),(2,d),(3,c)}

 JlednHucaHe nomohy ypeheHunx naposa

1 2 3

d d C




[padUnuKM npmnKas pyHKuuje

f: X =Y




YobuuajeHe o3HaKe n Ha3nsM

* AKo je ypehenu nap (x,y)ef yobuuajeHo je
nucatn f(x)=y

* Tapa Kaxkemo ga pyHKuUMja f npecnnKkaBa x v v,
a X 30BEMO OPUTMHANOM a Yy C/IMKOM

* AKo ¢dyHKUMja f: A2 —A, Taga f HasmBamo
buHapHOM onepaunjom



Mpumep peduHucarbe pyHkuuje
dbopmynom

f:R—R, f(x)=x+1

* [lpeacrtas/ba GYHKUMjY KOja je 3aaaTa
cneaehmum ypeheHmm naposmma

f={(x,y) [xeRA y=x+1}

* OAHOCHO

f={(x,x+1) | xR}



[eduHucarwe jeaHaKoCcTn PyHKLUMU]a

* 3a dpyHKUMje f: A—> B ung:C— D BaxKu
f=g < A=B A B=D A (Vxe A)(f(x)=g(x))

CAnYHO Kao U Koa penauyunja



lednHnumnja pnomeHa M KOAOMeEHa

* Ckyn D,CA, oHUX enemeHaTa x< A TakBUX Aa ce
npec/inKaBajy y HEKO Yy € B Ha3nMBaAaMO CKynom
BpeaHOCTN nnn aomeH dyHKumje f (nakuwe je
PA3yMETM Kao CBM 3a KOje MOXKe Aa ce n3payyHa)

* Ckyn D,CB, oHux enemeHaTa y< B TakBMX fa cey
FbUX NPEeIMKaBa HeKo X € A Ha3nBamo obnacTtu
BpeAHOCTM UM KogomeHom PpyHKuUuje f (nakwe
je pa3ymeTu Kao CBU 3a KOju mory aa ce 0obujy)



EX—+Y

JlomeH upBeH, KoapomeH 3eneH



[Tonmep

f: R>R
f(x)=x2

* flomeH D, = R, KogomeH D, = R* U{0}

f: R=>R

f(x)= vx

* flomeH D, = R* U{0}, KogomeH D, = R* L{0}



NeduHuumnja nHjekTnBHe PyHKUHUje

* AKo ¢yHKUMja f : A—B, ce Ha3mBa “1-1" nnaum
MHjeKUM]a aKo je

(Vx,ye A)(xzry=f(x) = f(y))

* OAHOCHO
(Vx,ye A)(f(x)=t(y) =x=y)



Mpumep NHjeKTUBHEe PYHKUM]je

X Y

HajnaKwe je pasymeTn Kao Hema AynJIMKaTa



Mpumepun nHjeKTMBHUX PyHKUMUje
f: R—>R
f(x) = x+1
 Tpeba npoBepUTU Aa N BaXKU
(Vx,ye R)(f(x)=f(y) =x=y)
* [lpoBepa
f(x)=f(y)=x+1=y+1 <x=y
* [loeHTa je KpeHe ce o f(x)=f(y) n ctnurHe ce no x=
f: R*—>R
f(x) = x?
 Tpeba npoBepUTU Aa N BaXKU
(Vx,ye R*)(x%=y? = x=vy)

* [lpoBepa

X2=y2 onx3:= [y’ x| = |y |

Jecte TayHO jep je y NUTakby PeCTPUKLMja CaMO Ha NO3UTUBHE
bpojese



Mpumep dyHKUM]je KOja HUje NHJeKTUBHA

f: R—>R
f(x) = [x]
* [InTarbe Aa nn BaXKu
(Vx,ye R)(|x]|=]y| = x=y) (1)

e [lpeTnocTaB/bamo Aa Huje Ta4Ho TBphHere (1)
—((Vx,ye R)(|x]|=]y| = x=y) <

(Ix,ye R)(—=([x] = |y| v x=y) =

(Ix,ye R)(Ix[=]y| A x=y)

 3ameHom x=1; y=-1 nobujamo aa je HeratTuBHO
TBphHe Ta4HO OA4HOCHO Aa f HMje nHjeKumja



OeduHnumnja cypjeKtusHe PpyHKUuUje

* AKO pyHKuMja f: A—B, ce Ha3mBa “Ha” nau
cypjeKuuja ako je

(Vye B)(Ix € A)(f(x)=y)

* O4HOCHO KOAOMEH je ueo ckyn B
D, =B



Mpumep cypjekTuBHe PyHKLUMUje

X Y
v

HajnaKwe je pasymeTu Kao CBU Cy
NOKPUBEHU



Mpumepu cypjeKTuBHe pyHKUM]je
f: R>R
f(x) = x+1
* Tpeba npoBepuTn Aa N BaXKu
(Vye R)(Ex)(F(x)=y)

* [lpoBepa (Vye R)(Ix)(x+1=y)
x+1=y <<>x=y-1 ogHocHo (Vye R) (Ix)(x=y-1)

f: R—>R

f(x) = 2x

* Tpeba npoBepuTH Aa N BaXKun

(Vye R)(3x)(2x=y)
* [lpoBepa

2X=Y <X = % ogHocHo (Vye R)(Ix)(x = %)
LILN/b JE USPASUTU x npeKko Y




Mpumep PyHKUMN]e KOja HUje CYpjeKTUBHA

f: R=>R

f(x) = vx

* [InTarbe Aa N BaXKu
(Vye R)(3x € R)(vx =y) (1)

e R

e [lpeTnocTaB/bamo Aa Huje Ta4Ho TBphHere (1)
—((Vye R)(3x € R)(vx =y)) <
(Fye R)(Vx € R)(Vx #y) <

e 3ameHom y=-1; y=-1 nobmjamo Aa je HeraTMBHO
TBphHe Ta4HO OAHOCHO Aa f HMje cypjeKTUBHA

Lin/b je HahU jeaaH KOHTpPaA npumep




NedunHnumnja bujeKtTneHe ¢yHKUMnje

* AKo ¢yHKUMja f : A—>B, je BujekTMBHA aKo je
oHa “1Hal“wun“Ha”

* BMjeKTUBHO Npec/inkaBake YeCTO 30BEMO U
obocTpaHoO jeAHO3HaYHO



Mpumep 6ujeKTUBHE PYyHKUMNje




NednHncawe Komnosuuuje pyHKUMUja

 Heka cy pate pyHKumjef:A—>Bung:B—>C
Taaa npecankasare h : A — C 3a4aTo Ha
cnegehu HauymH

h=1(x,8(f(x)))| x€A]}

e 30BEMO KOMMO3ULIMjOM (Cnaramem,

NPON3BOAOM) NMPec/InKaBara f n g u
obenexaBamo ca

h=g°f
h(x)=(g"f)(x)=g(f(x))



Mpumep Komnosunuunje GyHKUMNja

AKO Cy JaTH CKYIIOBH

A=11,2,3 B=—iabcliC=1567]

PN

I'ne je f:A>Big:B->C
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