Sadrzaj

1 ISKAZNA I PREDIKATSKA LOGIKA
1.1 Zadaci . . . . . . . .
1.2 ReSenja . . . . . . . .

2 SKUPOVI
2.1 Zadaci . . . . ...
2.2 ReSenja . . . . . ...

3 RELACIJE
3.1 Zadaci . . . . . ...
3.2 ReSenja . . . . . . ..

4 FUNKCIJE, OPERACIJE
4.1 Zadaci . . . . ...
4.2 ReSenja . . . . . ..

5 ALGEBARSKE STRUKTURE
5.1 Zadaci . . . ...
5.2 ReSenja . . . . . ...

6 POLINOMI
6.1 Zadaci . . . . . . . ..
6.2 ReSenja . . . .. . ...

7 BULOVA ALGEBRA
7.1 Zadaci . . ... ...
7.2 ReSenja . . . . ..

13
16
18

23
25
27

29
31
33

37
39
41

53
56
99



8 RASPLINUTE (FUZZY) STRUKTURE

81 Zadaci . . . . .. . . ...
8.2 ReSenja . . ... ... ...

9 DETERMINANTE

91 Zadaci . . .. .. .. ... ...
9.2 ReSenja . . ... ... . ... ..

10 MATRICE

10.1 Zadaci . . . . . . ...
10.2 ResSenja . . . . . . . .. ...

11 SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

11.1 Zadaci . . . . . . ... Lo
11.2 ReSenja . . . . . .. .. .o

SADRZAJ



Glava 1

ISKAZNA'1
PREDIKATSKA LOGIKA

Iskazna logika

Iskaz je recenica koja je ili samo tacna ili samo netacna. Iskaze oznaca-
vamo slovima p, q,r, . .. koja se zovu iskazna slova. Reci ¢emo krace ,iskaz p”
umesto ,p je oznaka za neki iskaz”. Ako je iskaz p tacan, pisemo 7(p) = T,
a ako je iskaz ¢ netacan, piSemo 7(q) =L. Slozeni iskazi konstruisu se iz
prostih pomocu logickih operacija. Vaznije logicke operacije (logicki veznici)
su: konjunkcija (A), disjunkcija (V), implikacija (=), ekvivalencija (<)
i negacija ().

Konjunkcija redom iskaza p, ¢ je iskaz ,,p i ¢”. Konjunkcija je tacan iskaz
samo ako su iskaz p i iskaz ¢ ta¢ni. U svim ostalim slu¢ajevima konjunkcija
je netacan iskaz. Konjunkciju ,,p i ¢” oznacavamo p A q.

Disjunkcija redom iskaza p,q je iskaz ,p ili ¢”. Disjunkcija je netacan
iskaz samo ako su iskaz p i iskaz ¢ neta¢ni. U svim ostalim slucajevima
disjunkcija je tacan iskaz. Disjunkciju ,p ili ¢” oznacavamo pV q.

Implikacija redom iskaza p, ¢ je iskaz ,ako p, onda ¢”. Implikacija je
netacan iskaz samo ako je iskaz p tacan, a iskaz ¢ netacan. U svim os-
talim slucajevima implikacija je tacan iskaz. Implikaciju ,ako p, onda ¢”
oznatavamo p =—> q. Iskaz ,ako p, onda ¢” ima isto znacenje kao i sledece
recenice:

Iz p sledi ¢; p povlaéi ¢; ¢ je potreban (neophodan) uslov za p;
p je dovoljan uslov za ¢; p samo ako ¢; p je pretpostavka za q.
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Ekvivalencija redom iskaza p, ¢ je iskaz ,p ako i samo ako ¢”. Ekviva-
lencija je tacan iskaz samo ako su p i ¢ ili oba tac¢ni ili oba netac¢ni iskazi.
U svim ostalim slucajevima ekvivalencija je netacan iskaz. Ekvivalenciju ,,p
akko ¢” oznacavamo p <= q. Iskaz ,p ako i samo ako ¢” ima isto znacenje
kao i sledece recenice:

Ako p onda ¢ i ako q onda p; p je ekvivalentno sa g;
p je potreban i dovoljan uslov za q.

Negacija iskaza p je iskaz ,, nije p”. Negacija iskaza p je tacan iskaz ako
je iskaz p netacan, a netacan iskaz ako je iskaz p tacan. Negaciju ,, nije p”,
oznacavamo —p.

Iskaze formalno belezimo uz pomo¢ iskaznih formula.

Iskazne formule definiSemo na sledeéi naéin:

1. Iskazna slova su iskazne formule.

2. Ako su A i B iskazne formule, onda sui —A, (AA B), (AV B),
(A= B), (A < B) iskazne formule.

3. Iskazne formule se mogu dobiti samo konaénom primenom 1. i 2.

Iskazima i odgovarajuéim formulama pridruzuju se istinitosne vrednosti i
to: tac¢nom iskazu dodeljuje se vrednost T, a neta¢nom vrednost 1. Iskazna
formula koja je ta¢na za sve moguce vrednosti svojih iskaznih slova zove se
tautologija.

Predikatska logika

Ako je P(z) zapis reCenice ,x ima svojstvo P”, onda se recenica ,,za
svako z, x ima svojstvo P” oznacava sa (Vx)P(z). Oznaka (Vx) je univerzalni
kvantifikator. Recenica ,,postoji « takvo da = ima svojstvo P” oznacava se
sa (Jz)P(z) i tu je (3x) egzistencijalni kvantifikator.

Potpuno odredeni matematicki objekti zovu se konstante. Promenljive
su zajednicke oznake za vise odredenih objekata.

Termi se definiSu na sledeéi naéin:

1. Znaci konstanti i promenljive su termi.



2. Ako su ti,...,t, termi i f)! funkcijski znak, onda je i f(t1,...,tn)
term.

3. Termi se mogu dobiti samo kona¢nom primenom 1. i 2.

Ako su ti,...,t, termi i R} relacijski znak, onda re¢ R}'(ti,...,t,)
zovemo elementarna formula.

Predikatske formule ili kra¢e formule, definiSemo na sledeéi nacin:
1. Elementarna formula je formula.

2. Ako su A, B formule i x promenljiva, onda sui (AA B), (AV B),
(A= B), (A<= B), -A, (Vz)A, (3z)A formule.

3. Formule se mogu dobiti jedino kona¢nom primenom 1. i 2.
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1.1 Zadaci

Ispitati da li je data iskazna formula tautologija (1 - 19).

Zadatak 1

Zadatak 2

Zadatak 3

Zadatak 4

Zadatak 5

Zadatak 6

Zadatak 7

Zadatak 8

Zadatak 9

Zadatak 10

Zadatak 11

Zadatak 12

Zadatak 13

Zadatak 14

Zadatak 15

Zadatak 16

Zadatak 17

Zadatak 18

=(p A —p)

pVp

pA(p=4q) =q

(p=a) A=q) = —p

(p=4q) = (¢ = —p)
~(pAg) = —pV g
~(pVq) = PN
(p=q) <= pVyq
~(p=4q)—=prq
PAGE=qAp

PV g qVp
pV(gVr)=(pVvagVr
pA(gAT) = (PNg) AT
pA(gVr) <= (pAq)V(pAT)
pV(gAT) <= (pVagA(pVr)
pV(gAT)=q
(p=(g=r)A(p=r)A(g= 1)) =

(p=P1VpP2V..Vpn)) <= (p=p1)V(p =>p2) V...V (p=pn)
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Zadatak 19

Zadatak 20

((p1Ap2A .. Apn)=p) <= (p=p1)V(p=p2) V...V (P=pn)
Odrediti istinitosnu vrednost formule

F:(-p=q)ApV-q) <= (-pNqg=—q)

ako su vrednosti iskaznih slova p,q odredene sa 7((p A —q) = —p) = L.

Zadatak 21

Koje od sledeéih re¢enica su tacne u skupu prirodnih brojeva:

(3x)(x < b), Vz)(z >0), (Fz)(3z+2 =3), (Fzx)(x+7=11), =(Fx)(x <5 A
x> 10), (Vo)(Fy)(z <y), Cr)(vy)(z <), (Vo)(3Fy)(z > y), (Vo)(Vy)(z+
y=y+x), (vVr)Ey)(z-y= 1)

Koristeéi logicke operacije zapisati sledece recenice (22 - 32).

Zadatak 22
Zadatak 23
Zadatak 24
Zadatak 25

Zadatak 26
vrednost 3.

Zadatak 27

Zadatak 28
broj.

Zadatak 29
Zadatak 30
Zadatak 31

Zadatak 32

z je magmangi zajednicks sadrZalac za x i y.

x je potpun kvadrat.

Postoji najvise jedan ceo broj ¢iji je kvadrat 0.
Postoji tacno jedan ceo broj ¢iji je kvadrat 0.

Postoje najvise dva razlicita realna broja c¢ija je apsolutna

Ne postoji najveci ceo broj.

Izmedu svaka dva razlicita racionalna broja postoji racionalan

Postoji najmangi prirodni broj.
Postoji prirodni broj koji se sadrzi u 6 1 koji je veéi od 2.
Za svaki ceo broj x postoji ceo broj y tako da je x +y = 0.

Za svaki ceo broj x postoji ceo brojy > 0 tako da je 2% = 1.
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1.2 Resenja
(p[-ppA-p]-(PA-p)]
Resenje 1 T L 1 T
1| T 1 T
ResSenje 2 Jeste
pla]p=qlprlp=0q | F]
T T T T T
Resenje 3 T L 1 L T
1| T T 1 T
1| L T 1 T

ResSenje 4 Jeste

ResSenje 5 Jeste

pla]-r|-a]lpra]-0Ag) | pV—q]|F]
T T L | L T 1 1 T
ReSenje 6 T L] L | T 1 T T T
LT T | L 1 T T T
Ly Ly T T 1 T T T
ResSenje 7 Jeste
ResSenje 8 Jeste
pla]-a[p=q] (=9 [pPA-q]|F]
T T L T 1 L T
ResSenje 9 T|IL| T 1 T T T
1| T L T 1 L T
1L L] T T 1 1 T
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Resenje 10

ResSenje 11

Resenje 12

Resenje 13
ResSenje 14

Resenje 15

ResSenje 16

ResSenje 17

7(F)

Jeste
Jeste
[(plalrJavrpvigvr)[pVe[ Vg Vr]|F]
T|T|T T T T T T
T|T]| L T T T T T
T LT T T T T T
T L] L 1 T T T T
LT T T T T T T
LT L T T T T T
4| L] T T T 1 T T
4] L] L 1 1 1 1 T
Jeste
Jeste
Jeste
(plalrflanr[pVigrn) [ F]
TIT|T T T T
T|T 1| L 1 T T
T LT 1 T 1
T L] L 1 T 1
1| T T T T T
1| T] L 1 1 T
4| L]T 1 1 T
1| L] L 1 1 T
Dr(p)=T

T(L=(ger)AN(L=-r)A(g= 1)) = 7]
T(TATA(g= —r)) = —r]
(g = 1) = 1]
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I
_|

(1.1.)  7(q)
T(F) = 7[(T = -r)= -r]
T[-r = -]
= T
(1.2) 7(g)=1L
T(F) = 7[(L= —r)= -r]
= T[T = —r]
— )

Formula F' nije tautologija jer je netacna ako je 7(p) = 7(r) = T i7(q) = L.

Resenje 18 1) 7(p) =T
T(F) = 7[(T=((@1Vp2V..Vpp)) < (T=p1)V(T=p2) V...V (T=p,)]
= 7l(p1Vp2V...Vpp) S (p1Vpe V...V

=T
2)(p) = L
T(F) = 7[(L=(p1Vp2V...Vpn)) & (L=p1) V(L=p2) V...V (L=py)]
=7[T&(TVTV...VT)]
=T

Formula F' jeste tautologija.

Resenje 19 7(p) =T

r(F) = 7l Apa A Ap) = T) & (T=p) V (T=p2) Voo v (T=p))]
= 7[Te(p1Vp2 V...V )]
= T[p1 Vp2 V...V py]

Formula F' nuje tautologija, jer je netac¢na ako je 7(p) = T i7(p1) = 7(p2) =
=) = L

Resenje 20 Akoje 7((pA—q)= —-p)=_L,ondajer(p)=Tir(q) =L
TF) = (L= DA(TVT) e (LAL=T)
= TAT<== 1=T
= T<=T
= T
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Resenje 21 Recenice su redom: tacna, ta¢na, netacna, ta¢na, ta¢na, tacna,
tacna, netacna, tacna, tacna.

ReSenje 22 z |z AN ylz A (Vu)(z|u AN ylu = z]|u)
Resenje 23 (Jy)(z = y?)

Resenje 24 —(3z € Z)(3
(Vx € Z)(Vy € Z)(2? =

ReSenje 25 (r € Z)(22 =0 A (Vy € 2)(y> =0 =2 =vy))

Resenje 26 —(3z € R)(Jy € R)(Fz € R)(Jz| =3 A |y =3 A |2| =
SANTFYy NxzF#z N yFz)

Resenje 27 ~(Jz € Z)(Vy € Z)(y <) ili (Vz € Z)(3y € Z)(z < y)
Resenje 28 (Vz € Q)(Vy e Q)(Fz€Q)(z#y=(r<z<yVy<z<u))
Resenje 29 (dz € N)(Vy € N)(z <y)

Resenje 30 (Jz e N)(z |6 N z>2)

Resenje 31 (Vx € Z)(3y € Z)(x+y =0)

Resenje 32 (Vo€ 2)3y € Z)(y >0 A 22 =y)
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Glava 2

SKUPOVI

Skup je odredjen ako se mogu navesti svi njegovi elementi ili uslov koji
oni ispunjavaju. To oznacavamo A = {a,b,c,...,1} ili B = {x | p(z)}. Ako je
x element skupa A, to piSemo xz € A. Prazan skup je skup bez elemenata i
oznacavamo ga sa ) ili {}. Skupove oznacavamo velikim, a njihove elemente,
uglavnom, malim slovima.

Skup A je jednak skupu B ako su im elementi isti, tj.

A=B <« (Vz)(r€ A<=z € B).

Skup A je podskup skupa B, pisSemo A C B ako je svaki element skupa
A i element skupa B, tj.

ACB <« (Vz)(r € A= x € B).

Neka su A, B, C skupovi. Tada:

(a) A=A4,

(b) A=B = B = A,

(c) A=BAB=C= A=C.

Neka su A, B, C skupovi. Tada:

(a) AC A,

(b ACBABCA=— A=0B,

() ACBABCC=>ACC.

13
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Vaznije konstrukcije sa skupovima su: presek (M), unija (U), razlika (\),
simetri¢na razlika (A), komplement, Dekartov proizvod () i partitivni skup.

Presek skupova A i B, u oznaci A N B, je skup svih elemenata koji
pripadaju i skupu A i skupu B, tj.

ANB:={z|xz € ANz € B}.

Unija skupova A i B, u oznaci A U B, je skup svih elemenata koji pri-
padaju skupu A ili skupu B, tj.

AUB:={z|x€ AVz e B}

Razlika skupova A i B, u oznaci A \ B, je skup svih elemenata koji
pripadaju skupu A, a ne pripadaju skupu B, tj.

A\ B :={z |z € ANz & B}.

Simetri¢na razlika skupova A i B, u oznaci A A B, je skup definisan na
slede¢i nacin:

AAB:=(A\B)U(B\A).

Neka je S skup i A podskup od S. Komplement skupa A u odnosu na
skup S, u oznaci Cs(A) je skup definisan na sledeé¢i naéin:

Cy(A) == S\ A.

Za komplement skupa A koristi se i oznaka A.
Partitivni skup skupa A, u oznaci P(A), je skup ¢iji su elementi svi
podskupovi skupa A, tj.

P(A) == {X | X C A}

Polazeéi od skupa {a, b} uvodimo ureden par (a,b) kod koga je odredeno
koji element je prvi, a koji drugi. Kazemo da je a prva, a b druga komponenta
uredenog para (a,b). Ureden par se precizno definise na sledeéi nacin:

(a,b) := {{a}7 {a7 b}}
Za uredene parove (a,b) i (¢, d) vazi:
(a,b) = (c,d) <= a=c N b=d.

Neka je dat skup {a1, ag, ..., an}. Uredenu n—torku definiSemo na sledeéi
nacin:
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(1) (@) = a
(1i) (a1,a2,...,an) = ((a1,a2,...,an_1),an).

Dekartov proizvod skupova A i B, u oznaci A x B, je skup svih uredenih
parova Cija je prva komponenta iz skupa A, a druga iz skupa B, tj.

Ax B:={(a,b)|]ae A N be B}.
Sliéno se definise i Dekartov proizvod skupova Ai, Ao, ..., Ap:

A X Ag X ... x Ay = A{(a1,a2,...,a,) | a; € Ajyi =1,2,..,n}.
Neka su A, B, C skupovi. Neke od osnovnih jednakosti sa skupovima su:
1. AnB=BnNA
2. (AnB)NC=AN(BNCQC)

3. AuUB=BUA

4. (AUB)UC=AU(BUC)

5. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
6. AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
7. AANB=BAA
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2.1 Zadaci

Dokazati skupovnu jednakost (33 - 50).

Zadatak 33

Zadatak 34

Zadatak 35

Zadatak 36

Zadatak 37

Zadatak 38

Zadatak 39

Zadatak 40

Zadatak 41

Zadatak 42

Zadatak 43

Zadatak 44

Zadatak 45

Zadatak 46

Zadatak 47

Zadatak 48

Zadatak 49

Zadatak 50

AUA=A
ANA=A

AUB=BUA

ANB=BnNA
AU(BUC)=(AUB)UC
AN(BNC)=(ANB)NC
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AUB=ANB
ANB=AUB

ANA=90

A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)

AU(B\C)=(AUB)\ (C\ A)
(A\B)\C=A\(BUC)
AANB=(AUB)\ (ANB)
A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)
(AUB)x C = (AxC)U(B x C)

(A\B)xC=(AxC)\(BxQC)

GLAVA 2. SKUPOVI
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Zadatak 51 Dokazati inkluziju
(AxB)U(CxD)C(AUC) x (BUD)

Zadatak 52 Dati su skupovi A’ 1 B’:

4 m

Al = x\:v:78 AneNy , B={y|ly= +60/\mEN :

yly
n+1 m

a) Iz skupa A’, odnosno B’ izdvojiti podskup A, odnosno B celih brojeva.

b) Odrediti skupove ANB i AU B.

Zadatak 53 Dati su skupovi: Ay = {1,2,3,4}, As ={1,3,5,6} i za svako
n > 3 rekurzivno definisani skupovi

Ap = (An—1\ Apn—2) U (Ap—2\ Ap_1).
Odrediti As.
Zadatak 54 Dati su skupouvi:
Ei={(z,y) | z,y € N, 3z+2y =20}, E2 = {(x,y) | x,y € N, x+2y =T7}.
Odrediti Fy N Ey, E1UEy i Ey\ Es.

Zadatak 55 Dat je skup A = {1,2,3,6,7,8}. Odrediti skup X C N za
koji vazi: AUX ={1,2,3,4,6,7,8} i ANX ={3,6}.
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2.2 ResSenja
Resenje 33
rcAUA < xcAVzecA
— =z cA
Koristili smo tautologijup V p < p.
Resenje 35
rcAUB < xz€AV zeB
< xe€BVzxzecA
< x€BUA.
Koristili smo tautologijup V ¢ <= ¢ V p.
Resenje 37
re AU(BUC) <= xz€AV zeBUC
<~ x€AV (reB V zel)
<~ (x€AVzeB)Vazel
<~ z€AUB V ze(C
<~ ze€(AUuB)UC

Koristili smo tautologijup V (¢ V r) < (p V q) V r.

Resenje 39

reAU(BNC) <= xz€AVzeBnC
< €AV (xeB N 2eC)
< (x€eAVzeB) AN(zeAV xzel)
&< z€AUB AN xzec AUC
< ze€(AUB)N(AUCQC)

Koristili smo tautologijup V (¢ A 1) < (p V ¢)A (p V 7).
Resenje 41

r€AUB <— —-x€AUB
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<— —(x€ AV zeDB)
— —z€ANxTEB
— zcANzeEB
<« xc€ANB.

Koristili smo tautologiju =(p V ¢) <= —-p A —gq.
ResSenje 43

r€ANA < xcANzcA
<— €A N -x€A
— L
— z€l

Koristili smo tautologiju p A —p < L.
ResSenje 44

r€A\(BUC) <= z€A N ~(zreBUCQC)

r€A N (xeB VvV zel)
(xeAN-ze€B) AN (zeA N 2el)
reA\B Nz e A\C
re(A\B)N(A\C)

1o

Koristili smo tautologijup A =(q V r) <= (p A =q) A (pA-T).

Resenje 45

xeAU(B\CO) reAV zeB\C

re€AV (zreB N ~ze()

(xeAV xzeB) N 2(zeC AN ~xe€A)
z€AUB A —(zeC\ A)

z€(AUB)\ (C\ A)

rreny

Koristili smo tautologijup V (¢ A —r) < (p V q) N —(r A—p).
Resenje 46

re(A\B)\C <= z€A\B A ze(C

19
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(xeAN-ze€B) N zel
r€A N (xeB VvV zel)
r€A N ~(xeBUQO)

re A\ (BUQ)

Koristili smo tautologiju (p A —=q) A —r <= p A —(q V ).

1o

Resenje 47
re€AANB <= ze€(A\B)U(B\A)
<= z€(A\B) V ze(B\A)
<— (€A N -2x€B)V (reB N ~xz€A
<— (x€AVzeB) AN ~(xeA AN z€EDB)
— x€AUB AN -z € ANB
< z€(AUB)\(ANB)

Koristili smo tautologiju (p A =¢) V (¢ A =p) <= (p V q¢) A =(p A q).

ResSenje 48
r€A\(BNC) < z€A N ~(zreBnC)
< x€AN-(xeB N zel)
< (€A N-2€B)V (zeA N el
< x€A\B V ze€A\C
— ze€(A\B)U(A\QO)
Koristili smo tautologijup A (¢ A r) < (p A =q) V (pA-T).

Resenje 49
(z,y) e (AUB)xC <= x€AUB AN yeC

<— (x€AVzeB) NyelC

— (€A ANyel)V (reB AN yel)

— (r,y) e AxC V (z,y) e BxC

— (r,y) € (AxC)U(BxC)

)

Koristili smo tautologiju (p V ¢q) A r < (p A r)V (¢ N 7).

Resenje 50
(,y) € (A\B)xC <= z€A\B NyeC
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<— (€A N -xzeB) NyelC

— (€A Nyel) AN -(xeB AN yel)
— (r,y) € AxC N =(z,y) € BxC
— (z,y) € (AxC)\(BxC(O)

Koristili smo tautologiju (p A —q) A r < (p A r) A =(qg N T).

Resenje 51

(z,y) € (Ax B)U(C x D) (x,y) € Ax B V (z,y) € Cx D

(xreANyeB)V (xeC N yeD)

(xeAVazel) N(yeB VvV yeD)
c AUC N ye BUD

(z,y) € (AUC) x (BU D)

[

Koristili smo tautologiju (p A q) V (r A )= (p V. 1) A (¢ V ).
Resenje 52
a) A=1{1,2,3,4,6,8,12,16,24}, B = {2,3,4,5,6,7,11,13,16,21, 31,61}
b) AN B = {2,3,4,6,16) ,

AUB ={1,2,3,4,5,6,7,8,11,12,13,16,21, 24, 31,61}

Resenje 53

Az = (AQ \ Al) U (A1 \Ag) = {5, 6} U {2,4} = {2, 4,5, 6}
Ay = (Ag\AQ)U(AQ\Ag) = {2,4}U{1,3} = {1,2,3,4}
As = (A4\A3)U(A3\A4) = {1,3}U{5,6} = {1,3,5,6}

Resenje 54
By ={(2,7),(4,4),(6,1)}, B> ={(1,3),(3,2),(5,1)}
EiNEy,=0, E1UE>={(1,3),(2,7),(3,2),(4,4),(5,1),(6,1)}
Ei\ Ey = F.

ResSenje 55 Jedini element koji pripada A U X ne pripada skupu A je 4, pa
je X\ A ={4}. Posto je AN X = {3,6}, imamo da je X = {3,4,6}.
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Glava 3

RELACIJE

Neka su A i B skupovi. Svaki podskup p Dekartovog proizvoda A x B
zove se binarna relacija redom skupova A, B. Ako je (z,y) € p, kazemo da
je x u relaciji p sa y i piSemo xpy. Dakle,

zpy < (,y) € p.

Ako je A = B, onda kazemo da je relacija p € A x A binarna relacija
skupa A. Relacije p € A x Bio C C x D su jednake ako je ispunjeno
p=0,A=C,B=D. Neka je p C A x B relacija. Ako je p = A x B, onda
takvu relaciju zovemo puna relacija. Ako je p = (), onda tu relaciju zovemo
prazna relacija. Neka je p C A x B relacija. Inverzna relacija relacije p je
relacija p~! C B x A data na sledeéi nacin:

pt ={(y,2) | (z,y) € p}.

Neka su p C A x Bio C C x D relacije. Proizvod relacija p i o je relacija
oopC Ax D data na sledeéi nac¢in:

cop={(z,y) e AxD|(3FteBNC)((z,t) e pA(t,y) €0)}.
NekasupCAx B,o CCxDirtCFE xF trirelacije. Tada je
(too)op=rT1o0(00p).
Neka je p relacija skupa A.

(i) Ako relacija p zadovoljava uslov

(R) (Vo) (zp),

onda kazemo da je relacija p refleksivna.

23
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(ii) Ako relacija p zadovoljava uslov
(S) (Vo) (Vy)(zpy = ypx),
onda kazemo da je relacija p simetri¢na.
(iii) Ako relacija p zadovoljava uslov
(AS) (Vo) (Vy)(zpy A ypr = x =),
onda kazemo da je relacija p antisimetri¢na.

(iv) Ako relacija p zadovoljava uslov

(T)  (Va)(Vy)(Vz)(zpy N ypz = wpz),
onda kazemo da je relacija p tranzitivna.

Refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija zove se relacija ekvivalencije

ili RST—relacija. Neka je A neprazan skup, ~ C A? relacija ekvivalencije
skupa A i x € A. Klasa ekvivalencije elementa x, u oznaci C, data je na
sledeé¢i nacin:

Co={yecAlz~y}
Skup A/~ ¢iji su elementi sve klase ekvivalencije relacije ~ zove se koli¢nicki
skup, tj.

Al ={Cy |z € A}.

Neka je ~ RST—relacija skupa A i C,, klasa ekvivalencije elementa u € A.
Klase C, su neprazne, u parovima disjunktne i njihova unija je skup A. Tada,
za proizvoljne z,y € A, je:

(i) x € Cy, tj. svaki element iz skupa A je u nekoj klasi.
(ii) z ~y <= Cp = Cy, tj. elementi u relaciji odreduju istu klasu.

Refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija zove se relacija poretka.
Ako je = relacija poretka na skupu A, onda se kaze da je skup A ureden
relacijom <. Ureden par (A, =) zove se parcijalno ureden skup. Za relaciju
poretka =< nepraznog skupa A kazemo da je totalno uredenje ili linearno
uredenje ako je ispunjeno

r=y V y=x zasve x,y € A.

Ako je relacija poretka linearno uredenje skupa A, onda ureden par (A, <)
zovemo linearno ureden skup ili lanac.
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3.1 Zadaci

Zadatak 56 Dat je skup A = {a,b,c,d} i na njemu relacije:

p1={(a,b),(b,a), (¢, 0)},

p2 = {(a,a), (b,0), (¢,¢), (d, d)},

pz = {(a,a), (a,b), (b, a), (b, ), (¢,¢), (¢, d), (d, ), (d,d)},
ps = {(a,0), (b,a), (¢,d), (d, c)},

ps = {(a,a), (a,b), (b,), (a,¢), (¢,¢), (d,d), (a,d)},

pe =0,

pr=AxA.

Odrediti koje od relacija p1 — p7 su:
a) refleksivne

b) simetricne

)
¢) antisimetricne

d) tranzitivne.

Zadatak 57 Dat je skup S = {1,3,4,8,12} i relacija | (se sadrzi). Odre-
diti sve (z,y) € |.

Ispitati koja od svojstava refleksivnosti, simetri¢nosti, antisimetri¢nosti
i tranzitivnosti ima relacija (58 - 59) u skupu realnih brojeva.

Zadatak 58 zpy <= z? —axy+y> =1
Zadatak 59 zpy <= 2 <y?

Zadatak 60 U skupu jednacina

1
J:{x2:4, 2 42=-2 x4+2=0, 2+1=0, 20 +4=0, ”26:—2},

x € R, uvedena je relacija
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J1 ~ j2 <= jednacine j1 i j2 su ekvivalentne.

Dokazati da je ~ relacija ekvivalencije i odrediti klase.

Zadatak 61 U skupu {—5,—4,-3,—2,—1, 0, 1, 2, 3, 4, 5} definisana je
relacija

rpy <= |z| = [y|.

Dokazati da je p relacija ekvivalencije i odrediti klase.
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3.2 Resenja

ResSenje 56

a) p2, p3, Ps, P7
b) p1, P2, P3; Pas P6, P
c) p2, P, P6

d) p2, p3, Ps, Pe; P7

Resenje 57
|={(1,1),(1,3),(1,4),(1,8),(1,12),(3,3),(3,12),(4,4),(4,8),(4,12),(8,8),(12,12)}.
ResSenje 58

rpre= -4l =l—=a’=1<=2=1V z=-1

p - nije refleksivna

apy = a? —xy+yt =1y’ —yr+a® =1 ypzx

p - jeste simetricna

p - nije antisimetri¢na

Relacija p nije tranzitivna jer je Opl i 1p0, ali nije 0p0.

Resenje 59
xpr <= 22 < 22, pa relacija p jeste refleksivna.
Relacija p nije simetri¢na jer je 1p2, ali nije 2pl.
Relacija p nije antisimetri¢na jer je 1p(—1) i (—1)pl.
TPy < z? < y2, Ypz < y2 < 22, pa je z? < 22, odnosno zpz.

Dakle, relacija p je tranzitivna.
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Resenje 60 Klase ekvivalencije su:

Cpyo—0={20+2=-2, 24+2=0, 2¢+4 =0}

T 1
C 0 = 1 = 07 _ = ——
z+1=0 {LU + 9 2}
Cpoey = {2% =4}
Resenje 61
xpx <= |z| = |z| - Relacija p je refleksivna.

zpy <= |z| = |y| <= |y| = |z| < ypz - Relacija p je simetri¢na.
xpy <= |x|=|y|,ypz <= |y|=|z|, pa je |z|=|z|-Relacija p je tranzitivna.
Klase ekvivalencije su: Co = {0}, C; ={1,—1}, Cy = {2, -2},

O3 = {3,-3), Cy = {4, -4}, C5 = {5,-5}.



Glava 4

FUNKCIJE, OPERACIJE

Preslikavanje (funkcija) skupa A u skup B je svaki podskup f skupa
A x B (relacija skupova A i B), ako je ispunjeno:

(i) (Vz € A)(Jy € B)(z,y) € f
(i) Vz € A)Vy,z € B)((z,y) € fA(z,2) € f = y=2)

Kaze se da je funkcija iz A u B pravilo (postupak) kojim se svakom
elementu skupa A dodeljuje tacno jedan element skupa B. Ako je (z,y) €
f € A x B, gde je f funkcija, onda x zovemo original (lik) funkcije f, a
y zovemo slika elementa x (originala) i pisemo y = f(z). Skup A zovemo
domen ili oblast definisanosti funkcije f C A x B i pisemo A = dom(f).
Skup B je kodomen ili oblast vrednosti funkcije f i pisemo B = codom(f).
Skup svih vrednosti funkcije f C A x B je skup

f(A) ={y € B| (Fz € A)(z,y) € f}.
Ako je f funkcija (preslikavanje) skupa A u skup B, piSemo:
fiA—B il AL B
Nekasu f: A— B i g:(C — D dve funkcije. Tada
f=9g< (Vx e A)(f(z)=9g(x)) N A=C N B=D.

Nekasu f : A — B i g: B — C preslikavanja. Tada preslikavanje
h:A— C dato sa

h={(z,9(f(z))) |z € A}

29
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zovemo proizvod (slaganje, kompozicija) preslikavanja f i g. Pisemo h =
go f. Dakle,
(g0 f)(x) = g(f(2)).
Nekasu f:A— B, g: B— C, h: C — D tri preslikavanja. Tada je
(hog)of=ho(gof).
Preslikavanje f : A — B je

(i) injektivno, injekcija ili 71 — 17, ako je ispunjeno

za sve T,y € A,
(i) sirjektivno, sirjekcija ili "na”, ako je ispunjeno
f(4) =B,
(iii) bijektivno, bijekcija ili "1 — 1”7 i "na”, ako je injektivno i sirjektivno.

Neka je A neprazan skup. Tada funkciju I4 skupa A u skup A zovemo
identi¢no preslikavanje skupa A, ako je

Iy ={(z,2) |z € A},

tj. Ia(x) = x za sve x € A. Neka je f : A — B. Ako postoji funkcija
f~': B — A, sa osobinama

foft=Ipi flof=1Iy4,

onda je f~! inverzna funkcija funkcije f. Funkcija f : A — B ima inverznu
funkciju ako i samo ako je f bijekcija. Skup A je ekvivalentan sa skupom
B, u oznaci A ~ B, ako postoji bijekcija f : A — B. Ako je A neprazan
skup i n € N, onda se funkcija

f:A"— A

zove operacija na A. Ako je n = 1, operacija je unarna, za n = 2, f je
binarna operacija na skupu A. Binarna operacija ¢esto se oznacava znakom
koji se stavlja izmedju argumenata: umesto *(z,y) koristi se oznaka x * y.
Definisu se jos i nularne operacije. To su funkcije iz A° := {} u skup A
i one izdvajaju neki element iz skupa A. Tako odabrani elementi zovu se
konstante.
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4.1 Zadaci

Zadatak 62 Dat je skup A= {a,b,c,d} i preslikavanja:
f=A(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)} i
9=A{(a,0),(b,a),(c,a),(d,d)}

skupa A u skup A. Odrediti:

f(f(@), f(f), fF(f(f(d)), 9(f(g(a))), glg(c)).

Zadatak 63  Odrediti sva preslikavanja skupa {a,b} u skup {1,2,3}.
Zadatak 64  Odrediti sva preslikavanja skupa {1,2,3} u skup {a,b}.

Zadatak 65 Neka su f: R — R i g: R — R funkcije date sa f(x) =
3xr+11 g(x)=2x+3.

a) Odrediti: f(1), g(2), f(9(1)), 9(f(2)), f(22), g(4x), f(g(x)), 9(f(x)).
b) Regiti jednacine: f(x) =16, g(g(z)) =17, f(z) = g(z).

Neka je f : R — R. Dokazati da je f ,1 - 1”7 i ,na” preslikavanje i
odrediti inverznu funkciju f=! (66 - 67).

Zadatak 66 f(z)= —bx+2

-4
Zadatak 67 f(x)= sz

Ispitati da li je funkcija f: D — R ,1- 171 ,na” ako je R skup realnih
brojeva, a D skup definisan u zadatku: (68 - 70)

Zadatak 68 f(z)=a2>+4x+4, D=R

4
Zadatak 69 f(z) = % D = R\ {3}

Zadatak 70 f(z)=2>-32+2, D=R
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Neka je f(z) = 1— =z, g(x) =
Dokazati (71 - 72).

, h(z) = % x € R\ {1}.

Zadatak 71 ((fog)oh)(z)==x

€r —

Zadatak 72 ((go f)oh)(z) = L , ako je x # 0.

Zadatak 73 Ako je funkcija f: R\ {0, 2} — R data sa

f<2x—3) 4z —9

x T -3’

odrediti f(x).

Zadatak 74 Ako je funkcija f: R\ {O, 5} — R data sa

2
f(5—2x>6:c+25
4x 5 —22

odrediti f(x).
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4.2 ResSenja

Resenje 62
f(f(a) = f(b) =a

ff®) = fla) =0
Ff(f(@) = f(f(e)) = f(d) =c
9(f(9(a))) = g(f(c)) = g(d) = d
9(g(c)) = gla) =c

_— [ a
’ 1

a b a
f5:<2 2>7f6:(2

g 2
a
1 2 3
f4:<a b b)af5:<
1 2 3
ﬁz(bb b)

ResSenje 65

a)  f(1)=3-1+1=4
)=2-243=7

9(2

flg) =f(2-1+3)=f(5)=3-5+1=16
9(f(2) =9@B-241)=9(7)=2-T+3=17
fz)=3-20+1=6z+1
g(dr)=2-4x+3=8x+3

flg(x)) = f(2x+3) =32z +3)+1 =6z + 10
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g(f(x)=gBx+1) =23z +1)+3=62+5

b) f(z)=16, 3z +1=16, z =5
g(g(x)) =17, g2z +3) =17, 2(2x +3) +3 =17, z =2
flx)=g(x), 3z+1=22+3, x =2

Resenje 66

f(fL'l) = f(.Tg), —5x1 4+ 2 = —-bx9+ 2, —bx1 = —dHx9, T1 = X2

_2—35

)

2 —
y=-5r+2 bxr=2—y, x:75y . ()

_ 2¢z + 4
3

Resenje 67 f'(z)
Resenje 68 f(z) = (z+2)2>0, f(-1) = f(-3)
Funkcija f : R — R nije ,1 - 1”7 i nije ,na”.
Resenje 69

r1+4  x2+4
.7}1—3_.%2—3’

f(z1) = f(x2),

T1x9 — 3x1 + 4x9 — 12 = 212090 + 421 — 329 — 12, —T21 = —TT0, T1 = T2

4 3y +4
yZLJr , vy —3y=x+4, v = vy , y#1
z—3 y—1

Funkcija f: R\ {3} — R jeste ,1 - 17 i nije ,na”.

Resenje 70

Funkcija f : R — R nije ,1 - 1”7 i nije ,na”.
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r—1

Resenje 71 ((fog)oh)(z) = f(a(h(@)) =1 (9 (5 ) ) =7 (119,;)

=fl-z)=1-(1—-2)==x

Resenje 72 ((g2/)oh)(z) = g/ (hlx) =g (1 (57 ) ) =9 (1= -75)

z—1 r—1
1 1 r—1
:g( ): ™ » 270

1—2x
1—=x
2x — 4 —
Resenje 73 f(jj 3): :c g,x#o,x;,é%
T 2r — 3 2
3
4. ———9
2z -3 3 2 _ ¢ 3t —2 3z — 2
:t = —_— — — —
Tt s (0= 2 =T 0=
2—t
_ br+4

Resenje 74 f(x)

X
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Glava 5

ALGEBARSKE
STRUKTURE

Algebarska struktura je uredjen par (A, F) nepraznog skupa A, koji
zovemo nosa¢ strukture i izvesnog skupa F operacija skupa A. Ako je
F =A{f1, fay ..., fn} konacan skup operacija f;, (i = 1,2,..,n) raznih duzina
skupa A onda umesto (A4, { f1, f2, ..., fn}) piSemo (A, f1, fo, ..., fn). Dalje raz-
matramo samo strukture koje imaju jednu ili dve binarne operacije. Vaznije
algebarske strukture sa jednom operacijom su: grupoid, polugrupa i grupa.

Uredjen par (G, *), gde je G neprazan skup, a * binarna operacija na
skupu G zove se grupoid. Grupoid (G, *) zovemo polugrupa (semigrupa),
ako je ispunjeno

Tx(yxz)=(r*y)*z

za sve x,y,z € G. Grupoid (G, *) zovemo grupa ako u skupu G postoji
element e tako da vazi:

(1) (Va,y,2) (@ * (y * 2) = (z % y) * 2)
(2) (Vz)(xxe=exx=1)

3) (Va)(Fy)(zxy =y*z=e).

U prethodnoj definiciji element e se zove neutralni (jedini¢ni) element, a y
je inverzni element elementa x. Ako je u grupi (G, *) ispunjeno z xy = y*x
za sve x,y € G, onda grupu (G, x) zovemo komutativna ili Abelova. Vaznije
algebarske strukture sa dve binarne operacije su prsteni i polja. Prsten je
operacijska struktura (R, *,0) sa dve binarne operacije, za koju vazi:

37
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(i) (R,*) je Abelova grupa;
(ii) (R, o) je polugrupa;

(iii) (Va,y,2 € R)wo(y+z) = (woy) s (vo2)
(zxy)oz=(z02)*(yo2),
tj. druga operacija je distributivna prema prvoj sa obe strane. Polje je

prsten (P, *,0) u kome je (P \ {0},0) Abelova grupa, gde je 0 neutralni
element operacije *.
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5.1 Zadaci

Ispitati svojstva strukture (75 - 94).
Zadatak 75 (Z,x), gde je Z skup celih brojeva i x*xy:=x +y+ 2.
Zadatak 76 (R,x), gde je R skup realnih brojeva i xxy:=x+y+ zy.
Zadatak 77 (Q,0), gde je Q skup racionalnih brojeva i x oy =z + 2y.
Zadatak 78 (R,o), gde je R skup realnih brojeva i x oy :=2x + 2y.
Zadatak 79 (R,o), gde je R skup realnih brojeva i xoy := 1—(x+y)+2xy.
Zadatak 80 (Q7,x), gde je QT skup pozitivnih racionalnih brojeva i

Ty
$+y'

TxY =

Zadatak 81 (R™T,x), gde je R* skup pozitivnih realnih brojeva i

T *y = xy>.

Zadatak 82 (G,-), gdeje G ={x+yV5 |22 -5y>=1; 2,y € Q} , a ,”
mnozenje realnih brojeva.

r+y

Zadatak 83 (G,x), gdejeG={x|—-1<x <1, € R} i xxy:= T
Y

Zadatak 84 (R)\ {0},*), gde je R skup realnih brojeva i x *y := a;—y

Zadatak 85 (S,x), gde je S ={(a,b) | a,b€ Q, a#0} 1

(a,b) * (c,d) := (ac,bc+ ¢ + d).

Zadatak 86 (S,-), gde je S = {

ractonalnih brojeva.

112 ‘m,nEZ} 1,7 mnoZenje
n
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Zadatak 87 (S,0), gde je S = {f1, f2, f3, fa} i ,0” je mnoZenje preslika-
vanja. Funkcije fi, fa, f3, fa preslikavaju skup R\ {0} u skup R\ {0} i pri

tome je:

file) =, folw) =, fole) =1 i@ fale) =~ .
L+ Jalb]

Zadatak 88 ({a,b},x*) i operacija x je data tablicom

allalb
bllbd|a

Zadatak 89 ({T,Ll}, A)
Zadatak 90 ({T,L}, V)

Zadatak 91 (Z x Q,x), gde su Z i @Q skupovi celih, odnosno racionalnih
brojeva 1
(@,y) * (u,v) := (z + u, 2% +v).

Zadatak 92 (S,-), gde je S = {l Z 2b ]

a,b e Q; a+b\@>0} )

- mnozZenje matrica.
Zadatak 93 (Z,x,0), gde je Z skup celih brojeva ,
rzxy:=x+y+1 1 zoy:=zy+z+y.

Zadatak 94 (S,+,-), gde je S = {x +yV2 | m,y € Z} , i 47 0,7
sabirangje, odnosno mnozZenje realnih brojeva.
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5.2 ResSenja

U zadacima (75 — 92) ispituju se sledeca svojstva algebarskih struktura:

r
.
5
4o

50

10

20

30

40

50

grupoidnost,

asocijativnost,

postojanje neutralnog elementa,
postojanje inverznog elementa,

komutativnost.

Resenje 75
reZ NyezZ = x+y+2¢€”2

(xy)sz=(x+y+2)xz2=(r+y+2)+z+2=a+y+2+4
rx(yxz)=wx(y+tz+2)=r+y+z+2)+2=2+y+z+4
r*e=exr =2

r+e+2=e+ax+2=2 e=-2

rxx =2 xx = -2

x4+ +2=2"424+2=-2 2 =—-x—4

THkY=1Y*T

r+y+2=y+x+2

(Z, %) je komutativna grupa.

Resenje 76

10

re€RANyYyeER = x4+y+zyce R

2° (zxy)xz = (r4+y+ay)xz=@+y+ay) +z+(x+y+ay)z

= rH+y+tzt+ay+rz+yz+ryz
vx(yxz) = wx(y+ztyz)=c+y+z+yz)+ay+z+yz)
= z+y+z+azy+zz+yz+xyz



42

30

40

50

GLAVA 5. ALGEBARSKE STRUKTURE

rxe=exr=x, x+etaxe=et+rxt+ex=uw, e(l+x)=0e=0

zxx =2'xx=0, z4+2'+zx' =2’ +2x+22=0, (1+2z)2 = —=x,
/ X

e —— 1
x 1 , T F

TrkY=Yy*xr, T+y+ary=y+x+yx

(R, ) nije grupa jer za element —1 ne postoji inverzni element.
(R, *) je komutativna polugrupa sa neutralnim elementom.

ResSenje 77

1° ze@Q NyeQ = z+2ye@

2° (roy)oz=(x+2y)oz=(r+2y)+2z=x+2y+22
zo(yoz)=zo(y+22)=x+2y+22)=x+2y+4z

3° zoe=z,z+2e=x,e=0
Oox =042z =2z

4° Posto ne postoji neutralni element, nema smisla ispitivati egzistenciju
inverznih elemenata.

5° zoy=x+2y, yor=y+ 2z

(Q,0) je grupoid.

Resenje 78

1° e RANyeER = 20+2yc R

2° (xoy)oz=(2x+2y)oz=2(2x+2y)+2z=4x +4y + 2z
zo(yoz)=xo (2y+22) =2x+ 22y +2z) =2z + 4y + 4z

3° zroe=eox#ux
2r+2e=2e+2x #£=x

4° Ne postoji inverzni element.

5° zoy=2x+2y

yox =2y + 2z =2x+ 2y
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(R, 0) je komutativan grupoid.
Resenje 79
1° zeRANyeR = 1—(x+y)+22y€R

2° (xoy)oz = (l—xz—y+2zy)oz
1-1-2z—y+22y) —2+2(1—x—y+22y)z
= z+y+z—2xy—2xz —2yz +4dzyz

zo(yoz) = zo(l—y—z+2yz)
= l—-2—-—(1-y—2z+2yz)+22(1l —y—z+2yz)
= z+y+z—2xy—2zxz—2yz +4zyz

3° zoe—eox=u=u
l—-x—e+2ze=1—e—x+2ex==x
1-2z—e+2ze=0, (1-22)(1—€)=0,e=1

4° zor' =2'ox =1, 1—x—2'+2z2' =1—-2'—x+22'2 =1, 2z—1)a’ ==,
)T 1
a1 U7 3

5° zoy=1—z—y+2zy, yor=1—-y—z+2yx=1—x —y+ 2xy

(R, o) je komutativna polugrupa sa jedinicom.

ResSenje 80
1° IE€Q+ A y€Q+ _— ﬂe@-‘r
r+y
xy
Ty x—|—yz TYZ
2° (xxy)*xz= * z = =
(@y) Tty Yy, wytaz+yz
T+y
Yz
x
Yz y+z TYZ

Tx(Y*2)=a%* = =
(yx2) Y+ 2z x4+ Y= Ty + T2 + Yz

Y+ z
xe ex
3° rxe=exx=1x, —— = =z, ze=2+ze, 22 =0
r+e e+x

(@7, *) nema neutralni element.
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4° (Q™",*) nema inverzni element.

Ty
5° xxy =
y r+y
yx Ty
Y* T = =
y+x r+y

(@7, *) je komutativna polugrupa.

Resenje 81

1° 2ze Rt AN ye Rt = 2%? c R*

2° (zxy)*z=(2%%) * 2 = (2%9?)%2? = 2ty?2?
v (y*2) = (y222) = 22(y%22)? = 22yt

3° zxe=exzx=ux, 22 =e’x’=1

(R*, %) nema neutralni element.
4° (R*,x) nema inverzni element.
5 1wy = 2%y

yxx =22 = 2%y’

(R*, %) je komutativan grupoid.
Resenje 82

1° Ako je a,b € G, onda postoje x1,y1,x2,y2 € @ takvi da je
a:xl—i—yl\/g, b:xQ—i—yg\/g, w%—5y%:11x%—5y%:1. Tada je

a-b=(x1+1y1V5) - (z2 + y2V5) = (122 + Syrye) + (212 + 2oy1)V5.

Neposredno je jasno da je z1x2+5y1y2, 1y2+22y1 € Q. Dalje imamo:
(z122 + 5y192)* — 5(w1y2 + 231)°

= 2223 + 10z 2211y2 + 25y3y3 — 5ady2 — 10z120Y1Y2 — H23Y?

= afw — brtys — Su3yf + 25yiy3

= af(23 — 5y3) — 5yt (23 — 5y3)

= («% = 5yi) - (23 — 5y3)

=1.
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2°  Asocijativnost vaZzi jer je u pitanju mnozenje realnih brojeva.

3°  Neutralni element je e = 140 - /5.

1
4°  Neka je a = = 4+ yv/5. Dokazimo da je ¢’ = ——— inverzni element
T+ y\/g
elementa a.
, 1 r—yV5 x—-yv/5 x—yJ/b
a = . = 3 3 = = r — y\/g
z+yVh xz—yv/5 22-5y 1

2?2 —5(—y)? =22 - 5y% = 1.
5° Komutativnost vazi jer je u pitanju mnozenje realnih brojeva.
(G,-) je komutativna grupa

Resenje 83

r+y

142y
(1—22)(1-y?) >0
1—22 -2+ 222 >0

1° xxy=

1+ 2zy + 22y > 22 + 22y + 2
(1+2y)? > (z +y)?

(z+y)?
MY, 142y >0
(14 zy)? 4
THY )
142y
-1< Ty <1.
142y
rT+y
+z
o Tty 1+ 2y T+ y+z+ayz
2° (zxy)xz= %2 = =
1+ xy 1_|_$+Z~/_Z 1+zy+2z+yz
142y
Y+ =z

y+z x+1—|—yz Tyt zt+ayz
1+yz_1+xl/+z Cltaytrztyz
149z

xx(y*z)=1xx*
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3° rxe=exx=mu,
r+e e+x
l14+ze l4ex
e(1—2%)=0,e=0

Zz,

4° zxax'=2'xx=0
x+a ¥4 0. 4
= = 7$:—$
1+z2/ 1+2'z

rT+Yy Y+
142y 1+yx

(G, *) je komutativna grupa.

5 xxy =

ResSenje 84
1° x,yGR\{O}:%ER\{O}

at
o _ (Y 9 TYz
2 (x*y)*z—(z)*z_—z =
Yz
"Bi
Yz xYz
3° rxe=exx=mu,
e ex 5
2 2 ’
4° zxx'=2'xx =2
zx' 2z
7:7:2 ,:—
2 2 T
Ty YT
50 = — = — = .
T*Y 5 5 Y*T

(R\ {0}, %) je komutativna grupa.

ResSenje 85

1° (a,b) € SA(c,d) € S= (ac, bc+c+d)e S

2° ((a,b) * (c,d)) * (e, f) = (ac, bc+ c+d) * (e, f)
= (ace, bce +ce +de+e+ f)
(a,b) % ((e,d) = (e, f)) = (a,b) * (ce, de+ e+ f)
= (ace, bce + ce + de + e + f)
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3°  (a,b) * (e1,e2) = (e1,€2) * (a,b) = (a,b)
(ae1, bey + e +e2) = (e1a, esa+a+b) = (a,b)
ae; =ea=a, e =1
bei1 +e1+ex=ea+a+b=0>
b+1l4+es=eata+b=0>b, eg =—1

(1,—1) je neutralni element za operaciju .
4°  (a,b) x (a’, V) = (d, V) * (a,b) = (1,-1)

(ad, ba' +d' + V) = (da, Va+a+b)=(1,-1)

, 1
aa’ =a'a=1, a = —

a
ba' +ad +V =ba+a+b=-1
11 b1
be 44 W —batatb——1, 4 =2
a a a

(l _a+b+1

, ) je inverzni element za (a,b).
a a

5°  (a,b) * (¢,d) = (ac, be+c+d)
(¢,d) * (a,b) = (ca, da+ a+b)

(S, %) je nekomutativna grupa.

Resenje 86
o 1+2my 1+ 2mo
r = ——— N = —-————
1+ 2n 1+ 2n9

_1+2m 1+2m2_1+2(m1+m2+2m1m2)65
YT T om 142ns 14 2(n1 + 1o+ 2nim)

x .

2° Asocijativnost vazi jer je u pitanju mnozenje racionalnih brojeva.

1+2-0

3P e=1=_ ="

‘ 1+2-0
40 _1+2-m ,  1+2-n

Tt et T1x2om

5°  Komutativnost vazi jer je u pitanju mnozenje racionalnih brojeva.

(S,-) je komutativna grupa.
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Resenje 87

Lo [ Al ] fs] fa
Nl fe|fs]fa
P Vhalfolfi|falfs
sl fs | fa|l i| fo
Jall fal fs| o | N

2° Asocijativnost vazi jer je u pitanju mnozenje preslikavanja.

3 e=fi

4 fi=h, f5="0, fi=1Ff fi=h

5° Iz tablice neposredno sledi komutativnost operacije o.
(So) je komutativna grupa.

Resenje 88

1° z,y € {a,b} = zxy € {a,b}.

S oo o Q||| 8

H T*Y ‘ Y *z \ (x*y)* 2z \ x* (y*2) ‘

<

20

z
a
b
a
b
a
b
a
b

SRS QL
IsERsEE Rl Rl Rl e
QISR RS
eSS oe
eSS oe

3° e=a

4° ad' =a, bV =0

(o ]y[zxy[ysa]
a | a a a
5° alb b b
blal b b
b|b a a
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({a,b}, *) je komutativna grupa.
ResSenje 89

1° zyye{T, L} =aoAye{T, L}

’x ‘ Y ‘ z Hx/\y‘y/\z‘(x/\y)/\z‘x/\(y/\z)‘
T T|T T T T T
T T /| L T 1 1 1
T LT 1 1 L 1
2° T L | L 1 1 1 €L
LT T 1 T 1 L
1| T L 1 1 1 L
L LT 1 1 1 L
I N 1 1 1 1
3 e=T

cANT=TAzxz==zx
r=x=2x

£ dAL=1nd=1#T

Element x = | nema inverzni element.

la [y lany[yne]
T T T T
5° T L L 1
11T 1L 1
1| L i iR

({T,L}, A) je komutativna polugrupa sa jedinicom.

Resenje 90 ({T,L}, V) je komutativna polugrupa sa jedinicom.
Resenje 91

1° (z,y), (u,v) € ZxQ = (x+u, 2"y+v) € ZxQ

2° ((a,b) x (c,d)) * (e, f) = (a+¢c, 2°b+d) * (e, f)
=(a+c+e, 2°(2°b+d) + f)
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=(a+c+e, 27+ 2°d + f)
(a,0) = ((c,d) * (e, f)) = (a,b) * (c+ e, 2°d+ [)
= (a+c+e207¢ +2¢d + f)
3% (e1,€2) =(0,0), (z,y)*(0,0) =(0,0) * (z,y) = (z,y)
42 (2,y) = (-z,-27")
57 (@,y) * (u,v) = (z +u, 2" +v)
(u,v) * (z,y) = (u+ x,2%v 4+ y)
(Z x Q,*) je grupa.

ResSenje 92

1° z=| " 201 , Y= az 2b ;a1 +b1v2 >0, ag +bavV2 >0
b1 al bg as

aias + 2b1b2 2a1b2 + 2a2b1 _ aias + 2b1b2 2(@1[)2 + agbl)
azb1 +aiba  2b1ba + aras a1ba + asbr  araz + 2b1bo

arag + 2b1bg + (a1be + agb1)V2 = a1(az + bav/2) + b1v/2(az + bav/2)
= (a1 + b1v2)(ag + bav/2) > 0

2°  Mmnozenje matrica je asocijativno.

3° 62[1 2’0165, 140v2=1>0

0 1
a —2b
40 T = [ Z Zb ‘| , 33, — CL2 :b2b2 CL2 —a2b2
a2 —2b2 a2 —2bh?
a + —b Vo — a— b2 B 1 50
a2 =202 a2 —202" " (a—bV2)(a+bvV2) a+bv2

50 a1 2b; | a2 2bs | ara2 + 2b1bo  2a1by + 2a9b1
b a; by as | | asby +aibe  2b1by + ajaz
a9 2b2 . aq 2b1 i ajas + 2()1[)2 2a2b1 + 2a1b2
by as by a1 | | aiba+agby  2b1by + ayaz
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(S,-) je komutativna grupa.

U zadacima (93 — 94) ispituju se svojstva algebarskih struktura sa dve
operacije i to:

1) U tackama (1° — 5°) svojstva prve operacije redom: grupoidnost, aso-
cijativnost, postojanje neutralnog elementa, postojanje inverznog ele-
menta i komutativnost.

2) U tacki 6° se ispituje distributivnost druge operacije prema prvoj.

3) U tackama (7°—11°) se ispituju svojstva druge operacije istim redom kao
svojstva prve operacije u tackama (1° — 5°).

Resenje 93
1° zeZ NyeZ=z+y+1ec”
2° (zry)xz=(@+y+D*rz=0+y+2z+2
xx(y*xz)=zcx(y+z+1)=x4+y+2z+2
3° xxe=exxr==x
r+et+l=et+ax+1l=2 e=—-1
4° gxax' =x'xx=-1
x4+ +1=2d"4+2+1=-1, 2/ =—-2-2
5 zxy=zx+4+y+l=y+z+l=y=x*zx
6° ze€eZNyeZ—=ayt+ax+yecs
7 (zoyloz=(zyt+rtyloz=(ryt+ar+yz+(@y+r+y) +=
=r+y+ztry+xrz+yz+xyz
zo(yoz)=wo(yz+y+z)=z(yz+y+2)+r+(yz+y+z)
=rx+y+ztry+rz+yz+xyz
8 zoe =¢dox==x
el +r+e =erv+etr=x

(x+1)e =0, =0
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9° xr# -1
zox' =2'ox =0
x4+ =22+ +x=0

x
1 /:_ /:_
(x+1)x x, x P

10° zoy=zxy+x+y=yr+y+ax=yocz

11° zo(y*xz)=zo(y+z+1)=zy+z+1)+x+(y+2+1)
=2z+y+z+14+ay+ao2
(woy)«(woz) = (ay+a+y) (w2 +a +2)
=zy+zr+ytzz+r+z+1
=2z+y+z+1+4+zy+22

(Z,%,0) je polje.

Resenje 94

1° a=z1 +y1V2, b=1z2+y2v2
a+b=(z;+z2)+ (y1 +y2)V2 € S

2° Sabiranje je asocijativno.

3 e=0=0+0v2

4° a=x+yV2, d = —z—yV/2

5° Sabiranje je komutativno.

6° a =1 +y1V2, b=z +y2V/2
a-b=(z122 + 2y192) + (T1Y2 + 21 )V2 € S

7° Mmnozenje je asocijativno.

8 ¢ =1=1+0vV2

1 1
P a=0+1vV2€8, d=—_=-V2¢8
¢ V2 ¢ 0+1v2 2 7

10° Mnozenje je komutativno.

11° Mnozenje je distributivno prema sabiranju.
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POLINOMI

Neka je (C,+,-) polje kompleksnih brojeva. Polinom nad C, u oznaci
P(x) je izraz

P(z) =ag+ a1z + -+ ap_12" ' + apz”,

gde su ag,aq,...,a, iz C i zovu se koeficijenti, pri ¢emu je a, # 0. z je
promenljiva, a broj n € Ny je stepen polinoma. Izrazi ag,a1x,...,a,xz"™ su
¢lanovi polinoma, a medu njima je a,x™ vodeéi ¢lan, dok je ag slobodan ¢lan.
Svaki kompleksni broj, osim nule, je polinom nultog stepena nad poljem C.
U slucaju a9 = a3 = -+ = a, = 0, kazemo da je P,(z) nula-polinom i
smatramo da je neodredenog stepena. Dva polinoma po z su jednaki ako su
im jednaki koeficijenti uz odgovarajuce stepene promenljive x.

Polinom P(z) = ag + a1 + - - - + a,2™ odreduje polinomnu funkciju, tj.
preslikavanje f,, : C — C, definisano na slede¢i nacin: Za svako b € C,

fp(b) =ap+aib+ -+ aybd".

Uobicajeno je da se funkcija f,, oznacava isto kao i polinom, dakle sa P(z).
Uprkos istoj oznaci, polinomna funkcija i polinom su dva razli¢ita pojma,
jer je polinom samo formalni izraz.

Nula (koren) polinoma P(x) je broj o € C za koji vazi P(a) = 0. ReSenje
(koren) algebarske jednacine P(x) = 0 je nula polinoma P(z).

Neka su P(z) i S(x) dati polinomi. Jedinstveni polinomi Q(z) i R(x) za
koje vazi

P(x) = Q(z) - S(x) + R(x)

93
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nazivaju se koli¢nik i ostatak pri deljenju polinoma P(z) polinomom S(x).
Ako za polinome P(z) i S(x) postoji polinom Q(x) takav da je

P(z) = Q(x) - S(x),

kazemo da je polinom P(x) deljiv polinomom S(z) (ili da se polinom S(x)
sadrzi u polinomu P(z)).
Svaki polinom stepena n ima tac¢no n nula u skupu kompleksnih brojeva;
pri tome se svaka nula broji onoliko puta kolika je njena viSestrukost.
Bezuova teorema: Ostatak pri deljenju polinoma P, (x) polinomom x —x;
je Pp(x1), tj. postoji polinom @Q,_1(z) tako da je

P,(z) = (x — 21)Qn-1(x) + Py(x1).

Ako je x1 nula polinoma P, (x), onda postoji polinom @Q,,—1(x) tako da je
Pp(z) = (2 — 21)Qn-1().
Ako su z1,z9,...,z, nule polinoma P,(x), onda je
P.(z) = ap(x —x1)(x — 22) -+ ( — p).

Neka je dat polinom P(z) = apx™ + -+ 4+ a1z + ap. Ako je w € C nula
tog polinoma, onda je i w takode njegova nula.
Neka je P(z) = apx™ 4 -+ + a1z + ap polinom sa celobrojnim koefici-

jentima. Ako je z = P yoren polinoma, gde su p i ¢ uzajamno prosti celi

brojevi i pg # 0, onda?e plapiq|an.

Polinom W je najveéi zajednicki delilac polinoma U i V' (u oznaci W =
NZD(U,V))ako W |U, W |V iakoiz P|U, P |V sledi P|W.

Neka su dati polinomi U i V (U # 0,V # 0). NZD(U,V) postoji i
moze se odrediti sa ta¢noS¢u do multiplikativne konstante, tj. ako je W =
NZD(U,V), tada je W = NZD(U,V) ako i samo ako je W = aW za neko
a€ R, a#0.

Euklidov algoritam za odredivanje NZD(U,V):

U = V-1 + R
Vv = Ri-Q2 + R
+ Rj3

Ry = Ry-Q3

Riw = Ri-Qiy1 + Ripx
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Ponavljanjem postupka dolazimo do nekog k za koje je Ri4+1 = 0 ili stepen
Ry, je nula. Dakle, dolazi se do Ri_1 = Ry - Q1. Tada je

Ry, =NZD(U,V).
Hornerov algoritam: Neka je
P=apz" +az" ' 4+ +a, (ag#0).

Tada je, za a € R:
P=Q(zx—a)+R,

gde je
Q="box" "+ bz P+ by,

pri cemu je

bO = ap,
bey1 = a-bp+apgr, (k=0,...,n—2)
R = a-by_1+ ay.

Hornerov postupak se moze zapisati u obliku Seme:

laflao| a a2 || wn [ o
ap | abg+a1 | aby+ag | -+ | abg +agy1 | o0 | abp—1 + ay
bo by by . ber1 . R

Vigetove formule: Neka je dat polinom
Px)=ay+a1x+---+ ap12""t + apz”

¢iji su koreni x1, xo,...,x,. Tada je

An—1
T+ T2+ Ty = — )
Gnp,

Ap—2
T1-To+ 21 T3+ +Tp1 Ty = P
n
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kOn—k
Ty X2 Tt Tpgt 1 Tn—kg2 T = (—1) o
n

a
Ty Xy Ty = (—1)"—0.
an

6.1 Zadaci

Zadatak 95 Odrediti realne brojeve a,b i ¢ tako da polinomi
A(z) =122 — 402% + 27z — 5 i B(z) = (32 — 1)(az® + bz + ¢
budu jednaks.
Zadatak 96 Dat je polinom
P(z) = 223 — 4ma® + mz — 2m.
Odrediti parametar m tako da polinom P(x) bude deljiv sa x — 2.
Zadatak 97 Dat je polinom
P(x) = 22 — 4ma® + mx — 2m.

Odrediti parametar m tako da ostatak pri deljenju polinoma P(x) sa x — 1
bude jednak 7.

Naéi koli¢nik i ostatak pri deljenju polinoma A(z) polinomom B(x) (98
- 103).
Zadatak 98 A(z) = 62% — 13z, B(x) =22 —3
Zadatak 99 A(z) =12°+22° B(z)=2’+2+1
Zadatak 100 A(z) =22 +2x -7, B(x) =22 -22+7

Zadatak 101 A(x)=x2+3, B(z) =2?> -z +11
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1 1
Zadatak 102 A(z) = 22 + 6% B(x)=x+ 3

Zadatak 103 A(x) = 8x* — 1023 + 1522 + 132 — 2, B(x) =222 — 32 +5
Zadatak 104  Ako polinom P(x) pri deljenju sa x — 1 daje ostatak 3, a
pri deljenju sa x4+ 1 daje ostatak 1, naéi ostatak pri deljenju polinoma P(x)
sa x? — 1.

Zadatak 105 Ako polinom P(x) pri deljenju sa x — 1 daje ostatak 3, a

pri deljenju sa x — 2 ostatak 4, naéi ostatak pri deljenju polinomom P(x) sa
(z—1)(x—2).

Nadi ostatak pri deljenju polinoma P(x) polinomom Q(x) ako je (106 -
107):
Zadatak 106 P(z) = 2% — 22 —1, Q(x) =22 -3z +2

Zadatak 107 P(z) =2' - 32% +1, Q(z) = 2% — 4z +3

Koristeéi Bezuovu teoremu rastaviti na ¢inioce polinom P(z) (108 - 113).
Zadatak 108 z° + 927 + 23z + 15
Zadatak 109 2% — 223 — 322 + 42 +4
Zadatak 110 z* — 23 +22%2 +2 -3
Zadatak 111 23 — 192 + 30
Zadatak 112 23 + 922 + 11z — 21
Zadatak 113 2723 — 4522 + 24z — 4

Zadatak 114  Za koje vrednosti parametara m i n je polinom P(x) =
224 — 23 + 2% + ma 4+ n deljiv polinomom Q(z) = x% — 3z + 27

Zadatak 115 Dat je polinom P(z) = 2® — 2% + x. Izracunati P(1 + 2i).
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Zadatak 116 Polinom
P(z) =2 -3 +4z +1
1zraziti kao polinom po promenljivo; = — 1.
Odrediti najveéi zajednicki delilac (N Z D) za polinome P(z) i Q(z) uko-
liko je (117 - 118):

Zadatak 117 P(z) =2+ 2% — 23 -322 - 30— 1 i Q(v) = z* — 223 —
2?2 -2z +1

Zadatak 118 P(z)=a*+2° 322 —4zx -1 i Q(z)=2>+22 -2 -1
Resiti jednac¢inu (119 - 123).

Zadatak 119 z*+ 23 — 222 +42 24 =0

Zadatak 120 2® — 522 +22+8=0

Zadatak 121 6% + 1923 — 722 — 262 +12 =0

Zadatak 122 3z*+ 112% + 1122 + 552 — 20 =0

Zadatak 123 23+ 22— —1=0

Zadatak 124  Odrediti realne brojeve a i b tako da x1 =141 bude
koren jednacine x* + 223 4+ 322 + ax + b = 0 , a zatim resiti tako dobijenu
jednacinu.

Zadatak 125 Odrediti realne brojeve a i b tako da x1 =1 bude koren
jednacine x* +4x3 +ax?+br+5 = 0 , a zatim resiti tako dobijenu jednacinu.

Zadatak 126 Pokazati da P(x) = 92° — 62* + 2223 — 1622 — 152+ 6 = 0
ima nulu 1 = —i/3 . Odrediti ostale nule polinoma.
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6.2 ResSenja

Resenje 95 A(x) = (3z —1)(422 — 122 +5), pajea=4, b= —12, c=5.
Resenje 96 P(2) =16 —16m =0, m=1

Resenje 97 P(1)=2—-5m =7 m=—1

Resenje 98 Q(x) =3z —2, R(x) = —6

Resenje 99 Q(z) =z+1, R(z) = -2z —1

Resenje 100 Q(x) =1, R(z) =4z — 14

T+ 3

Resenje 102 Q(z) ==z

Resenje 101 Q(x) =0, R(z)
- % ; R(.’E) =z

Resenje 103 Q(z) = 42?4+ —1, R(z) =5z +3
Resenje 104 Imamo da je
Plx)=Q(z)(z —1)(x+1)+ax+b ().

Po Bezuovoj teoremi je P(1) =3, P(—1) = 1. Ako vrednostiz =1ixz = —1
zamenimo u (), dobijamo

3=P()=a+b, 1=P(-1)=—a+b.

Iz poslednjih jednakosti se dobija b = 2, a = 1. Dakle, ostatak pri deljenju
polinoma P(r) sa 22 — 1 je z + 2.

Resenje 105 x + 2

Resenje 106 Uocimo da je Q(z) = (x — 1)(x —2) i da je P(1) = =2 i
P(2) = —1. Trazeni ostatak je x — 3.
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Resenje 107 = —2

Resenje 108 2° +92% + 23z + 15 = (z + 1)(z + 3)(x + 5)
Resenje 109 2% — 223 — 322 + 4z +4 = (v — 2)%(x + 1)?
Resenje 110 P(x) = (v — 1)(z + 1)(z? — 2 + 3)

Resenje 111 P(z) = (x — 2)(x — 3)(x + 5)

Resenje 112 P(z) = (x — 1)(x + 3)(x + 7)

ResSenje 113 P(z) = (3z — 1)(3x — 2)?

Resenje 114 Da bi polinom P(z) bio deljiv polinomom Q(z) = (z—1)(x—2)
potrebno je i dovoljno da bude deljivsaxz —1ix — 2. Iz

sledi m = —26, n = 24.

Resenje 115 Prema Bezuovoj teoremi trazena vrednost jednaka je ostatku
pri deljenju polinoma P(z) binomom z — (1 4 2¢). Primenimo Hornerov
postupak:

121 1 —1 1 0
(142i)—1 = 2| (142i) - 2i+1 = —3+24 (1+2i)(—3+2i) = —7—4i

—_

Prema tome, dobili smo vrednost polinoma P(1 + 2i) = —7 — 4i.
ResSenje 116 P(x)=1-(x —1)3+0-(x —1)?2+1-(x—1)+3

Resenje 117 Primenimo Euklidov algoritam. Ako polinom P(z) podelimo
polinomom Q(z) dobijamo ostatak 2R(z), gde je

R(z) =323+ 22 +z—2.

Sada, zbog jednostavnijeg racuna, delimo polinom 3Q(z) polinomom R(z)

i dobijamo ostatak _gRl (z), gde je Ri(z) = 22 + z + 1. Ukoliko podelimo
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polinom R(zx) polinomom R;(x) dobijamo koli¢nik 3x—2, a ostatak je jednak
nuli. Dakle,
NZD(P,Q) = Ry(z) = 2> + = + 1.

Resenje 118 NZD(P,Q) =x + 1.

ResSenje 119 Prema teoremi o racionalnim nulama polinoma, sva racionalna
resenja date jednacine pripadaju skupu {41, £2, £3, +4, 46, £8, +12, +24}.
Proverom utvrdujemo da su —3 i 2 dva reSenja date jednacine, ¢ime se
dobija

et a3 — 22 fdr — 24 = (. + 3)(z — 2) (2 + 4).
Prema tome resenja date jednacine su

Il = —3, xro = 2, T34 = +21.

Resenje 120 =1 =—1, 20 =2, z3=4

1 -1 13
Resenje 121 =-3 =z =5 T 5
esenje Tl s, X2 9’ X34 3 3
. 1 :
Resenje 122 z; = —4, 29 = 3 T34 = +v/5 i
Resenje 123 z1 =29 =—-1, z3=1

Resenje 124 Kako je 1 = 1 + ¢ koren datog polinoma, to jeixg =1—1
takode njegov koren. Sada je polinom deljiv faktorom

2

(x —x1)(x — 29) = ° — (21 + ®2)x + 122 =22 -2 +2,

pa, kako je

* + 223 4 322 b 1 b—1
x* + 22° 4+ 32° + ax + :x2+4x+9+(a+ 0)z + ( 8)

2 —2x+2 2 —2x+2

)

sledi da je ostatak jednak nuli, tj, e = —10 i b = 18. Do preostalih nula se
lako dolazi i one su x34 = —2 & iv5.

ReSenje 125 a =6, b=4, xo=—1, xt3=—-2—1, x4 = -2+

Resenje 126 Kako je
P(z) = 9(—iv3)® — 6(—iv3)* + 22(—iv/3)? — 16(—iv/3)? — 15(—iv/3) + 6
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—9i-9v3—-6-9+22-3V3+16-3+ 15V3 +6
= (—81V3 +66V3+ 15V3)i — 54 + 48 + 6 = 0,

to —iv/3 jeste nula datog polinoma. Zbog toga je i 2 = iv/3 nula polinoma
P(z), pa je on deljiv faktorom

(x4 iV3)(x —iV3) = 2% + 3.
Kako je
(92° — 62" 4+ 222 — 162% — 152 +6) : (2% + 3) = 92% — 62 — 5z + 2,
preostale tri nule polinoma P(x) jesu nule polinoma
Q(z) = 923 — 62 — bz + 2.

To je polinom sa celobrojnim koeficijentima, pa, ako ima racionalnih nula
oblika 2, onda je p delilac broja 2, a q delilac broja 9. Moguce nule su, prema

1 1 2 2
tome, +1,£2, ig, :|:§, ig, j:§. Neposredno se proverava da je xz = 1 nula

polinoma Q(x), pa je on deljiv binomom x — 1. Lako nalazimo da je Q(x) =

(r —1)(922 + 3z — 2). Sada su x4 i 75 reSenja jednacine 922 + 3z — 2 = 0.
. 1
Odavde je x4 = —3 T5 = 3"



Glava 7

BULOVA ALGEBRA

Bulova algebra

B= (B, -,Vv, ,0,1)

je neprazan skup B na kome su date dve binarne operacije - i V, jedna
unarna operacija ~ i dve konstante 0 i 1, za koje vazi:

(1) z-y=y-a

(2) xVy=yVz

B) z-(yVz)=(z-yV(z 2)

(4) zVv(y-2z)=(xVy) (zV2)

(5) xv0==x

6) z-1=x

(7) z-z=0

(8) zvz=1

(9) 0#1

za sve x,y 1 z iz B.

Za dva tvrdenja, koja se odnose na Bulove algebre, kazemo da su dualna,
ako se jedno iz drugog mogu dobiti zamenom svih pojavljivanja operacije -
operacijom V i obratno, kao i zamenom konstante 0 (gde god se ona pojavi)
konstantom 1 i obratno.

63
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Princip dualnosti: Ako se neko tvrdenje moze izvesti iz aksioma 1 — 9,
onda se i njemu dualno tvrdenje moze izvesti iz tih aksioma.
Osnovne jednakosti u Bulovoj algebri su sledece:

(1) 2-0=0, z2v1=1

z-(xVy) ==z
zV(r-y) ==

(2)

(zakoni apsorpcije)

(3) x-xz==x, xVx=x (idempotentnost)

(4) x'(y'z):(x‘y)'z

TV (V) = (z V) V2 (asocijativnost)

(z-y)=zV

@Vy) =i (De Morganovi zakoni)
zVy) =2-

QL

Bulovi izrazi i polinomi

Bulove izraze mozemo definisati na sledeéi nacin:
(1) Promenljive xz,y, z, ... i konstante 0 i 1 su Bulovi izrazi.

(2) Ako su A i B Bulovi izrazi, onda sui (A4- B), (AV B), =A Bulovi
izrazi.

(3) Bulovi izrazi se mogu dobiti jedino kona¢nom primenom (1) i (2).

Specijalne Bulove izraze - Bulove polinome uvodimo sledeé¢im nizom
definicija. Elementarna konjunkcija je izraz

Al'AQ"'Am

gde suzan € N, Ay, Ao, ..., A, razli¢ite promenljive sa negacijom ili bez
nje. Elementarna disjunkcija je izraz

A1 VA V...V A,,

gde suzan € N, Ay, Ag,..., A, razlicite promenljive sa negacijom ili bez
nje.
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Disjunktivna normalna forma (DNF') je izraz
CivCyV...VvC

u kome su C1,Co,...,Cy (k € N) elementarne konjunkcije. Konjunktivna
normalna forma (K NF) je izraz

Dl'DQ"'Dk,

gde su Dy, Dy, ..., Dy (k € N) elementarne disjunkcije. Elementarna kon-
junkcija (disjunkcija) f sadrzi elementarnu konjunkeiju (disjunkciju) g akko
se sve promenljive i sve negacije promenljivih iz g pojavljuju i u f (g je
podkonjunkcija od f).

Posmatrajmo sada prethodno definisane Bulove polinome u odnosu na
tacno utvrdene promenljive z1,..., x,. Kanonska elementarna konjunkci-
ja (KEK) u odnosu na promenljive z1,..., z, je elementarna konjunkcija
(EK) u kojoj se javlja svaka od tih promenljivih (negirana ili ne). Kanon-
ska elementarna disjunkcija (K ED) u odnosu na promenljive z1,..., x, je
elementarna disjunkcija (ED) u kojoj se javlja svaka od tih promenljivih
(negirana ili ne).

Kanonska disjunktivna normalna forma (K DN F') u odnosu na promen-
ljive x1, ..., =, je DNF u kojoj uc¢estvuju samo razli¢ite K FK u odnosu na
te promenljive. Kanonska konjunktivna normalna forma (K K N F) u odnosu
na promenljive z1,..., x, je KNF u kojoj ucestvuju samo razlicite K ED
u odnosu na iste promenljive.

Disjunkcija svih K FK za promenljive x1,...,z, je 1. Konjunkcija svih
KED za promenljive x1,...,x, je 0.

Ako je x promenljiva i m € {0,1}, onda je

L r, za m=1
’ z, za m=0.

Neka je f(x1,...,zy,) Bulov izraz. Tada je

f(z1,...,2p) = \/ flag,...,on)zit - zpm.

(alr~~7an)€{0,1}n

Prethodno tvrdenje pokazuje da se svaki Bulov izraz moze svesti na KDNF'.
Isto se moze postiéi i na jednostavniji nac¢in. Koriste¢i De Morganove zakone,
distributivnost, apsorpciju i idempotentnost prvo se dobije DN F', a zatim,
koristedi jednakost x V T = 1, ta forma svede na kanonsku.
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Bulove funkcije

Nekaje B = (B, -, V, —, 0, 1) proizvoljna Bulova algebra. Svaka
funkcija B" — B, za n € N, je jedna n-arna operacija na skupu B. Jasno
je da i svaki Bulov izraz f(z1,...,z,) definiSe jednu takvu operaciju

fB(iUl, Ce ,l’n).

Do nje se dolazi direktno interpretiranjem promenljivih x4, ..., z, elemen-
tima skupa B, na koje se onda primenjuju operacije koje u toj Bulovoj algebri
odgovaraju simbolima -, V i ~ . Isti Bulov izraz na razlicitim Bulovim
algebrama odreduje i razli¢ite operacije. Vise Bulovih izraza mogu definisati
istu Bulovu funkciju na Bulovoj algebri B. Kazemo da su ti izrazi jednaki
kao funkcije nad B. Iz jednakosti Bulovih izraza sledi i njihova jednakost
kao funkcija nad proizvoljnom Bulovom algebrom. Neka su f(x1,...,zy) i
g(z1,...,zy,) Buloviizrazi a fp i gg odgovarajué¢e Bulove funkcije na Bulovoj
algebri B. Ako je

fe(z1, ..., xn) = g(z1,...,20),

onda se jednakost
flay,... ) =g(x1, ..., 2p)
moze izvesti iz aksioma.

U slede¢im tablicama navedene su sve unarne i binarne operacije na
skupu {0, 1} - nosa¢u dvoelementne Bulove algebre Bs.

EBEraraarara
0]0]1]1
1[o[1]0]1

|y Al ol fal falfs | fo fol S| fo fro | fuu | fro| fas] fra | fis | fi6 |
ofojofojojofojofojoj1r|1 1 1 1 1 1 1
ofrffjofojojo|ry1f{1j1j0|01]O0 0 1 1 1 1
104 0j0|111]0]0|1]1|]0] O 1 1 0|0 1 1
1{14oj1j01}0|1|]0|1]0] 1 0 1 0 1 0 1

Broj razli¢itih n-arnih operacija na skupu {0, 1} je 22". Funkcija f15 (| ) se
zove Seferova a fg (| ) Lukasijeviceva funkcija.
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Skup funkcija sa jednom i dve promenljive pomocu kojih se mogu izraziti
sve Bulove funkcije nad Bs zovemo funkcionalno kompletan sistem Bulovih
funkcija. Minimalan funkcionalno kompletan sistem Bulovih funkcija zovemo
baza. Baze su:

{93, fo}, {93, fs}: {f1s}, {fo}.

Minimizacija Bulovih funkcija na algebri B,

Postupak nalazenja najjednostavnijeg izraza koji odgovara datoj Bulovoj
funkciji na By zove se minimizacija Bulovih funkcija. Problem razmatramo
u funkcionalno kompletnom sistemu: konjunkcija (f2), disjunkcija (fs), ne-
gacija (g3). Predmet pojednostavljivanja su Bulovi izrazi, a najjednostavnije
oblike trazimo u DN F'. Postupaka minimizacije ima mnogo, a mi ¢emo raz-
motriti samo dva: Metoda Kvajna i Mak Klaskogi Metoda Karnoovih karata.
Postupak Kvajna i Mak Klaskog je primenljiv na funkcije sa proizvoljnim
brojem promenljivih, a njegova mana je nuznost prelaska na KDNF'. Me-
toda Karnoovih karata je jednostavan, slikovit postupak, ali je ograni¢en na
funkcije sa najvise Sest promenljivih.

Ako je F Bulov izraz u DN F', oznacimo sa pr ukupan broj pojavljivanja
promenljivih u F', a sa kg ukupan broj EK u F. Neka su F} i F5 Bulovi
izrazi u DNF'. Izraz F) je jednostavniji od izraza F», ako je pr, < pp, i
kr, < kg, 1 bar jedna nejednakost je striktna.

DNF & je minimalna za Bulov izraz F', ako su @ i F' jednaki i ni jedna
DNF jednostavnija od @ nije jednaka sa F'. EK f je implikanta Bulovog
izraza F', akko je f < F. FEK f je implikanta Bulovog izraza F' ako F ima
vrednost 1 za svaki niz vrednosti promenljivih za koji i f ima vrednost 1, u
proizvoljnoj Bulovoj algebri B.

EK f je prosta implikanta Bulovog izraza F', ako je f implikanta za F
i ni jedna potkonjunkcija od f nema tu osobinu. Svaka minimalna DN F
Bulovog izraza F' je disjunkcija jedne ili vise prostih implikanti tog Bulovog
izraza.

Neka je F Bulov izraz u K DN F u odnosu na promenljive x1,...,Z,, a
f EK c¢ije su promenljive neke od navedenih. Tada je f implikanta izraza F,
akko su sve K EK u odnosu na xy,...,ZT,, koje sadrze f, ukljucene u izraz
F.

Postupak Kvajna © Mak Klaskog za odredivanje svih prostih implikanti
Bulovog izraza F":

(1) Za izraz F odredi se KDNF.
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(2) Urede se po rastuéem broju negacijskih simbola sve K EK te forme.

(3) U dobijenom nizu oznace se sve EK oblika zf i Zf, a niz se prosiri

sa f.
(4) Prethodni postupak se ponavlja na celom nizu, sve dok je to mogucde.

(5) Neoznacene EK, koje preostanu u nizu, su proste implikante izraza

F.

Neka je F' KDNF, a ¢ proizvoljna disjunkcija prostih implikanti izraza
F. Tada je F = & akko svaka FK iz F sadrzi neku konjunkciju iz ®.
Ako neka konjunkcija iz F' ima samo jednu potkonjunkciju ¢ iz skupa svih
prostih implikanti, tada ¢ mora biti ¢lan svake minimalne DNF. Takve
proste implikante su esencijalne.

Pregledan nac¢in odredivanja esencijalnih prostih implikanti i uklanjanja
suvisnih jesu tablice prostih implikanti:

i o f e
¥1 :
2 *
Pk
gde su fi,..., fn elementarne konjunkcije iz F', a ¢1,..., g proste impli-

kante. U tablici se oznacava (x) pripadnost proste implikante ¢ elementarnoj
konjunkciji f iz F'. Analizom tablice zaklju¢ujemo:

(1) Ako se u nekoj koloni nalazi samo jedan znak * , odgovarajuca prosta
implikanta je esencijalna. Pogodno je oznaciti (precrtati) sve K EK u
kojima su esencijalne implikante potkonjunkcije (imaju zvezdice u isto]
vrsti).

(2) Ako kolona « tablice ima * u svim vrstama u kojima i kolona (3,
konjunkcija, koja odgovara koloni o, moze se izostaviti.

(3) Ako u vrsti a zvezdice stoje na svim onim mestima na kojima i
zvezdice u vrsti § 1 pri tom implikanta vrste o ima manje promenljivih
od implikante vrste 3, eliminiSe se vrsta 3, odnosno njena prosta im-
plikanta ne ucestvuje u minimalnoj DN F'.
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Karnoove karte: Metoda Karnoovih karata daje postupak za odredivanje
minimalnih DN F' datog Bulovog izraza, bez prethodnog odredivanja skupa
svih njegovih prostih implikanti. Prikaza¢emo Karnoove karte za Bulove
izraze od dve, tri i Cetiri promenljive.

Kl
8

f(z,y) f(z,y,2)

Yy
xy

zy

f(x7 y? u? 7))

Svakom polju karte odgovara jedna K EK u odnosu na odgovarajuéi broj
promenljivih. Oznacavanjem polja tako se jednostavno moze zadati proiz-
voljna KDNF'.

Polja Karnoove karte, koja (kao kvadrati) imaju zajednicku stranicu,
zovemo susednim. Susednim smatramo i prvo, odnosno poslednje polje svake
vrste (kolone). Za svako oznaceno polje ispita se da li postoji jedinstven mak-
simalan skup od jednog, dva, ¢etiri ili osam oznacenih polja koji ga sadrzi.
Takvi skupovi se obelezavaju zatvorenom linijom i to prvo oni sa manjim
brojem polja. Za preostala oznac¢ena polja odrede se svi maksimalni skupovi
koji ih sadrze. Tako dobijene familije obelezenih skupova polja odreduju
disjunktivne forme, od kojih treba izdvojiti minimalne.
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7.1 Zadaci

U proizvoljnoj Bulovoj algebri vaze jednakosti (127 - 128).

Zadatak 127 z-0=0

Zadatak 128 xVv1=1

Bulov izraz F'(z,y, z) napisatiu KDNF (KKNF') u odnosu na promen-
ljive x,y, z, ako je (129 - 132):

Zadatak 129 F(x,y,z) = T-y V -2

Zadatak 130 F(z,y,z) = (zVy) - (ZVy)- =z

Zadatak 131 F(z,y,z) = (xVy) V z V Tyz

Zadatak 132 F(z,y,z) = x-(yVz) V Z

Zadatak 133 Odrediti Bulovu funkciju koju odreduje Bulov izraz
flay) ==y

na Bulovoj algebri:

a) Ba, b)P({a,b}).

Odrediti KDNF i KKNF za funkcije date tablicama (134 - 135).
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Zadatak 134

01010 1
0101 0
01110 0
0j1]1 1
110]0 0
1101 1
11110 0
11111 0
Zadatak 135
01010 1
0101 1
01110 0
0/1]1 0
1101]0 1
11011 0
11110 1
1711 1

Metodom Kvajna i Mak Klaskog odrediti minimalnu DNF Bulovog
izraza (136 - 149).

Zadatak 136 F(z,y,z) = (zVy) V z V Zyz

Zadatak 137 F(z,y,z) = xzyzVazyVyz

Zadatak 138  F(a,b,c) = abcV abcV abcV abc V abc V abe
Zadatak 139 F(x,y,z,u) = ZyzuV xyzuV xyzuV zyzu V cyzZu

Zadatak 140 F(x,y,z) = zyzV zyzV TyzV zyz
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Zadatak 141 F(x,y,z) = (zyzV7Tyz)- zz
Zadatak 142

F(z,y,u,v) = xyuvV xguvV Tyut V xyuv V Tyuv V xyud

Vo zyuv V xyuv V zyuv V Tyuv V Tyuv
Zadatak 143
F(a,b,c,d) = abcd V abed V abed V abed \ abed V abed V abed \V abed
Zadatak 144

F(z,y,z,u) = xyzuVzyzuV Tyzu\V cyzuV Tyzu V zyzu

Vooxyzu VvV xyzu V Tyzu NV TYZu
Zadatak 145 F(x,y,z) = zyz VTyz
Zadatak 146 F(z,y,z) = zyzZV ZyzV TyzV zyz V Tyz
Zadatak 147  F(x,y,z,t) = xyzt V xyzt vV TyztV Tyzt V Tyzt V Tyzt
Zadatak 148
F(a,b,c,d) = abed \V abed V abed V abéd V abed V abed \ abed V abéd
Zadatak 149 F(z,y,z) = TyzV zyzV zyz VvV zyz V zyz

Pomoéu Karnoovih karata odrediti minimalnu DNF Bulovog izraza
(150 - 162).

Zadatak 150 F(x,y,z) = zyzVazyzV zyz V zyz V Tyz V Tyz V Tyz
Zadatak 151 F(z,y,z) = T VayzVayz
Zadatak 152

F(z,y,u,v) = ZyuvV Tyuv V Tyuv V Tyuv V Tyuv V Tyuv V Tyuv

Vo xzyuv V xyuv V xyuv V zyun



7.1. ZADACI 73

Zadatak 153 F(x,y) = xzyVazyV Ty
Zadatak 154 F(x,y,z) = zyzVZIyzV zyzV Tyz V Iyz
Zadatak 155 F(z,y,z) = zyzZVzyzZV TyzV Tyz
Zadatak 156 F(x,y,z) = zyzVazyzVzyz V Tyz V Tyz
Zadatak 157
F(x,y,u,v) = xyuv V xyuv V xyuv V Tyuv V Tyud V Tyuv V Tyuv V Ty
Zadatak 158  F(z,y,u,v) = zyuV zuvV zgyv V Ty V yuv
Zadatak 159
F(z,y,u,v) = Zyuv V xyuv V zgud V Tyud V zyuv V Tyuo V Tyuv V zyuv

Zadatak 160 F(x,y,z) = zyzVazyzVzyzV zyz VvV Tyz V Tyz V Tyz

Zadatak 161 F(x,y,z) = (xV{g)VzVIyz

Zadatak 162  F(a,b,c,d) = abcV bed V bd V abed
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7.2 ResSenja

Resenje 127

z-0 = (x-0) VO=(z-0) V (z-2)=2-(0V Z)=2x-( V 0)
0

Resenje 128
V1= (zVv]1)l=@xVvVl)(zVvVa)=zV 1-z)=zV (T-1)

Resenje 129
F(z,y,2) = 2yVyz

TV GV iz

zVy
zyVvVy)(zVz)VylxVE)(zVz2)
Tyz V Tyz V Tyz V TYzZ V xyz V TYz V 2z V TYzZ

TyYz VvV xYyz vV TYz v xyz v TYz vV Y2
F(z,y,2) = 7yVyz

VY
(ZVY)V =2z
= (zVyVz)(TVyVZ)

ResSenje 130
Flz,y,z) = (xVy)(zVy)z
= xxzVayzVIziyzVyyz
= xyzVIyz
F(z,y,2) = (xVy)(TVy)z
@RV E(E VY)Y )V (Y (@

(
(
(
(x\/y\/z
(Z
(
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Resenje 131

F(z,y,z2)

F(x,y,2)

Resenje 132

F(x,y,z)

F(z,y,2)

(xVy)VzVIyz

zyV zVIyz

zYy(zVzZ)Vz(xVz)(yVy) VIiygz

Tyz Vxyz vV ayzVaxyz vV xyz vV xyz vV Yz

(@V2)Vy)EvyVve)(zVyVz2)

(

(

(zVvz)(@VyVvz)(ZVyVz)

(
(ZVyVvz)(EVygVz)(TVyVz)(ZVyVz)
(

x(yVz)VZz

xyVzzVz

xy(zVZ)Vaz(yVy) VZzVz)(yVy)
xyz vV xyz vV xyz V xyz vV xyz vV ryz
VTyz V Tyz

zyz vV xyz vV xyz NV xyz NV xyz vV Yz
x(gVz)Vz

(xVZ2)(gVzVz)

TV Zz

(zV2)V(yy)
(xVyVzZ)(zVyVZ2)
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v |y | fB.(7,y)
Resenje 133 a) olo 0
01 0
110 1
1)1 0

b) fxy) =xny', P({a,b}) ={0,{a},{b},{a,b}}

T y | friasy (@, y)

0 0 0

0 {a} 0

0 {b} 0

0 {a,b} 0
{a} 0 {a}
fa} | {a} 0
fa} | {0} {a}
{a} | {a,b} 0
{o} 0 {o}
{or | {a} {o}
{or | {o} 0
{o} | {a,b} 0
{a,b} 0 {a,b}
{a,b} | {a} {o}
{a,b} | {b} {a}
{a,b} | {a,b} 0

Resenje 134

flx,y,2) = ZTyzVIyzVzyz
flz,y,2) = (xvVyVz)(zVyVz)(@VyVz)(zVyVz)(TVyVZ)

Resenje 135

flz,y,2) = ZyzVzyzVayzVaoyz\Vayz
f(,y,2) = (avyVve)(aVvyvz)(@VyVz)

Resenje 136 F(z,y,z) =zyz Vxyz V Tyz V Tyz vV yz V TYZ
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TYz * Yz * z
TYyz * Tz % T
TYz * Tz *
TYyz * Ty *
% * gi *
TYz * Ty *

TZ *

Proste implikante su: z, .

2 |

H TYz ‘ TYz ‘ Tyz ‘ TYz ‘ Tyz ‘ TYZz

T * *
z ® * * *

Proste implikante Z i z su i esencijalne, pa je minimalna DNF":

¢(x,y,2z) =XVz.

Resenje 137 F(z,y,z) =2yz VZyz Vaxyz V xyz V 2yZz

TYz K Yz T
TYyz * rz %
TYyz * Ty *
TYzZ * Ty *
TYz * rz %

H TYz ‘ TYyz ‘ TYZ ‘ TYZ ‘ TYZ ‘

X * * ® *
Yz * ®

d(x,y,2) = Vyz

ResSenje 138 F(a,b,c) = abc V abc V abé \V abé V abc \V abe
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Resenje 139

Resenje 140

abc
abc
abc
abé
abc
abe

B S SR S

ac
ab
ab
be
ac
be

GLAVA 7. BULOVA ALGEBRA

H abc ‘ abc ‘ abe ‘ abe ‘ abc ‘ abc ‘

a ® * *
be * ®
be * ®

#(a,b,c) = aVbcV be

F(z,y,z,u) = ZyzZu V zyzu V zyzu V xyzu V xyzu

yzu
TYZU
wyzu
TYZUu
TYZU

* X X X X

TYU
A
YZU
TZU
TYU

U

| wyzu | zyzu | xyzu | zyzu | xyzu |

®

*

*

*

®

Sy, z,u) = 2TV yZi

F(z,y,z) =xyz V Zyz V xyz V Tyz

Tyz
rYz

xyz

Tyz

xz
Yz
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H Tyz ‘ TYz ‘ TYZ ‘ TYyz ‘

Tz ®
Yz ®
TYZ ®

d(x,y,2) =22V yzVayz

Resenje 141

F(z,y,z) = (xyzV7Tyz)- xz

(xyzV (T VY)-2)- zZ

(xyzV TZV yZ) - xZ

TYzZ NV xTz NV Yz
= Yz
o(z,y,2) = 2z

Resenje 142

TYuv ok Yuv ok Yyu
TYuv % U v * U
TYUL X YU  * Ty
TYuv ok Tyu * xry
Tyuv * TYv *
TYUv ok TYyu ok
TYuv ok TYV *
TYyuv ok Yuv  *
TYUU % TUD Kk
TYyuv ok TYv *
TYuv * TYv *

Tyu  *

Tyu *

yuv

Tuv
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Proste implikante su: guv, Tuv, yu, Tu, Ty, Ty.

H TYUv ‘a‘:yuv‘ :):guv‘ TYUv ‘:Ji"yuﬁ‘ :):ﬂm_)‘ :rgjﬂv‘ :Eyﬂv‘ wyﬂ@‘ :Tcym_}‘ igja@‘
Tu * *
yu *
Ty * * ® *

Ty * * ® *

TUuv * *

Yyuv * *

Esencijalne implikante su: Zy, xy.

H TYuv ‘ TYyuv
U *
Yyu *
TUv
yuv *

o1(z,y,u,v) =Ty Vay V xu V Tu
oo(z,y,u,v) =Ty Vxy vV xu V yuv
¢3(x,y,u,v) =Ty V xy VvV yu V Tuv
oa(z,y,u,v) =Ty VgV yu V yuo

Resenje 143

abed  * abd x bd
abed acd

abed bed  *

abed  * abe

abéd bed  *

abed abc

abed  * abd

abed
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Proste implikante su: abéd, acd, abé, abe, bd.

H abed ‘ abed ‘ abed ‘ abed ‘ abéd ‘ dbccﬂ abed ‘ abed ‘

bd * * * ®
acd * ®
abe * ®
abc * ®
abed ®

#(a,b,c,d) = bd \V acd \V abé \V abe v abed

Resenje 144

TYZU  * TYz * Tz
TYZU * TZU % Yz
TYZU  * Yzu  * Ty
TYyzu * Trzu % Ty
TYZU * YzU  *
TYzZu * TYz ok
TYzu * TyYu *
TYzu * TYyz *
TYzu * TYu ok
TYZU * TYu *

TYZ ok

Tyu *

TYz *

Proste implikante su: zz, yz, zy, Ty.

H WH Ty ‘ xgjzu‘ :Eyzu‘ xgjzﬂ‘ x@éu‘ jyzﬂ‘ a’:yéu‘ iyéa‘ xgjéﬂ‘
xz * *
Yz * *

xry * * ® *
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Esencijalne implikante su: zy, Ty.

by (z,y,z,u) =2y V Ty Vaz
¢2(x7y7zau) = .’L'g \ jy \ Yz

Resenje 145

F(z,y,z) = zyzVTyz

xyzV (TV §)z

zyzVITzZV Yz
xyzVzzZ(yVy)Vyz(z V)

zyz NV ITyz v xyy Vv ryz vV ryz
= xyzVzxyzVzyzVvzyz

ryz yz
TYz * Tz
TYZ
TYz

Tz ®
Yz ® *
TYZ ®

o(x,y,2) =22V Yz Vv xyz

Resenje 146

TYZ Yz
TYz * Tz
TYyz * xy
gz *
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| wyz | apz | zyz | 2yz | 2z |

Tz ®

Yz ® *

Yy * ®
TYZ ®

d(x,y,z) =22V yzVIyVazyz

Resenje 147

TYzt * TZt  * zt
TYZt * yzt *
Tyzt * gzt *
TYzt * Tzt *
zyzt x Tyt

| wyzt | zyzt | zyzt | zyzt | zyzt | zyzt |
zt ® * *
Tyt ®
TyZz * ®

o(x,y,z,t) =zt V Iyt V Tyz

Resenje 148

abed  * abd x bd
abed acd

abed bed  *
abed  * abe

abéd bed
abed abc

abed *  abd x
abed *  aed
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H abed ‘ abed ‘ abed ‘ abed ‘ abécﬂ abed ‘ abed ‘ abed ‘

bd

*

*

*

*

acd

*

®

abe

abc

acd

ResSenje 149

¢(a,b,c,d) = acd \V abé V abc V acd

TYz
gz
TYz
TyZz
TYz

* X X K X

xz
Yz
xy

H TYZ ‘ TYz ‘ TYyz ‘ TYZ ‘ TYZ ‘

Tz

*

*

yz

*

ry

zy

¢1(x7y7 Z) = a;gj\/fy\/mz
G2(x,y,2) =2y V TY V yz
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Resenje 150

Resenje 151

Resenje 152

-

$1(z,y,u,v) =2f V Ty V ju V G

85
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uv uv uv uv

uv uv uv uv

d3(x,y,u,v) =2y V Ty V Tu V T

uv uv uv uv

¢4($,y7u,’v):xﬂ V zy V Tu V yv
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Resenje 153

Resenje 154

ResSenje 155

I

d(r,y,2) =2 V Ty

Yyz

(o
-

¢>(m,y,z):xz V yz V Tyz
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Resenje 156
Yyz Yz Yz Uz

[ o
=

¢1(x7yaz):$@7 V 2y V xZ

yz yz yz Uz
AlED
@it

x

oz, y,2) =2y V Ty V yz

ResSenje 157

UV uv Uv UY
Ty > * *
xy
e (* )
Ty * X

o1(z,y,u,v) =yu V axyv V Tyu V TYo
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Resenje 158

Resenje 159

uv uv uv Uv

xy> \ f

s[> |+ |

oD

do(z,y,u,v) =yu V xyv V Tyu V Tuv
_w uv Uv gu

LGNS

Ty /j>// \\<i\

o

o(x,y,u,v) =xv V zyu V Tyu

Uv uv v i

afj | EnEn

o(x,y,u,v) =Tyu V Tuv V zyu V zud

89
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Resenje 160 _ __

-

ResSenje 161

F(z,y,2z) = (xVy) V z V 2yz = Ty V z V Tyz

\ s
%

ResSenje 162 _ _

cd cd cd cd
ab ’ « * *
ab m
ab U
ab * *

¢1(a,b,c,d) =bd V bed V abe
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91

cd cd cd cd
% K *
L—
*
NG
k *

$1(a,b,c,d) =bd V bed V acd
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Glava 8

RASPLINUTE (FUZZY)
STRUKTURE

Pokazalo se da klasi¢ne matematicke discipline, kojima je u osnovi teorija
skupova i dvovalentna logika, ne mogu na zadovoljavajuéi na¢in da posluze za
razmatranje sistema baziranih na ljudskom ponasanju. U takvim sistemima
nije uvek jasna pripadnost elemenata skupu sa odredenim svojstvom. Zato
je L.A. Zadeh 1965. godine uveo rasplinute skupove (fuzzy sets), prosirivsi
pojam pripadanja na stepen pripadanja elemenata kolekciji.

U klasi¢noj matematici pojam karakteristi¢ne funkcije je u tesnoj vezi sa
pojmom podskupa: Ako je A neprazan skup i B C A, onda je ta funkcija
kp: A— {0,1} data sa

k() = 1, zaz€e B
B =90, zaz¢ B (tj. z € A\ B).

Izmedu svih podskupova datog skupa A i svih karakteristi¢nih funkcija na
skupu A (k :— {0, 1}) postoji bijekcija: funkeciji k odgovara B C A, takav
da z € B akko je k(x) = 1.

Mreza je parcijalno ureden skup

L=(L<)

u kome svaki dvoelementni podskup {p, ¢} ima infimum (inf{p, ¢}) i supre-
mum (sup{p,q}). Na mrezi L se definiSu dve binarne operacije A i V: Za
pq €L,

pAq:=inf{p,q} ipVq:=sup{p,q}.
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Nula (0) i jedinica (1) su po definiciji najmanji i najveéi elementi u mrezi
ako postoje.

Neka A neprazan skup i £ = (L, <) proizvoljna mreza sa nulom i jedini-
com. Svako preslikavanje

A:A— L

je jedan rasplinuti skup na A. Skup A je univerzum za A. Za a € A, A(a)
je stepen pripadanja elementa a rasplinutom skupu A.

Rasplinuti skup identifikovan je sa preslikavanjem - uopStenjem karak-
teristicne funkcije. Ako je L = {0, 1}, rasplinuti skup je upravo jedna karak-
teristicna funkcija. Neka su dati neprazan skup S i mreza L. Za rasplinute
skupove A,B : S — L kazemo da su jednaki (A = B), ako su jednaki
kao funkcije, tj. akko vazi: Za svako z € S, A(z) = B(x). Kolekciju svih
rasplinutih skupova na S zovemo rasplinutim partitivnim skupom skupa S
(u odnosu na datu mrezu) i oznacavamo sa P(S). Dakle,

P(S):={X|X:S — L}.

Akosu Ai B rasplinuti skupovi na S, tj. A B:S — L, kazemo da je A
rasplinuti podskup od B, u oznaci A C B, akko je za svako x € S, A(z) <
B(x) (u smislu poretka na mrezi L). Ako su A i B rasplinuti skupovi na S,
tj. A,B:S — L,ondaje ANB:S — L (presek), pri ¢emu je za svako x
iz S
AN B (x) := A(z) A B(z).
Sli¢cno, AU B : S — L (unija),
AUB (x) := A(z) V B(z).
Ako je L =0, 1], odgovarajuée mrezne operacije imaju slede¢i oblik:
AN B (x) = min{A(x), B(x)}
AU B (x) = max{A(z), B(z)}.

Unarna operacija, koja odgovara skupovnom komplementu, zavisi od izbora
mreze L. Ako je L = [0,1], komplement se definise na sledeéi nacin: Za
A:S—0,1],

A2 S —0,1], Al(x) =1 — A(x)
za sve x € S. Neka je dat skup S # ) i proizvoljna mreza £ = (L, <) sa
nulom i jedinicom. Svaki podskup p direktnog stepena S™ (n € N, n > 1)
je jedna n-arna rasplinuta relacija na S. Dakle,

p:S" — L.
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8.1 Zadaci

Zadatak 163 Dat je skup A = {a,b,c,d,e} i njegovi podskupovi: B =
{c,e}, C ={a,d,e} i 0. Odrediti odgovarajuce karakteristicne funkcije.

Zadatak 164 Dat je skup A ={a,b,c,d,e, f} i karakteristicne funkcije

_ b c¢c d e f _[a b c d e
KB_( 11010>’KC_<11101 )

Odrediti odgovarajuée podskupove.

o 2
—

Zadatak 165 Dat je skup A ={a,b,c,d,e, f} i karakteristicne funkcije

_ b ¢ d e f [ a
KB_( 11010>’KC_<0 )

Odrediti: KN Ko, KpUKe i Kp.

o9
—_
S0
—
[enlq\)
—

Zadatak 166 Neka je S = {a,b,c,d} i neka je « troelementni lanac

1

1
2

0

Nawvesti tri rasplinuta skupa na S.
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Zadatak 167 Neka je dat skup S = {x,y,z} i neka je data mreza

a:pOQ

0

Navesti tri rasplinuta skupa na S.

Zadatak 168 Neka je dat skup S = {a,b} i neka je data mreza

a:qu

0

Odrediti rasplinuti partitivns skup skupa S.

Zadatak 169 Neka je dat skup S = {a,b,c,d}, mreza o kao u zadatku
(168) i rasplinuti skupovi

d

q

- a b c d a b ¢
A_<01pp>’B_<10p

Odrediti ANB i AU B.

Zadatak 170 Ako je S = {a,b,c}, L =10,1],

- a b c _ a b ¢
A_<O,2 0,7 O,l)’B_<0,3 0,5 O>'
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Odrediti ANB i AUB.

Zadatak 171 Ako je S = {a,b,c,d,e}, a=([0,1],<) i

a b ¢ d e
A_<O,5 0,3 1 0 0,2)’

odrediti A’.

Zadatak 172  Neka je dat skup S = {a,b,c,d} i mreza a kao u zadatku
(168). Navesti primer binarne rasplinute relacije na S.
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8.2 ResSenja

Resenje 163

Kp

<

a
0

ResSenje 164

Resenje 165

KpnNKg

KpUK¢

(o
|
(o
(
-

Resenje 166

|

Resenje 167

X

a b
10

| =0

a={y

B =

GLAVA 8. RASPLINUTE (FUZZY) STRUKTURE

b ¢ d e K_abcde
0o1o01) “““\l1o0011)
a b ¢ d e
Kﬂ_(ooooo)
{b’ C? 6}7 C = {a? b? C’ e? f}'

c d e f
0/\01/\11/\00/\11/\00/\1
a b c e f
010 0 0

c d e f
0V 01\/11\/00\/11\/00\/1
a b c d e f
01 1111
a b cde f\ [abcdef
011010/ (100101
d a b ¢ d

_ a b ¢ d -
1>’B:<1 10 1)’02(1 o L 1)
2 2 2
z = [z y =z = [z y =z
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EDGDG e E G
o)) o)) (en)
GGG

ResSenje 169

wo = (Gr)n(ie )
:<0/\11/\Op/c\pp;i\q>:<88;g>
e = (51 )U(‘JS )
(o )

c
p
c d
0v1 1\/0 pVp pV
Resenje 170

- = a b ¢ - = a b c
AﬂB_(O,Q 0,5 0)’ AUB_(O,B 0,7 0,1)

ResSenje 171

i - a b c d e
N 1-0,5 1-0,3 1-1 1-0 1-0,2

_ a b ¢ d e
o 0,5 0,7 0 1 0,8



100 GLAVA 8. RASPLINUTE (FUZZY) STRUKTURE

Resenje 172

(o alb] (o2 alb]
a ||pl|1} a |l l]p
b ||q]|0 b |pl0




Glava 9

DETERMINANTE

Permutacija nepraznog skupa A je svaka bijekcija 7 : A — A. Posma-
tracemo permutacije konaénog skupa {1,2,...,n}, pri ¢emu ¢emo umesto

1 2 ... n
m(1) w(2) .- w(n)
m()7(2)...7(n).
Skup svih permutacija skupa {1,2,...,n} ¢emo oznaciti sa S,. Par
(m(i),7(j)) elemenata permutacije m € Sy, obrazuje inverziju ako je (w(i) >

m(j)) za i < j. Permutacija je parna, odnosno neparna, ako je broj inverzija
u permutaciji paran, odnosno neparan. Sema kompleksnih brojeva

pisati

aiy a2 - Qip
azr a2 -+ A2p
anl Aap2 - dpn

naziva se matrica tipa n x n ili kvadratna matrica.
Determinanta matrice A je broj detA = |A| koji se definiSe izrazom

detA = Z (—1)mv Fahr(l)a%r(Q) © " Gnp(n)

WGSH
i oznacava sa
ail a2 -+ Gl
as1 G2 -+ Q2p
detA =
anpl Aap2 - QAapn

101
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gde je sa inv m oznacen ukupan broj inverzija u permutaciji m € S,,.

Elementi a;1,a49,...,ain; ¢ = 1,2,...,n obrazuju i-tu vrstu, a elementi
aij,a2j,...,0n5; j = 1,2,...,n obrazuju j-tu kolonu. Elementi a1, asz, ...,
ann obrazuju glavnu dijagonalu, a elementi a1, an—12,. .., a1, sporednu. Za
determinantu matrice tipa n x n kaze se da je reda n.

Vaznije osobine determinanti su:

1. Determinanta ne menja vrednost ako se vrste redom zamene kolonoma.
2. Ako dve vrste (kolone) zamene mesta, determinanta menja znak.

3. Ako su elementi jedne vrste (kolone) proporcionalni sa odgovarajué¢im
elementima druge vrste (kolone), determinanta je jednaka nuli; speci-
jalno: Ako su u determinanti dve vrste ili kolone jednake, vrednost
determinante je nula.

4. Ako su svi elementi jedne vrste ili kolone jednaki nuli, determinanta je
jednaka nuli.

5. Determinanta se mnozi brojem tako Sto se svaki element jedne i samo
jedne vrste (kolone) pomnozi tim brojem.

6. Vrednost determinante se ne menja ako se elementima jedne vrste (kolone)
dodaju odgovarajuéi elementi neke druge vrste (kolone) pomnozeni
istim brojem.

7. Ako su svi elementi i-te vrste determinante predstavljeni u obliku a;; =
bj+¢; (j =1,2,...,n), onda je determinanta jednaka zbiru dve de-
terminante kod kojih su vrste u obe, osim i-te, jednake vrstama date
determinante, a i-ta vrsta jedne determinante jednaka je by, bo, ..., b,
a druge c1,co,...,Cp.

Neka je data determinanta detA = |a;j|nxn. Ako se u njoj izostave i-ta
vrsta i j-ta kolona, dobija se determinanta M;; reda n — 1, koja se zove
minor elementa a;;. Ako je M;; minor elementa a;;, onda je determinanta
A = (—1)i+jMij kofaktor elementa a;;.

Neka je |A| = |aij|lnxn determinanta reda n. Ako su A;i, Asjo, ..., Ain
kofaktori elemenata i-te vrste, a Ayj, Agj, ..., Ap; kofaktori elemenata j-te
kolone, 1 < i< n,1 <j <n,onda je

n n
‘A’ = Zaiinj = ZCLUAZJ
j=1 =1
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9.1 Zadaci

Izracunati determinantu (173 - 187).

2 -3
Zadatak 173 4 1 ‘
Zadatak 174 Ty -y

r—1Y T+
Zadatak 175 s%n @ cosa

sinf cospf
Zadatak 176 | <% tosina 1 .

1 cosa — i sin o

2 1 3
Zadatak 177 |5 3 2

1 4 3

3 4 =5
Zadatak 178 8 7 =2

2 1 8

1 1 3 4

2 0 0 8
Zadatak 179 300 2

4 4 7 5

3 1 2 3

4 -1 2 4
Zadatak 180 1 -1 1 1

4 -1 1 5

7 2 1 3 4

1 0 2 0 3
Zadatak 181 3 0 4 07

6 3 2 4 5

51 2 2 3
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-2 5 0 -1 3
1 0 3 7T =2
Zadatak 182 3 -1 0 5 =5
2 6 —4 1 2
0 -3 -1 2 3
2
z oz
Zadatak 183 | 22 1 2z |, gdejez=—=+ z\gg
z 221
a b ¢
Zadatak 184 b ¢ a
a b
a+x x x
Zadatak 185 T b+x T
T T c+x
14+a 1 1 1
1 1+0b 1 1
Zadatak 186 1 1 14e 1
1 1 1 14+d
a b c d
Zadatak 187 a —b —c —d
a b —c —d
a b c —d
Dokazati jednakost (213 — 216).
1 a be
Zadatak 188 |1 b ca |=(b—c)(b—a)(a—rc)
1 ¢ ab
1 a a?
Zadatak 189 |1 b b |=(b—a)(c—a)(c—1b)
1 2
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ar a®+12% 1
Zadatak 190 | ay a’+y?> 1 |=a(z—y)(z—2)(z—v)
az a®>+2* 1

Zadatak 191 =a(b—a)(c—0b)(d—c)

QL 2R
SRS VNS SRS
0o 0 o
QL o o

Resiti jednac¢inu (192 - 194).
r—3 z+2 x-—1

Zadatak 192 r+2 xz—4 T =0
r—1 z+4 -5

1 3
Zadatak 193 1 5 -1]=0
1 =z

1 1 2 3
1 2—22 2 3
Zadatak 194 9 3 1 5 =0
2 3 1 9— g2
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9.2 ResSenja

Resenje

Resenje

ResSenje

Resenje
ResSenje
ResSenje
ResSenje
ResSenje
ResSenje
ResSenje
ResSenje

1

2,2

z
ResSenje
ResSenje
ResSenje

ResSenje

ResSenje

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

—_

184

185

186

187

188

14
4y

sina cosa

. =sinacos 8 — cosasin 3 = sin(a —
sin3 cosf B g ( A

40
—68

100

3abc —a® — b3 — 3

(ab + bc + ca)x + abc

abed + abd + acd + bed + abe

—8abed
1 a be 1 a be
1 b cal|l=|0 b—a ca—bc|= b:a :Zgb:ag
1 ab 0 c—a ab—bc c-a c-a
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1 —c

=(b—-a)(c—a) 1 —b

=(b-c)b—a)(a—rc)

r—3 z+2 -1
Resenje 192 z+2 -4 x =0
r—1 x+4 -5

Dodavanjem elemenata druge i trece kolone odgovarajuéim elementima prve
kolone dobijamo:

3r—2 x+2 x-—1 1 z2+2 -1
3r—2 z—4 zx |=0, Bz—-2)|1 z—4 =z |=0,
3r—2 x+4 x—5 1 z2+4 -5

1 z+2 -1 6 1
(3z—-2)| 0 —6 1[=0 (3z-2) 5 _4’:0,
0 2 -4
3:—-2=0 2
T —2= T ==
’ 3
Resenje 193 x1 =1, 29 =3
Resenje 194
1 1 2 3 1 1 2 3
1 2-2>2 3 | 0 1—-22 0 0 0
2 3 1 5 v 2 3 1 5 o
2 3 1 9—2a? 0 0 0 4— 22
1 2 3 L 9
1-2*)2 1 5 |=0, (1-2%)4-2? 5 1]=0
0 0 4—2a2
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Glava 10

MATRICE

Matrica tipa m X n je pravougaona Sema brojeva

ail a2 ain
a1 Q22 a2n
A= .
aml Am2 *° Omnp
Elementi a;1,a2,...,a;, obrazuju i-tu vrstu, a elementi aij,asgj,...,am;

obrazuju j-tu kolonu (i =1,2,...,m; j =1,2,...,n).

Ako je m = n matricu zovemo kvadratna. Matricu A oznacavamo sa
[@ijlmxn. Dve matrice su jednake ako su istog tipa i odgovarajuci elementi
su im jednaki. Matrica ¢iji su svi elementi 0 naziva se nula matrica i oznacava
sa 0. Kvadratna matrica reda n, kod koje je a11 = ag2 = --- = anp = 1, a
svi ostali elementi jednaki 0, naziva se jedini¢na matrica reda n i oznacava
sa I, odnosno I.

Zbir matrica A = [aijlmxn 1 B = [bijlmxn, U oznaci A + B, je matrica
C= [Cij]mxn za koju je ¢;j = a;; + byj (i=1,2,...,m; 7=1,2,...,n). Ako
su A, B,C i O matrice istog tipa, onda je:

(i) A+B=DB+A,
(ii) (A+B)+C=A+(B+0),
(iii) A+0=A.

Proizvod skalara (broja) A i matrice A = [a;jlmxn je matrica B =
[bi]’]an, gde je bij = )\aij (Z = 1,2,...,m; ] = 1,2,...,’/2). Neka su A
i B matrice istog tipa i neka su « i 8 brojevi. Tada vaze jednakosti:

109
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(i) a(A+B)=aA+aB,
(1) (a+B)A=aA+ BA,

(iii) (aB)A = a(BA),

(iv) 1A =A,

(v) 2A=A+A 3A=A+A+A,. ..

Matrica —A definisana je sa —A = (—1)A. Neka su A i B matrice istog
tipa. Razlika matrica A i B, u oznaci A — B se definige na sledeéi naéin:

A—B:=A+(-1)B.

Proizvod A- B matrica A i B definiSe se kada je broj kolona prve matrice
jednak broju vrsta druge matrice. Ako je A = [aijlmxk 1 B = [bijlkxn,
onda je

k
A-B :=[cijlmxn, gdeje ¢y =Y ais- by
s=1

(i=1,2,...,m; j =1,2,...,n). Ako navedeni proizvodi i zbirovi postoje,
za matricno mnozenje vaze zakoni:
i) (AB)C = A(BC),

i) AB+C)=AB+ AC,

(
(
(ii)) (A+B)C = AC + BC,
(iv) IA=AI=A,
(

v) a(AB) = (aA)B = A(aB),

gde jea € R.

Transponovana matrica za matricu A je matrica AT &je su sve vrste
redom jednake kolonama matrice A. Matrica za koju je A = AT zove se
simetri¢na matrica. Matricu, ¢iji su svi elementi izvan glavne dijagonale
jednaki 0, zovemo dijagonalna matrica.

Za kvadratne matrice istog tipa vazi:

(i) detA = detAT,
(1) det(A- B) =detA - detB.
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Ako je A = [aijlnxn, onda je slede¢a matrica adjungovana za matricu A:

A Ay - Ap

‘ T A Az -+ Apo
adJA = [Aij]nxn = . . . )

Aln A2n e Ann

gde su A;; kofaktori elemenata a;;.

Neka je A kvadratna matrica reda n. Ako postoji matrica B reda n takva
da je

AB = BA = 1,,

tada kazemo da je B inverzna matrica matrice A. Ako inverzna matrica mat-
rice A postoji, ona je jedinstvena. Inverznu matricu matrice A oznacavamo
sa A~1. Matricu, koja ima inverznu matricu, zovemo regularna, a onu, koja
nema inverznu matricu, singularna. Matrica A = [aij]nxn ima inverznu mat-
ricu akko je detA # 0. Ako je matrica A regularna, onda je

A7t = (detA)adj A.

Neka je A = [aj]mxn matrica tipa m x n. Posmatrajmo izvestan broj
r (r < m, r < n) vrsta i isto toliko kolona matrice A. Elementi, koji se
nalaze u presecima izdvojenih vrsta sa kolonama, obrazuju determinantu za
koju kazemo da je minor reda r. Matrica A ima rang r, u oznaci rangA =r,
ako ima bar jedan minor reda r razli¢it od nule, a svi minori reda r 4+ 1 i
viSeg, ukoliko postoje, su jednaki nuli.

Rang matrice se ne menja:

1. ako neke vrste (kolone) zamene mesta,

2. ako se svi elementi neke vrste (kolone) pomnoze istim brojem i dodaju
odgovarajué¢im elementima neke druge vrste (kolone),

3. ako se svi elementi neke vrste (kolone) pomnoze brojem razli¢itim od
nule,

4. izostavljanjem vrste (kolone) koja je linearna kombinacija nekih drugih
vrsta (kolona),

5. Izostavljanjem vrsta (kolona) ¢iji su svi elementi nule.

Ako matrice A i B imaju isti rang, onda kazemo da su matrice A i B ekvi-
valentne i piSemo A ~ B.
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10.1 Zadaci

Zadatak 195 Date su matrice

1 3 2 2 -1 5
A_[—101]’ B_[—B —1 0]'
Odrediti: A+ B, A— B, 3A+ 2B.

Zadatak 196 Date su matrice

2 1 5 7
A=[0 1|, B=|0 10
10 1 0

Odrediti matricu X tako da je 4A + 3X = B.

Odrediti proizvod A - B matrica A i B ako je (197 - 205):

Zadatak 197 A:[l 2 3], B=|2

Zadatak 198 A= | 2 |, B:[l 2 3}

Zadatak 199 A— | > _2], B—l;’ g]

5 —4
(2 1 1] 31
Zadatak 200 A= , B=1]21
3 0 1
L _ |10
(3 2 1] ]
Zadatak 201 A= , B=1]2
0 1 2 3

MATRICE
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Zadatak 202

Zadatak 203

Zadatak 204

Zadatak 205

Zadatak 206
F(A).

Ako je F(z) = —2 — 5o + 322 i A:[

113
[5 8 —4 3 15
6 9 -5|, B=|4 -1 3
47 3 6 9 5
[1 2 3] [ 1 —2 —4

4 6|, B=|-1 -2 —4
13 6 9 1 2 4
[ 1 2 ] [ 4 01 1

1 2|, B=| -4 2
1 3 | 121
- 2 -3 1 0
_;g_f,B:—z 0 4 —1
i 3 -4 0 2

1 2 .
3 1 ], odrediti

Odrediti inverznu matricu matrice A ako je (207 - 210) :

Zadatak 207

Zadatak 208

Zadatak 209

Zadatak 210

A=

A=

A=

A=

1 2
3 —1
(1 2 -3

1 2
00 1

cosa —sino
sin « CoSs &

3 =4 5
2 -3
3 =5 -1
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Resiti matri¢nu jednacinu (211 - 218)

Zadatak 211 1 31‘X:[3 5]

3 4 5 9
2 1] 1
Zadatak 212 1 1 -X—lQ]
(3 —1] 5 6 14 16
Zadatak 213 5 9 -X-[7 8]_l 9 10]
(1 2 —3] 1 -3 0
Zadatak 214 3 2 —4|-X=]|10 2 7
2 -1 0| 10 7 8
[2 -3 1] [ 1
Zadatak 215 1 1 1| -X= 6
1 — -1
5 3 1 -8 30
Zadatak 216 X - 1 -3 -2 |=|-5 9 0
— 2 1 -2 15 0
2 -3 1 9 7 6 2 0 -2
Zadatak 217 4 -5 2 |- X-|112|=|18 12 9
5 —7 3 111 23 15 11

Zadatak 218 (A —2I)-X = A+ 1, gde je I jedinicna matrica i

0 2
A= 2 4
1 1

S W =

Odrediti rang matrice (219 - 223) :

1 0 -1
Zadatak 219 [0 9 _3]
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Zadatak 220

Zadatak 221

Zadatak 222

Zadatak 223

ZADACI

[\]
w

[a)
N — =

2 -3 16
1 6 -2
1 3 2

1 6 7
3 5 11
125 3
15 25 10

115
.

1

2
.
O_
1
3
2
14
1 6
14
5 30

Odrediti rang matrice A za razne vrednosti parametra A ako je (224 - 228) :

Zadatak 224

Zadatak 225

Zadatak 226

Zadatak 227

Zadatak 228

1 -\ —1 2
A=12 -1 X 5
|1 10 61
(31 1 4
A4 10 1
A‘17173
2 2 43
1 A -1 2
A=12 -1 X 5
1 10 =6 1
[ 2 3 -4
A= -1 X 3
1 -2 0
3 A —1 2
A=|7 =1 X 5
2 10 —6 1
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10.2 ReSenja

Resenje 195

3 2 7 -1 4 -3
A+B = [—4 -1 11’ A-B [ 2 1 1]’
7 7 16
3A+2B = [_9 9 3]
ResSenje 196
1 -1 1
4A4+3X =B, X =-(B—-44), X = 0 2
3
-1 0
Resenje 197 [14]
Resenje 198
1 2 3
2 4 6
3 6 9

Resenje 199

Resenje 200

Resenje 201

Resenje 202
23 =39 29
24 —48 32
58 24 56
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ResSenje 203

000
000
000
Resenje 204
-2 9 3
6 8 4
-1 11 4
Resenje 205
8§ —11 1
—13 10 10

Resenje 206

4
-5

10 1 2 1 2
F(A):—Q[O 1]—5l3 1]+3[3 1
Resenje 207
1 2
A1 7 7
3 1
77
Resenje 208
1 -2 7
At=]0 1 -2
0 0 1
Resenje 209
Al l cosa  Sina
—sina  cosa
Resenje 210
-8 29 -11
Al=| -5 18 -7
1 -3 1
ResSenje 211
3 7
5 5
X =
4 6
5 5

|

117
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ResSenje 212

Resenje 213

1 2
Resenje 214
6 4 5
X=121 2
3 3 3
Resenje 215
1
X=12
3
Resenje 216
1 2 3
X=1]14 56
7 89
Resenje 217
2 311" [ 2 0 -2 97 6] " [11 1]
X=|4 -5 2 <118 12 9 (-1 1 2 =1 2 3
5 =7 3 23 15 11 1 1 1 2 31
Resenje 218
-1 1 .
|
2 2
(A=20)- X =A+1, X=(A-2)"" - (A+1), X = 3 1 6
1 1
|
L 2 2 J
Resenje 219 r =2
Resenje 220
11 11 11 1 1 11 1 1
23 -11|~1]01 -3 -1 |~|01 =3 —1{, r=2
34 0 2 01 -3 -1 00 0 O
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£0.

1
1

1
0

jer su svi minori reda 3 jednaki nuli, a minor

Resenje 221

rangA =3

Y

— — O

N O O

— AN O

ResSenje 222 r =2

Resenje 223

<t
|
<t
D
I~
]
<
1
N~ O
r r _
< © < O N — O -
I~ <t 0 O
— o= o —H N~ [
—
I~ — M A — AN o O
— M~ < < 0
'l o ~oco
© 1010 10 _
O o -
loonhoo o —_ 0 O O
N —
— 4 O O O
N I — N
1
1
4640_|_21¢|_AO
(ap]
[a\ I an RN e BEan]
— = 0 — AN OO
13m3
I~ — N O I~ <t 0O &
I~ — ™M A
—
© 00 e o —- o o
© 01010 _
— M AN O
— — = = — o O O
L L L
Il 2
<

Resenje 224

)
1
© — Il
e =
o < -
— © D~ o
L+
— AN 1O ~<
— — O oo o
—
S l_l
2 _\A O~ o
~< o I+
_ ~<
— < O
_ — = O — — o
< — O — O O =)
[
AN 0 — N
1 o oo
- oo 11_+
I —
_ ~<
2 | < ™
~< |
1
N0 A oo mllO
— — O o
— < © g —woo
| ~< g
|
<=2 g
__ — — M o
<
N - oo F
L 1 )
—
=
Il 2
)
o~
< 5
o~

razli¢it od nule.
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ResSenje 225

31 1 4
A4 10 1
A= 071797 3|
2 2 43
1 1 4 3
|0 10 -25 20
0 2 -5 4
0 6 —15 A—12
11 4 3
~ |0 2 -5 4
0 6 —15 A—12

[NCREN QNG

GLAVA 10. MATRICE

1 4 3 1 1 4 3
10 1 A 7 17 3 1
173 1|72 43 2
4 3 2 4 10 1 X
11 4 3
02 -5 4
Y102 -5 4
0 6 —15 \A—12
11 4 3
~|0 2 -5 —4
00 0 A

Ako je A#0 ,ondaje rangA =3 . Akoje A =0, ondaje rangA = 2.

Resenje 226
1
2
1

A

11
0 1
0 3

A
-1
10

-1 2 1
AS |~ |1
—6 1 2
—6 10
5 A—-10
A+12 —21

10 -6 1 11 -6 10
A -1 2| ~(1 2 -1 A
-1 X5 25 X -1
11 —6 10
~ 101 5 A—-10
0 0 A=3 =3Xx+9

Ako je A# 3 ,ondaje rangA =3 . Akoje A =3, ondaje rangA = 2.

Resenje 227

A

—1

Ako je A#—Z,ondaje rangA = 3 . Akoje A = ——

3 —4 1 -2 0 1 0 -2
A 3|~ 2 3 4|~ 2 -4 3
-2 0 -1 X 3 -1 3 A
-2 1 0 -2 1 0 -2
7| ~]0 -1 A+5|~]0 -1 A+5
A—2 0 3 A-2 0 0 4Xx+13
1
5 , onda je
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rangA = 2.

Resenje 228

3 A
A= |7 -1
2 10
1 2
~ |0 -1
0 -3

Ako je A # 3 ,ondaje rangA=3.

-1 2 2
A5 |~1]3
—6 1 7
10 -6
A—20 11
—-51 A+30

10

121

-6 1 1 2 10 -6

-1 2|~12 3 X —1
A D 5 7 =1 A
1 2 10 -6

0 -1 A—-20 11

0 0 =3X+9 A-3

Ako je A =3, onda je rangA = 2.
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Glava 11

SISTEMI LINEARNIH
JEDNACINA

Linearni term nad skupom realnih brojeva R definiSe se rekurzivno na sledeci
nacin:

(¢) Promenljive x1,x9, ..., z, i oznake elemenata skupa R su linearni ter-
mi.

11) Ako su t7 1ty linearni termi, onda su i (¢ +1t2), (t1 —t2), -t linearni
(47) : : :
termi.

(747) Linearni termi su samo oni izrazi do kojih se dolazi samo konaénim
brojem primena pravila (i) i (7).

Neka su tp i to linearni termi po x1, o, ..., z,. Tada jednakosnu formulu
t1 =t
zovemo linearna jednacina po nepoznatim x1, o, ..., Ty.

Sistem linearnih jednacina je konjunkcija
JINToNAN N Ty,

linearnih jednacina Jy, Js, . . ., Ji,. Sistem se obi¢no navodi kao niz jednacina,
jedna ispod druge, a znak konjunkcije se izostavlja. Kazemo da su linearne
jednacine Jy i Jo ekvivalentne ako je J; <= Jo tac¢na formula na skupu R.

123
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Sistemi linearnih jednacina Sp i S2 su ekvivalentni ako je S1 <= S5 tacna
formula na skupu R.

Neka je J(z1, z2,...,xy,) linearna jednacina sa nepoznatim z1, za, . . ., Tp.
Uredena n-torka (c1,co,...,c,) elemenata iz R je reenje ove jednacine ako
je J(ci,c2,...,¢p) tacan iskaz. Ako je S(x1,x9,...,x,) sistem linearnih
jednagina u kome su nepoznate tacno x1, xa, ..., Z,, onda je (c1,ca,...,¢cp) €
R™ resenje sistema ako je S(c1,c,...,c,) tacan iskaz u skupu R.

Jednacine Jp i Js sa istim nepoznatim su ekvivalentne ako i samo ako im
se poklapaju skupovi resenja. Linearna jednacina J(z1,o,...,x,) ekviva-
lentna je sa nekom jednac¢inom oblika

a1x1 + asxTo - - + anxy, = b; a,a2, - an,b € R.

Sistem od m linearnih jednacina sa n nepoznatih ekvivalentan je sa sa nekim
sistemom oblika

anry + appr: + -+ ammr, = b
a21r1 + aggxre + -+ agpTy, = b
am1T1 + amer2 + + amntn, = bp

gde su a;; € R koeficijenti uz nepoznate, a b; € R slobodni ¢lanovi.

Ako su svi slobodni ¢lanovi nule, sistem je homogen, inace je nehomogen.
Sistem je saglasan (mogué) ako ima bar jedno reSenje, u protivnom je pro-
tivurecan (nemogué¢). Homogen sistem uvek ima bar jedno, tzv. trivijalno
resenje, n-torku (0,0, ...,0). Saglasan sistem moze imati jedinstveno resenje
i tada ga zovemo odreden sistem ili beskona¢no mnogo resenja i tada ga
zovemo neodreden sistem.

Ekvivalentan sistem se dobija ako se:

1. promeni redosled jednacina u sistemu,
2. promeni redosled sabiraka u jednac¢inama sistema,
3. bilo koja jednacina sistema pomnozi brojem razli¢itim od nule,

4. proizvoljnoj jednaéini sistema doda bilo koja druga jednacina tog sis-
tema, pomnozena brojem razli¢itim od nule.
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Gausov algoritam

Neka je dat sistem

annxry + apry + -+ apr, = b
ao1x1 + agrs + - + agpr, = by
Am1T1 + amar2 + + amnTn = by

Prvo se prelazi na ekvivalentan sistem kod koga je a1; # 0. Takva jednacina
mora postojati, jer se inac¢e u sistemu ne bi javljala nepoznata x;. Zatim se

.. e y a1 .. .
drugoj jednacini doda prva pomnozena sa ———. Isto se uradi i sa svim os-
ai

talim jedna¢inama: za ¢ = 2,3, ..., m; i-toj jednacini doda prva pomnozena
;1 . .
sa ———. Tako se dolazi do sistema
arl
anry + air2 + - 4+ apT, = b
/ / /
CL22332 + tee + a2nxn — 2
/ /
GpoT2  + + ap,Tn = b

kod koga se x1 javlja samo u prvoj jednacini, a sam sistem je ekvivalentan
sa polaznim. U dobijenom sistemu moze se pojaviti jednacina oblika 0 = b.
Ako slobodan ¢lan b nije nula, formula 0 = b je kontradikcija, pa je ovaj
sistem, a zato i polazni, protivurecan i nema reSenja. Postupak reSavanja
je time zavrSen. Ako je b nula, jednacina o kojoj je re¢, ima oblik 0 = 0.
Ona se izostavlja, a sistem ostaje ekvivalentan poc¢etnom. Dalje se analogni
postupak primenjuje na nepoznatu xz u poslednjem sistemu, ali tako da se
prva jednacina viSe ne dira. Ako se u preostalim jednac¢inama ne pojavljuje
T9, menja se redosled nepoznatih. U konactnom broju koraka tako se ili
utvrduje da je polazni sistem protivurecan, ili se dolazi do tzv. trougaonog
sistema:

ciizy + cipwe + - 4+ cpry + 0+ Clp®n, = dy
c22T2 + o+ Cymp + o A+ CopTy = do
CrpZy + 0+ G, = dp

Ovde su koeficijenti c11, €22, . . . , ¢y svi razlic¢iti od nule. Redosled nepoznatih

ne mora biti isti kao u polaznom sistemu, ali, zbog jednostavnosti, one su i
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ovde navedene od x1 do z,. Ako se dode do ovakvog sistema, onda je polazni
sistem saglasan.
U specijalnom slu¢aju kada je r = n imamo:

c11x1 + c12xy A+ - 4+ cClaTn = dy
€222 + - A+ coapxTp, = do
Cnndn = dn

i u ovom sluc¢aju postoji jedinstveno resenje.
Ako je r < n, polazni sistem je ekvivalentan sa sistemom

ciiry + ciex2 + - 4 cp®y = di — Cly41%r41 — 0 — Clnn
€22 + -+ + Copy = do — Copp1Try1l — 1 — Coply
Crr®y = dp — Crr4+1Tr4+1 — = — Crpndn

Ako se nepoznate x,y1,...,%, sa desne strane gornjih jednacina zamene

proizvoljnim brojevima, sistem se svodi na prethodni specijalan slucaj, pri
¢emu je broj jednacina i nepoznatih r. U ovom slu¢aju je sistem neodreden.

Determinante i sistemi linearnih jednacina

Neka je dat sistem od n linearnih jednacina sa n nepoznatih u sredenom
obliku:

ajnry + appre + -+ apxr, = b
anyry + agere + -+ agTn, = bo
an1T1 + ap2r2 + + apnrTn = bn
Determinanta
all a19 N AT
D=
an1 Qp2 ... Qpn

¢iji su elementi koeficijenti uz nepoznate, zove se determinanta sistema. Za
svako k = 1,2,...,n, oznatimo sa D}, determinantu koja se dobija iz deter-
minante sistema D, kada se k-ta kolona zameni kolonom koju ¢ine slobodni
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¢lanovi by, b, ..., by:
ail a2 ... Aarg—1 b1 aig41 ... ain
asy asy ... A1 by agpy1 ... a,
Dy = ) ) .
apl Qp2 ... Gpk—1 bn ank+1 -+ Qnn

Kramerovo pravilo: Ako je D # 0, sistem ima jedinstveno resenje dato sa

Dr Do D,

nE=pe T =g

Ako je determinanta sistema D = 0, a bar jedna od determinanti Dj #
0, k=1,2,...,n, sistem je protivurecan.

Matrice i sistemi linearnih jednacina

Neka je dat sistem

anxry + aiera + - 4+ apr, = b
(S) anry + agers + - 4+ agpm, = by
am1T1 + amar2 + + amnTn = by
gde je

ailr  ai2 QA1n

a a a

A — 21 22 on

Aml Am?2 Amn

matrica sistema i

air a2 alp, b1

as a2 azp, b
Ap =

Aml am2 Amn bm

proSirena matrica sistema.

Kroneker-Kapelijeva teorema: Sistem (S) je saglasan ako i samo ako je
rang matrice A jednak rangu matrice A,.

Za sistem (S) je ispunjeno:
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1. Ako je rangA = rangA, = n (m > n), sistem ima jedinstveno resenje.
2. Ako je rangA = rangA, < n, sistem ima beskona¢no mnogo resenja.
3. Ako je rangA < rangA,p, sistem nema resenja.

Sistem linearnih jednacina

a1y + apry + - 4+ awr, = b
as1x1 + asxry + - + agmxn, = b
an1T1 + ap2ry + + apprn, = bn

mozemo zameniti matricnom jednacinom

A-X =B,
gde je
ail a2 ... Qin x1 bl
A= | @2 a22 o | x T2 . B= b
nl Gn2 .. Gpp T by,

Ako postoji inverzna matrica A~!, onda je
X=A"1.B,

odakle se neposredno dobija resenje sistema.



11.1. ZADACI

11.1 Zadaci

Gausovom metodom resiti sistem jednacina (229 - 240).

Zadatak 229

Zadatak 230

Zadatak 231

Zadatak 232

Zadatak 233

Zadatak 234

Zadatak 235

Zadatak 236

2z
3z

3z
6x

4x
8x

2¢ —

3r +

2z —

3r +

2r —
3r —
S5 —

3r —
6x —
S5r +

<

oY
Ty

8 W

2z

2z

5z
62

3z
62

S

(NI

129
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Zadatak 237

1 + 239 4+ 3x3 — 4dxy = 11
2¢1 4+ x2 + dx3 + w4 = 3
31 + 29 + T3 + 224 = -1

Ty + x92 + OSx3 + w4 = 5!

Zadatak 238

2 + y + 4z 4+ 8 = -1
r + 3y — 62z + 2t = 3
3r — 2y + 2z — 2t = 8§
20 — y + 2z = 4
Zadatak 239
dr — 3y + 2z — t = 8
3 — 2y + =z — 3t =T
20 — y — ot = 6
o — 3y + =z — 8 =1
Zadatak 240
2c + Ty + 3z + t = 5
x + 3y + 5z — 2t = 3
z + 5y — 92 + 8 = 1
5¢ + 18y + 4z + 5t = 12

Matri¢nom metodom resiti sistem jednacina (241 - 243):

Zadatak 241

3z + 4y + =z = 7
dr 4+ 2y + 3z = 16
2c + Sy + 4z = 9
Zadatak 242
r 4+ y + z = 6
2v + y + 3z = 13
- + by — 2z = 3

Zadatak 243
z + 2y =5
3r — y

Il
—
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Kramerovom metodom resiti sistem jednacina (244 - 249):

Zadatak 244

r + 2y = 2
20 — 3y = -3
Zadatak 245
r — 2y =

Zadatak 246

rx — 2y = 2
-2z + 4y = -4
Zadatak 247
z + 2y + 3z = 1
20 + 4y — 6z = =2
- + 2y + 6z = 4
Zadatak 248
z — y + 3z =1
20 + 4y — 2z =1
3x + 5z =
Zadatak 249
2 — y + 3z =1
z + 2y — 2z =1

dr + 3y + =z =

Diskutovati sistem jednacina u zavisnosti od realnih parametara a i b
i resiti sistem u sluc¢ajevima kad ima resenje (250 - 265):

Zadatak 250
ar + 4y = 2
92 + ay = 3

Zadatak 251

ar — 9y = 6

10z — by = 10
Zadatak 252
a? + 2a

—
S
N

~—
8
+

—
IS

A
\
=~
~—
<
I
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Zadatak 253

Zadatak 254

Zadatak 255

Zadatak 256

Zadatak 257

Zadatak 258

Zadatak 259

Zadatak 260

GLAVA 11. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

r + y + oz 6
ar —+ 4y + z = 5
6x + (a+2)y + 2z = 13

2 — 23y + 29z = 6
v + ay + 4z
5 + 2y + az = 9

|
J

ax + 2y + 2z = 4
2 + y + 2z = 5
3r + 2y + 3z = 12
ax + y + z = 1
r + ay + z = a
r + y + az = a?
r + Yy + z a
r + (14+ay + = 2a
r + y — (I4+a)z = 0
ax + y — =z =1
z + ay — 2z =1
r — y — az = 1
ax + 2z = 2
5T + 2y =1
r — 2y + bz = 3
T + y + 2z =0
ar —+ 4 4+ z =0
6z + (a+2)y + 2z = 0
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Zadatak 261

(a—1)x;
(a+2)xy
(a+ 1)z

Zadatak 262
arq

2131
I

Zadatak 263
arq

x1
I

Zadatak 264
arq

5CL‘1
I

Zadatak 265

(a+ 1)z +
ry +
ry +

+ 2
+ axo
+ 2
+ T2
+ 219

€2
+ T2
+ 219
— x2
+ 219
— 2$2

(a+ 1)z

z3
2x3
z3

T3
2.T3
2.@3

T3
3
2.@3

2.%'3

b.%'g

_|_
_|_
_|_
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2a +1
a+1

w

—_

1’3:1
Ir3 = a

(a+1Dxs = a?
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11.2 ReSenja

ResSenje 229 z =3, y=—1

ReSenje 230 Sistem je protivurecan.

2 —ba
4

Resenje 231 (z,y) = ( , a), a€R
ResSenje 232 z=y=2=0

ResSenje 233 =1, y=2, z=3

Resenje 234 (z,y,z) = (10a+ 1, Ta, a), a € R
Resenje 235  Sistem je protivurecan.

ResSenje 236 =2, y=1, z=3

ResSenje 237 x1=-2, 20 =3, xz3=1, x4 =—1
ResSenje 238 x =2, y = -3, z:—g, t=—
Resenje 239  Sistem je protivurecan.
Resenje 240 (z,y,z,t) = (6 —26a+ 178, —1+7a—50, a, B); a, BER
ReSenje 241 z =3, y=-1, 2=2

ResSenje 242 z =1, y=2, z=3

ResSenje 243 z =1, y=2

ReSenje 244 =0, y=1

ResSenje 245  Sistem je protivurecan.

Resenje 246  Sistem je neodredjen. (z,y) = (2a+2, o), a € R
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1 1
Resenje 247 D =48,D; = —48,D, =24,D. = 16,0 = —1,y=j.z= ¢
Resenje 248 Sistem je protivurecan.
o s . . . 3 1
Resenje 249 Sistem je neodredjen. (z,y,z2) = (5 —a, nga, oz), a€R
Resenje 250 D = (a—6)(a+6), D, =2(a—6), Dy =3(a—6)
2 3

Z +6 sistem je odredjen i i Senj JY) = , :

aa sistem je odredjen i ima reSenje (x,y) ” +? a3+ 6)
Za a =6 sistem je neodredjen i ima resenje (z,y) = (a, _2 04)’ a€R
Za a = —6 sistem je protivurecan.

ReSenje 251 D = —(ab—90), D, = —6(b —15), Dy = 10(a — 6). Za
ab # 90 sistem je odredjen i ima resenje

~ (6(b—15) 10(6 —a)
@)= (=50 90 )
Za a=6 i b= 15 sistem je neodredjen i ima reSenje

(z,y) = (30424—2’ a), a € R.

Za ab=90 i a# 6 sistem je protivurecan.

Resenje 252 D = —(a—2)*(a+3), Dy = —(a—2)(a+2)(a+3), Dy =
—(a—2)(a—1)(a+3). Zaa#2 i a# —3 sistem je odredjen i ima resenje

a+2 a—1
(xay) - (a_27a_2)'
Za a = —3 sistem je neodredjen i ima reSenje
oo+ 3
(l‘,y)—(O&, 5 >7 OéER.

Za a =2 sistem je protivurecan.

Resenje 253 D = (a+3)(a—4), Dy = —(a+3), Dy=a+3, D, =
6(a+3)(a—4). Zaa# —3 i a#4 sistem je odredjen i ima resenje

9= (1 )
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Za a = —3 sistem je neodredjen i ima reSenje

da—1 19— T«
3 7 3

(J"’y7z):(a7 ), a € R.

Za a =4 sistem je protivurecan.

Resenje 254 D = 2(a —3)(a®> +3a +9), D, = 2(a —3)(3a +17), D, =
2(a — 3)(7a — 20), D, = 2(a — 3)(ba — 14). Za a # 3 sistem je odredjen i
ima reSenje

3a+ 17 Ta — 20 da — 14 )

(@.y,2) = (a2+3a+9’a2+3a+9’a2+3a+9

Za a =3 sistem je neodredjen i ima reSenje

(z,y,2) = (0,1 —a,1 — ), o € R.

ReSenje 255 D = —(a—1), D, =12, Dy =-9(a—1), D, =2(a— 7).
Za a # 1 sistem je odredjen i ima reSenje

12 2a — 14
1fa’9’ 1—a )

(2,9,2) = (
Za a =1 sistem je protivurecan.
Resenje 256 D = (a —1)?(a+2), D = —(a — 1)?(a + 1), Dy = (a —

)2, D,=(a—1)%*a+1)2 Zaa#1 i a+# —2 sistem je odredjen i ima
reSenje

—a—1 1 (a+1)?
(x,y,z)—(a+2 "a+2 a+2 )

Za a =1 sistem je neodreden i ima resenje

(:an7z) = (Oé, 671 _O‘_ﬁ)a aaﬂ €R.
Za a = —2 sistem je protivurecan.

Resenje 257 D = —a(a+2), D, = —a(a*-2), Dy, = —a(a+2), D, = —a*.
Zaa#0 1 a# —2 sistem je odredjen i ima reSenje

a®—2 a )

@ = (e
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Za a =0 sistem je neodredjen i ima resenje
(z,y,2) = (o, —,0); @ € R.
Za a = —2 sistem je protivurecan.

Resenje 258 D = —a(a—1)(a+1), D, = —(a—1)%, D, = —(a—1)?, D, =
(a—1)(a+1).Zaa#0, a#1 i a# —1 sistem je odredjen i ima resenje

(x,y, Z) = (a

a—1 a—1 1)
(a+1) ala+1)" a/

Za a =1 sistem je neodredjen i ima resenje
(z,y,2) = (0,0, — 1); o € R.
Za a=0 ili a= —1 sistem je protivurecan.
ResSenje 259 D =2(ab—12), D, =4(b—4), Dy =ab—10b+28, D, =

8(a —3).
Za ab # 12 sistem je odredjen i ima reSenje

2(b—4) ab— 10b+ 28 4(a—3))
ab—12" 2(ab—12) " ab—12/"

(2,9,2) = (

Za a=3 1 b=4 sistem je neodredjen i ima resenje

;a € R.

(z,y,2) = (a, 1-5a ﬂ)

2 72

Za ab=12 i a # 3 sistem je protivurecan.

ReSenje 260 D = (a —4)(a+3), D, =Dy =D, =0. Za a & {-3,4}
sistem ima samo trivijalno reSenje z=y=2=0

Za a = —3 sistem je neodredjen i ima resenje (x,y,z) = (—3a, —4a, Ta);
a € R.

Za a =4 sistem je neodredjen i ima resenje

($7yaz) = (/Ba _ﬁvo)g ﬁ € R.

Resenje 261 D = 2a(a—1), D1 = a(2a—3), D2 = a(2a—1), D3 = a(2—a).
Zaa#0 i a#1 sistem je odredjen i ima resenje

20 -3 2a-1 2—a )
2(a—1)"2(a—1)"2(a—1)/"

(w1, 22, 23) = (
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Za a =0 sistem je neodredjen i ima resenje

11

(x1,x9,23) = (a, 5,5—04), o € R.

Za a =1 sistem je protivurecan.

ReSenje 262 D =2(a—1), D1 =-1, Dy =3(2a—1), D3 =3a—1.
Za a # 1 sistem je odredjen i ima reSenje

1 32a—-1) 3a—1
2(a—1)" 2(a—1) ’2(a—1))'

($1,$2,$3) - < -
Za a =1 sistem je protivurecan.

Resenje 263 D = —-5a+4, D1 =-1, Dy =—a+1, D3 =3a— 3.

Za a # E sistem je odredjen i ima reSenje

1 a—1 3—3a>'

(.%'1,.2?2,.1‘3) = (561—47 5@_47 5a— 4

4
Za a= 5 sistem je protivurecan.

Resenje 264 D = 2(ab—12), D; =4(b—4), Dy = ab— 10b+ 28, D3 =
8(a —3).

Za ab # 12 sistem je odredjen i ima reSenje

2(b—4) ab—10b+ 28 4(a — 3))

ab—12" 2(ab—12) " ab—12/"

(1,22, 23) = (

Za a=3 1 b=4 sistem je neodredjen i ima resenje
1—-5a 2—-3«a
2 72

Za ab=12 i a# 3 sistem je protivurecan.

(w1, 2, 23) = (a, ), a € R.

Resenje 265 D = a’*(a+3), D; = —a(a® —2), Dy = a(2a — 1), D3 =
a(a® +2a%* —a—1).
Zaa#0 i a# —3 sistem je odredjen i ima resenje

2 — a2 2a — 1 a3—|—2a2—a—1)

(.%'1,.’,172,1‘3): (a(a+3)’a(a+3)’ a(a+3)

Za a=0 ili a= —3 sistem je protivurecan.



