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1 Uvod

Krajem XIX veka u fizici su postojale dve zaokruZene i gotovo nezavisne teorije
koje su opisivale dva osnovna vida egzistencije materije — supstancu (Cestice, tela,
visecesti¢ne sisteme, fluide) i zradenje (svetlost i elektromagnetne talase uopste).! To
su Njutnova mehanika i Maksvelova elektrodinamika. Medutim, za mnoge pojave,
posebno za one koje se javljaju na atomskim i subatomskim dimenzijama, nije bilo
moguce naci zadovoljavajuce objasSnjene u okviru ovih teorija. TeSkoée su narocito
bile velike kada se radilo o pojavama ¢iji opis je zahtevao angaZovanje obeju teorija
(apsorpcija i emisija zraenja iz atoma, zracenje apsolutno crnog tela, fotoelektri¢ni
efekat, itd.). Neslaganje izmedu eksperimentalnih rezultata i postojecih teorija je
ukazivalo na potrebu izgradnje nove teorije, primenljive na atomskoj skali, koja bi
zahtevala fundamentalnu izmenu nekih od osnovnih fizickih koncepata i zakona. Na
drugoj strani neuspeh eksperimenata &iji je cilj bio potvrda teorije etra’ doveo je do
novih interpretacija u elektrodinamici vezanih za prostiranje elektromagnetnih talasa,
promene u poimanju prostora i vremena i formulacije novih principa relativnosti.
Tako su se pocetkom XX veka u fizici pojavile dve revolucionarne ideje — kvantna
mehanika i relativisticka mehanika. U novom okruZenju klasi¢na fizika se pojavljuje
kao njihova aproksimacija koja moze na zadovoljavajuéi nacin da opiSe makroskopske
sisteme i njihovu dinamiku pri brzinama mnogo manjim od brzine svetlosti. Nove
teorije su znacajno doprinele sprezanju gore pomenutih fundamentalnih oblasti fizike
— mehanike i elektrodinamike. Medutim, kvantna i relativisticka mehanika su u ve-
likoj meri ostale nezavisne i do danas nije formirana potpuno zadovoljavajuca teorija
koja objedinjava relativisticke i kvantne fenomene.

1.1 Priroda svetlosti

1.1.1 Razvoj ideje o prirodi svetlosti od XVII do kraja XIX veka

Na nastanak kvantne mehanike je posebno uticao razvoj ideje o prirodi svetlosti. Ova
ideja se nekoliko puta menjala u poslednjih nekoliko vekova varirajuéi izmedu dve
osnovne koncepcije — talasne i Cesticne. Dekart (René Descartes, X VII vek) je sma-
trao da svetlost predstavlja neku vrstu spoljasnjeg impulsa (pritiska) koji vrSe svetleca
tela na transparentnu sredinu i da se prostire kroz nju sli¢no zvu¢nim talasima. lako je

'Ovde treba napomenuti da se u anglosaksonskoj literaturi pod materijom obi¢no podrazumeva samo
supstanca, a za zracenje (fizicko polje) se Cesto koristi i izraz energija.

Do kraja XIX veka u fizici je bila aktuelna hipoteza o etru — medijumu koji ispunjava ceo prostor i
omogucava prostiranje elektromagnetnih talasa. Danas je ova hipoteza potpuno odbacena.
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pogresno pretpostavljao da se svetlost prostire brze u guséim sredinama, on je u sus-
tini korektno objasnio prelamanje svetlosti kao posledicu razlicite brzine u razli¢itim
sredinama. Njutn (Isac Newton, XVII vek) je s druge strane smatrao da svetlost pred-
stavlja snop Cestica, ¢cime je mogao da objasni njeno pravolinijsko prostiranje i reflek-
siju. Medutim, ovom pretpostavkom nije bilo moguée objasniti i fenomen difrakcije,
tako da je Njutn dozvolio moguénost da Cestice svetlosti mogu formirati lokalizovane
talase u etru. Iako su Huk (Robert Hooke) i Hajgens (Christiaan Huygens) u XVII
veku podrZavali talasnu teoriju svetlosti, Njutnova reputacija je uticala da Cesticna
(korpuskularna) teorija svetlosti ostane dominantna prakti¢no do kraja XVIII veka.

Pocetkom XIX veka, zahvaljujuéi radovima Janga (Thomas Young), Ojlera (Leo-
nhard Euler), Frenela (Augustin-Jean Fresnel) i drugih, poCinje da preovladava talas-
na teorija svetlosti. Izvodeci eksperimente sa difrakcijom, Jang je uocio pojavu inter-
ferencije (1803), C¢ime je potvrdeno da se svetlost ponasa kao talas. Ustanovljeno je
da je u pitanju transverzalan talas na osnovu cega je bilo moguée objasniti polarizaciju
svetlosti. U drugoj polovini XIX veka, inspirisan Faradejevim radom (Michael Fara-
day), Maksvel (James Clerk Maxwell) je predstavio svoju elektromagnetnu teoriju
svetlosti (1862-4) i neSto kasnije (1873) potpun sistem jednacina koje opisuju elektro-
magnetno polje, poznate kao Maksvelove jednacine. Nesto viSe od jedne decenije
nakon toga Herc (Heinrich Hertz, 1887) je potvrdio Maksvelovu teoriju eksperimen-
talno generiSudi i detektujuéi radio talase u laboratoriji. Ovo je prakticno dovelo do
ukljucenja optike u elektrodinamiku gde je brzina svetlosti ¢ u vakuumu izraZena
preko elektri¢nih i magnetnih konstanti =1/ EoMo)-

1.1.2 Ajnstajnova teorija svetlosti. Fotoni

Pocetkom XX veka, zbog razloga pomenutih u uvodnom delu, doslo je do ponovnog
preispitivanja ideje o prirodi svetlosti i drugih osnovnih fizickih koncepata. Tako je
ispitivanje zraCenja apsolutno crnog tela, koje nije moglo biti objasnjeno klasicnom
elektrodinamikom, navelo Planka (Max Planck, 1900) da uvede hipotezu o kvantima
energije. Prema Planku, energija oscilatora (atoma apsolutno crnog tela) frekvencije v
se moZe menjati emisijom odnosno apsorpcijom zracenja samo u celobrojnim umnos-
cima kvanata hv, gde je h fundamentalna (Plankova) konstanta Cija je vrednost kasnije
eksperimentalno odredena (i = 6,626 - 1073* Js). Polaze¢i od ove pretpostavke Plank
je uspeo da dobije izraz za gustinu energije zracenja u funkciji frekvencije (ili talasne
duzine) koji se, za razliku od prethodnih teorija kao $to je bila klasi¢na Rejli-DZinsova
(Rayleigh-Jeans) teorija, dobro slagao sa eksperimentalnim rezultatima.

Slededi korak u razvoju ideje o kvantima je naCinio AjnStajn (Albert Einstein)
iste godine kada je objavio i svoju specijalnu teoriju relativnosti (1905). AjnStajn
je smatrao da Plankovu ideju o kvantovanju energije treba uopstiti i na proces prosti-
ranja svetlosti (pored apsorpcije i emisije). Prema njemu, svetlost (elektromagnetno
zracenje) se sastoji od snopa Cestica (kasnije nazvanih "fotoni") od kojih svaki ima
energiju

E = hv. 1.1



1.1 Priroda svetlosti

AjnStajn je ovu pretpostavku uveo da bi objasnio fotoelektri¢ni efekat, pojavu koju
su otkrili i ispitivali Herc (1887) i Lenard (P. Lenard, 1902). Efekat se sastoji u
tome da svetlost izbacuje elektrone sa povrSine metala, pri cemu se to deSava samo
ako je talasna duZina svetlosti manja od neke grani¢ne vrednosti. Intenzitet upadnog
zraCenja ne utie na pojavu efekta. Takode, kada efekat postoji, energija fotoelektrona
je nezavisna od intenziteta ali se linearno menja sa frekvencijom zracenja. Ovakvo
ponasanje nije moglo biti objasnjeno klasi¢nom elektrodinamikom. AjnStajnova pret-
postavka, medutim, daje objanjenje za sve navedene &injenice:?> Apsorpcija poje-
dinac¢nog kvanta povecava energiju elektrona za Av i, ukoliko je frekvencija dovoljno
velika, energija elektrona postaje veéa od tzv. izlaznog rada A (tj. energije potrebne
za napustanje potencijalne jame metalne resetke). Elektron tada napusta metal sa
kinetickom energijom koja je na osnovu zakona odrZanja %mev2 = hv—A. Oc¢igledno,
efekat se javlja samo ukoliko je v > A/h.

AjnStajn je dalje razvijao svoju teoriju svetlosti uvodeci impuls fotona (1916). Po-
lazeéi od njegove Euvene formule za vezu izmedu mase m i energije E tela, E = mc?,
relativisticki izraz za impuls (koli¢inu kretanja) se moZe napisati u obliku p = mv =

Ev/c*. Kako je za svetlost v = c, sledi da je impuls fotona p = E/c.* Konacno,
koristeéi formulu za energiju fotona (1.1), dobija se
hv  h
_h_h 12
P=-=7 1.2)

gde je 4 = ¢/v talasna duZina. Posto je impuls vektorska veli¢ina, pogodno je uvesti
talasni vektor k Ciji je intenzitet (tzv. talasni broj) k = |k| = 27/A4, a pravac mu se
poklapa sa pravcem postiranja svetlosti (elektromagnetnog zracenja). Tada se relacije
koje povezuju Cesticna (energija i impuls) i talasna svojstva svetlosti (frekvencija i
talasna duZina odnosno talasni vektor) mogu napisati u obliku

E=hw, p=Trk, (1.3)

gde je i = h/2m tzv. redukovana Plankova konstanta, a w = 2zv kruZna frekvencija.

1.1.3 Potvrda cesticne prirode svetlosti. Komptonov efekat

Direktna potvrda Cesticne prirode elektromagnetnog zracenja (tj. egzistencije fotona)
je dobijena iz eksperimenata koje je izvrSio Kompton (Arthur H. Compton) 1923-
4. On je otkrio da se zraCenje date talasne duZine (u domenu X-zraka) propusteno
kroz metalnu foliju rasejava pod razli¢itim uglovima , pri ¢emu se njegova talasna
duZina menja u funkciji tog ugla. Utvrdeno je da promena talasne duZine rasejanog

3 Ajnitajn je za objasnjenje fotoelektrinog efekta dobio Nobelovu nagradu za fiziku 1921.

4Pretpostavka da se fotoni kre¢u brzinom c, koja prema teoriji relativnosti predstavlja gornju granicu
za brzine koje materijalni objekti mogu da imaju, ekvivalentna je pretpostavci da fotoni nemaju masu
mirovanja (mg = 0). Iako je ova pretpostavka i dalje predmet ispitivanja, ve¢ina savremenih teorija u
fizici uzima da to striktno vaZi. Iz tog razloga relativisticki izraz za impuls p = mv = mov/ /1 — v2/c?
nije primenljiv na fotone. Medutim, formula koja povezuje energiju i impuls E? = p?c? +m(2)c4 direktno
daje p = E/c.
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zraCenja u odnosu na talasnu duzinu upadnog zracenja zavisi od ugla rasejanja kao
1 —cos ). Ovaj rezultat nije bilo moguce objasniti klasicnom teorijom elektromagnet-
nog zracenja. Kompton je, medutim, pokazao da se navedena zavisnost dobija ukoliko
se upadno zracenje tretira kao snop fotona energije iv koji se elasti¢no rasejavaju na
pojedinacnim elektronima.

Slika 1.1. Rasejanje fotona impulsa p na elektronu. Nakon sudara foton odlazi sa izmenjenim
impulsom p’, a elektron dobija impuls p, = p — p’.

Posmatrajmo foton energije v i impulsa p usmerenog ka elektronu u (pribliznom)
mirovanju (slika 1.1). Nakon sudara foton odlazi sa izmenjenom energijom hv’ i
impulsom p’, a elektron dobija impuls p,. Pri tome se energija elektrona uvecava sa
m,c? na (m2c* + p2c?)'/2, gde je m, masa mirovanja elektrona. Veza izmedu vrednosti
energije i impulsa pre i posle sudara se dobija iz zakona odrZanja energije i impulsa

hv + mec = W' + (m2c* + p2cHV?, p=p +p.. (1.4)

Iz izraza za odrZanje energije sledi

2 2 22 _ 2 4
p.c (hv — V' + m.c®)” —myc

(v =v)? + 2m.c*h(v — V')
v+ b2 = 212 + 2m,cEh(v — V). (1.5)

Na drugoj strani, izraz za odraZanje impulsa daje p2 = (p—p’)> = p* + p-2p-p,
odnosno p2 = p? + p’? = 2p p’ cos®. Koristeéi izraz (1.2) za impuls fotona, odavde
imamo

p2ct = B2 + Pv'? = 2h%yy' cos . (1.6)
Izjednacavajuci desne strane izraza (1.5) i (1.6) sledi
mec*h(v —v') = hvv'(1 = cos ). (1.7)

Deleéi obe strane jednacine sa vv’ dobija se m.c(d’ — 1) = h(1 — cos}), odnosno

h (1 —cost), (1.8)

e

A= -2=

Sto je u skladu sa eksperimentalno utvrdenom zavisnos¢u. Veli¢ina h/m.c = 2,426 -
107" m se naziva Komptonova talasna duZina.
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1.1.4 Talasno-cesticni dualizam

Uspeh cCesticne teorije svetlosti (fotoefekat, Komptonov efekat) i, sa druge strane,
eksperimenti koji ukazuju na tipi¢no talasno ponaSanje (difrakcija, interferencija)
dovode nas do zakljucka da nijedan od ova dva prilaza nije moguée odbaciti, tj. da se
kompletna interpretacija ponasanja svetlosti moZe dobiti jedino uzimajuci u obzir i ta-
lasni i Cesti¢ni aspekt. Neophodno je, dakle, prihvatiti da svetlost ima dvojnu prirodu.
Formalna veza izmedu cCesticnih i talasnih svojstava svetlosti je odredena AjnStajn-
ovim relacijama (1.1) i (1.2) odnosno (1.3). Pri tome, razli¢iti aspekti ponaSanja
dolaze do izrazaja u razli¢itim situacijama. Tako je u principu prostiranje svetlosti
talasna pojava, dok emisija i apsorpcija imaju Cesti¢ni karakter. U poglavljima koja
slede ¢emo videti kako treba razumeti ovaj dualizam.

1.2 Stara kvantna teorija

Osvrcucéi se na 1900-tu godinu, moZemo reci da je Plankov zakon zracenja apsolutno
crnog tela predstavljao zaCetak prve kvantne teorije u savremenoj fizici, danas poznate
kao stara kvantna teorija. Njegova ideja o promeni energije oscilatora u diskretnim
iznosima je ubrzo, uz odredene modifikacije, primenjena i na druga periodi¢na kre-
tanja, pre svega na kretanje elektrona u atomu. Ovoj primeni je prethodilo otkriée
jezgra i planetarne strukture atoma.

1.2.1 Planetarni model atoma i Borova teorija

Raderford (Ernest Rutherford, 1911) je analizirajudi rasejanje alfa Cestica na tankoj
metalnoj foliji®> dosao do zaklju¢ka da atom ima pozitivno naelektrisano jezgro u
kome je koncentrisana veéina mase atoma, suprotno do tada vazeéem Tomsonovom
modelu (J. J. Thompson). U Raderfordovom modelu atoma elektroni se krecu oko
jezgra analogno planetama oko Sunca, pri ¢emu ulogu gravitacione sile u atomu vrsi
privlacna Kulonova sila izmedu jezgra i elektrona. Raderford je zakljucio da se rase-
janje alfa Cestica ne deSava na elektronima (poSto su oni suviSe malih masa) ve¢ na
jezgru. Pri tome, s obzirom na veliki gradijent potencijala u okolini jezgra zbog nje-
govih malih dimenzija, uglovi rasejanja mogu biti veoma veliki, $to je za jedan broj
alfa Cestica u eksperimentu i utvrdeno.

Raderfordov planetarni model, medutim, nije mogao da objasni stabilnost atoma
kao ni apsorpciju odnosno emisiju zracenja iz atoma. Prema klasi¢noj elektrodina-
mici elektroni bi morali neprekidno da zrace, zbog ¢ega bi gubili energiju i "padali"”
ka jezgru po spiralnim putanjama. Zbog toga bi se frekvencija revolucije elektrona
oko jezgra, a time i frekvencija emitovanog elektromagnetnog zracenja (koje su po
klasi¢noj elektrodinamici jednake), sve viSe povecavala. Ovo je u oStroj suprotnosti
sa ¢injenicom da atomski sistemi u normalnim uslovima imaju svoje karakteristicne

SRezultati eksperimenta koji su izvrsili Gajger i Marsden (H. Geiger, E. Marsden) pod Raderfordovim
rukovodstvom su objavljeni 1909. godine.
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dimenzije i energije vezivanja elektrona. Eksperimenti su, osim toga, pokazali da
atomski apsorpcioni i emisioni spektri imaju linijsku strukturu, $to je znacilo da dati
atom apsorbuje i emituje zracenje samo odredenih talasnih duZina.

Razmatrajuéi Raderfordov model, Bor (Niels Bohr, 1913) je doSao do zakljucka
da su navedene poteskoce, slicno kao kod problema zracenja apsolutno crnog tela,
posledica neadekvatnosti klasi¢ne elektrodinamike pri opisu atomskih sistema. Da bi
ih prevaziSao, on je postavio dodatne empirijske uslove (postulate) koji se odnose na
kretanje elektrona u atomu. Prva Borova pretpostavka je da u atomu postoje tzv. sta-
cionarne orbite na kojima elektroni, suprotno zakonima klasi¢ne elektrodinamike,
ne emituju elektromagnetno zracenje. Stacionarne orbite, medutim, nisu moguce
ukoliko vaze zakoni klasicne elektrodinamike. Iz tog razloga Bor prihvata sustinsku
pretpostavku Plankove teorije, a to je da se zraenje iz atomskog sistema ne emituje
na neprekidan nacin, kao $to se podrazumeva u klasi¢noj elektrodinamici, ve¢ da se
odvija u jasno odvojenim emisijama — kvantima. Borovi postulati se obi¢no formuliSu
na slededi nacin:

1. U atomskim sistemima postoje stacionarna stanja koja se razlikuju po energi i
drugim veli¢inama i u njima atom niti apsorbuje niti emituje zracenje.

2. Atom emituje ili apsorbuje zracenje samo pri prelasku iz jednog stacionarnog
stanja (energije E,,) u drugo (energije E,). Pri tome se apsorbuje ili emituje
zracenje frekvencije v odredeno razlikom njihovih energija

hy = |E, — E,|. (1.9)

3. Stacionarna stanja odgovaraju kruZnim elektronskim orbitama na kojima je
moment koli¢ine kretanja elektrona jednak celobrojnom umnosku redukovane
Plankove konstante®

l=mour=nh m=12,...). (1.10)

Tako su ovi postulati, o¢igledno, u ostroj suprotnosti sa klasi¢nom teorijom, Bor je
pomocu njih uspeo da objasni strukturu i spektar atoma vodonika i jednoelektronskih

$Bor je originalno definisao stacionarne orbite kao keplerovske trajektorije na koje elektron prelazi iz
beskonacnosti u procesu vezivanja za jezgro i pri tome gubi energiju emisijom zracenja fiksne frekven-
cije v (tzv. homogeno zraCenje) u okviru jednog ili viSe kvanata hv. Uzimajuéi da se frekvencija
revolucije elektrona povecava od nule (kada je on u beskonacnosti) do vrednosti v, koja odgovara
posmatranoj stacionarnoj orbiti, Bor je zakljucio da frekvencija homogenog zracenja mora imati neku
vrednost izmedu O i v,. Pretpostavljajuci da je v = v,/2 i kombinujuéi ovaj "specijalni" uslov sa
klasi¢nom relacijom koja povezuje frekvenciju v, i energiju elektrona na keplerovskoj orbiti, on je us-
peo da korektno reprodukuje energijski spektar i poluprecnik vodonikovog atoma. Kasnije je uocio da
je moguce dati jednostavniju interpretaciju dobijenih rezulatata preko momenta impulsa elektrona na
stacionarnim orbitama ukoliko se pretpostavi da su one kruzne. U tom slucaju iz uslova da elektron
pri vezivanju gubi iznos energije nhv,/2 (n kvanata hv ili jedan kvant nhv) direktno sledi da je njegov
moment impulsa na stacionarnoj orbiti jednak / = nfi. (Analiza problema kvantovanja stacionarnih
orbita kod atoma sa jednim elektronom je predstavljena u prvom delu tzv. Borove trilogije: N. Bohr,
"On the Constitution of Atoms and Molecules", Phil. Mag., 26, 1 (1913).)
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jona (tzv. vodoniku sli¢nih atoma). Kombinujuéi prvi postulat, tj. uslov (1.10), sa
klasi¢nim uslovom za kruzno kretanje elektrona oko jezgra (beskona¢ne mase) Cije je
naelektrisanje Z

Ze? m,v?
—_— = 1.11
dregyr? r (11D
dobijaju se brzine i poluprecnici Borovih orbita
2z dney hn?
¢ L (1.12)

Un = drgy in’ ez m,Z’
Poluprecnik prve Borove orbite za atom vodonika (Z = 1) se naziva Borov radijus
(ap = r1 = 5,292 -10"'m). Iz izraza (1.12) se dobijaju i energije stacionarnih stanja

E,= —ma?— —— = -_*° o (1.13)

1, Zé me( & \ 22
2 dregr 2

4dreg

Zamenjujuéi dalje ovaj izraz za energije u relaciju (1.9) dobija se poznata Ridbergova
(J. Rydberg) formula (odredena empirijski 1888) za talasne duZine zracenja koje ap-
sorbuje odnosno emituje atom sa jednim elektronom

1 E,-E, 11 Ze? \?
—=—=Rz(———2), R, me( e ) (1.14)
C m

n2 = 2he\dneoh

Rz je Ridbergova konstanta za vodoniku slican atom sa jezgrom koje sadrZi Z protona.
Prema tome, Borovim modelom je bilo moguée potpuno reprodukovati prethodno
poznate spektroskopske podatke za atom vodonika i jednoelektronske jone (He*,
Li**, itd.). Postojanje diskretnih energijskih nivoa u atomu je ubrzo (1914) i direktno
potvrdeno Frank-Hercovim (J. Franck, G. L. Hertz) eksperimentom.

1.2.2 Kvant dejstva

Plankova pretpostavka da se energija oscilatora sopstvene frekvencije v moZe menjati
samo u celobrojnim umnoscima kvanta Av u sustini odreduje energijski spektar os-
cilatora. Moguée energije (energijski nivoi) harmonijskog oscilatora su prema tome’

E = nhv, (1.15)

gde jen = 0,1,2,... tzv. kvantni broj. Ovde treba naglasiti da ovaj kvantni uslov
nije primenljiv u slu¢ajevima kada je frekvencija oscilovanja (ili rotacionog kretanja)
funkcija energije oscilatora (rotatora). Jedan takav primer je periodi¢no kretanje elek-
trona u polju atomskog jezgra €iji su energijski nivoi, kao Sto smo videli, korektno

"Danas je poznato da su energijski nivoi harmonijskog oscilatora ustvari E, = hv(n + %), n=0,1,2,....
Na postojanje tzv. energije nulte tacke (Nullpunktsenergie (nem.), zero-point energy (eng.)) oscilatora
Eoy = hv/2, tj. da je najniZa moguca energija (energija osnovnog stanja) kvantnog oscilatora razlicita
od nule, prvi put su ukazali Ajnstajn i Stern (Otto Stern) 1913.
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odredeni u okviru Borove teorije. Pokazuje se, medutim, da ako se kvantni uslov
(1.15) preformuliSe u oblik u kome frekvencija oscilatora ne figuriSe eksplicitno, onda
se on moZe primeniti i na druge sisteme.

Kao $to je poznato energija linearnog harmonijskog oscilatora, izraZzena preko ko-
ordinate x i impulsa p, glasi

P omP?

E=—+ ,
2m 2

(1.16)

gde je w = 27rv. Uokimo da se ovaj izraz moZe prepisati u obliku x*/a* + p*/b* = 1,
gde sua = 2E/mw? i b = V2mE, odakle je ofigledno da su fazne trajektorije os-
cilatora elipse sa poluosama ¢iji su kvadrati proporcionalni energiji oscilatora. Prema
tome, oblast (povrSina) faznog prostora ograni¢ena faznom trajektorijom oscilatora,
koja zapravo predstavlja integral dejstva (akcije) u toku jednog perioda, iznosi S =
nab = E/v. Kombinujuéi ovaj izraz sa Plankovim izrazom za energiju oscilatora
(1.15) sledi da se uslov kvantovanja moZe predstaviti u obliku

S = nh. 1.17)

Tumacenje ovog uslova je da se (pri apsorpciji ili emisiji zracenja) dejstvo koje odgo-
vara jednom periodu oscilatora moZe menjati iskljucivo u celobrojnim umnoscima
Plankove konstante. 1z tog razloga se Plankova konstanta Cesto naziva kvant dejstva.
Kvantni uslov (1.17), s obziom da u njemu ne figuriSe frekvencija oscilatora, je opstiji
od uslova (1.15) i moZe se primeniti na proizvoljno periodi¢no kretanje.

1.2.3 Uopstenje Borove teorije

Interpretirajudi energijske nivoe atoma preko "dozvoljenih" elektronskih orbita, Ciji
momenti impulsa uzimaju vrednosti odredene uslovom (1.10), Bor je zapravo oveo
kvantni uslov koji je analogan uslovu (1.17). Naime, ako sistem vrsi periodi¢no kre-
tanje koje je u faznom prostoru opisano promenom koordinate ¢ i kanonicki konju-
govanog impulsa p, onda je dejstvo u toku jednog perioda odredeno integralom S =
55 p dq. Za elektron koji se krece oko jezgra po kruznoj orbiti poluprecnika r pogodno
je kao koordinatu izabrati azimutni ugao ¢. Kanonicki konjugovan impuls koji odgo-
vara ovoj koordinati je moment impulsa elektrona, p, = mer’¢ = 1, koji je inte-
gral (konstanta) kretanja, tako da je dejstvo u toku jednog perioda S = ff pode =

l 0277 de = 2nl. Primenjujuéi kvantni uslov (1.17) na ovaj izraz neposredno sledi
Borov kvantni uslov (1.10).

Borov model je ubrzo unapreden od strane Zomerfelda (Arnold Sommerfeld) uvo-
denjem elipticnih elektronskih orbita i odgovarajucih kvantnih uslova (tzv. prostorno
kvantovanje), na osnovu cega je npr. bilo moguée objasniti Zemanov (P. Zeeman)
efekt i uvesti pojam degeneracije. Medutim, ova teorija nije bila u moguénosti da
opiSe spektre i strukturu viSeelektronskih atoma. Pokazalo se da kod sistema sa viSe
stepeni slobode ona daje dobre rezultate samo u slucaju kada je klasi¢no kretanje
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separabilno, tj. kada postoji skup koordinata koje su u odgovarajué¢im jednainama
kretanja potpuno razdvojene (matematicki raspregnute). Drugim recima, da bi se
teorija mogla primeniti na sistem od N stepeni slobode, mora da postoji skup koordi-
nata g;, i = 1,..., N u kome se kretanje razlaZze na N jednodimenzionih periodi¢nih
kretanja. U tom slucaju, ako su p; kanonicki konjugovani impulsi, odgovarajuéi, tzv.
Vilson-Zomerfeldovi (W. Wilson) kvantni uslovi glase®

9§p,-dq,~=n,»h, i=1,...,N, (1.18)

gde su kvantni brojevi n; celi brojevi, a integrali se uzimaju u toku jednog perioda
odgovarajuce (i-te) komponente kretanja. Pri tome periodi razli¢itih komponenti kre-
tanja ne moraju biti isti, ¢ak mogu biti i nesamerljivi (tzv. kvaziperiodi¢ne orbite).
Kvantni uslovi (1.18), ukljucujudi i jednodimenzioni slucaj (N = 1), Cesto se nazivaju
i Bor-Zomerfeldovim kvantnim uslovima.

1.2.4 Princip korespondencije

Uprkos nedostacima stare kvantne teorije, poznavanje njenih osnovnih elemenata
moZe nam pomoci da jasnije sagledamo kasniji razvoj teorije. Tako je Bor jo§ u okviru
stare kvantne teorije (1923) formulisao tzv. princip korespondencije koji je igrao sus-
tinsku ulogu u razvoju kvantne mehanike. Princip tvrdi da kvantna teorija prelazi u
klasi¢nu teoriju u grani¢nim slu¢ajevima kada ova druga postaje primenljiva. 1z sva-
kodnevnog iskustava je ocigledno da klasi¢na teorija vaZi u makroskopskom domenu.
Tada su vrednosti fizickih veli¢ina koje opisuju dinamiku mnogo veée od vrednosti
odgovarajuéih kvanata (npr. S > hili E > hv) i kvantni efekti prakticno ne dolaze
do izraZaja. Prema tome, klasi¢na teorija u principu vazi u grani¢nim sluc¢ajevima
gde se kvantni diskontinuiteti mogu smatrati beskonacno malim. Drugi primer je
mikroskopski sistem u slucaju velikih kvantnih brojeva (tada je S = nh > h odnosno
E = nhv > hy, posto je n > 1). U svim ovakvim grani¢nim slucajevima predvidanja
kvante teorija se moraju poklapati sa onima u klasi¢noj teoriji. Po$to su predmet
izuCavanja kvantne mehanike u principu sistemi na atomskoj i subatomskoj skali,
princip se obi¢no izrazava u slede¢em obliku: Rezultati kvantne teorije moraju asim-
ptotski da konvergiraju rezultatima klasi¢ne teorije u limitu velikih kvantnih brojeva.

Razmotrimo kao primer frekvenciju zraCenja koje emituje atom sa jednim elek-
tronom prelazeéi sa orbite sa kvantnim brojem n + 1 na orbitu sa kvantnim brojem n,
pri cemu je n veoma veliko. Elektron koji se kre¢e po kruznoj orbiti poluprecnika r

8Uz izvesne korekcije stara kvantna teorija je i danas u upotrebi kao aproksimativna (semiklasi¢na)
tehnika u kvantnoj mehanici. Pokazuje se da tzv. WKB kvantni uslovi fpidqi = h(n; + pi/4),
i=1,...,N, koji se dobijaju uvodenjem Maslovljevih indeksa y; u kvantne uslove (1.18), daju zado-
voljavajuée rezultate u opsStem slucaju separabilnog sistema, a narocito za velike vrednosti kvantnih
brojeva n;. Maslovljev indeks y; predstavlja broj promena znaka impulsa p; u toku jednog perioda
odgovarajuce (i-te) komponente kretanja. Ocigledno za rotaciono kretanje je p; = 0 dok je za os-
cilovanje u; = 2 (Sto daje ve¢ pomenutu korekciju 4v/2 na energijske nivoe (1.15), tj. energiju nulte
taCke).
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brzinom v prema klasi¢noj elektrodinamici treba da emituje elektromagnetno zracenje
te iste frekvencije, tj. wy = v/r. Ako je u pitanju n-ta Borova orbita bice

Uy &2\ 2z
=L om|— | =—. 1.19
@i n " (471'80) h3n3 (1.19)
S druge strane, kruZzna frekvencija zracenja pri prelazu m — n je
AE m, & \'Z* (1 1
m—-n= "= "~\7—""| =l >3~ 5 ) 1.20
@ no2 (47180) B\ m? (1:20)

Akojem =n+1lin> 1sledi 1/n? — 1/m* = 2n + 1)/[n*(n + 1)*] ~ 2/n?, odakle
za prelaz n + 1 — n dobijamo
Wptl-n = Wk, (121)

tj. frekvencija zraCenja emitovana sa visokopobudenog nivoa na susedni niZi nivo
jednaka je frekvenciji koja bi se dobila prema klasi¢noj elektrodinamici.

Princip u sustini pretpostavlja da postoji formalna analogija izmedu klasi¢ne i
kvantne teorije, $to npr. omoguéava definisanje procedure kvantizacije fizickih velici-
na. S druge strane on se moZe koristiti i kao sredstvo za izbor i proveru principa i
rezultata kvantne teorije koji odgovaraju stvarnosti, zahtevajuci da oni kao granicni
slu¢aj reprodukuju klasicnu mehaniku. Formalno, ovaj tzv. klasi¢ni limit se moZe
posti¢i uzimaju¢i da Plankova konstanta tezi nuli. Kao posledica toga npr. rasto-
janje izmedu diskretnih energijskih nivoa tezi nuli tako da diskretni spektar prelazi
u kontinualan. Pokazuje se, medutim, da ovaj prelaz nije trivijalan (za razliku npr.
od prelaza sa relativistiCke na nerelativisticku mehaniku u grani¢nom slucaju malih
brzina) posSto osnovni pojam u savremenoj kvantnoj mehanici, tzv. funkcija stanja, u
klasi¢nom limitu divergira.

Na kraju ovog kratkog pregleda mozemo zakljuciti da je stara kvantna teorija, pored
znacajnih rezultata, imala niz nedostataka i da nikada nije zaokruZena kao kompletna
teorija. MoZe se reci da se ona ustvari sastoji od skupa dodatnih (kvantnih) uslova koji
predstavljaju korekciju klasicne mehanike, a kojima se obezbeduje slaganje teorije
sa eksperimentalnim ¢injenicama. Stara kvantna teorija, medutim, ne daje sustinske
razloge za uvodenje kvantnih uslova. Da bi se njihova sustina razumela, a takode pre-
vazisla ograniCenja teorije, pokazalo se da je neophodno iéi dalje i potpuno odustati
od nekih fundamentalnih principa klasi¢ne teorije.

1.3 Nastanak kvantne mehanike

Nastanak kvantne mehanike se moZe smestiti u period izmedu 1923. i 1927. godine.
Gotovo u isto vreme su bile predstavljene dve ekvivalentne formulacije: Hajzenber-
gova matriéna mehanika (Werner Heisenberg, 1925) i Sredingerova talasna mehanika
(Ervin Schrodinger, 1926). Polazana tacka matri¢ne mehanike bila je kriticka analiza
stare kvantne teorije dok je talasnu mehaniku Sredinger razvio polazeéi od de Bro-
ljeve (Louis de Broglie) teorije o talasima materije.
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1.3.1 Hajzenbergova kritika stare kvantne teorije i matricna
mehanika

Prema Hajzenbergu u svakoj fizickoj teoriji se moraju razlikovati veli¢ine i pojmovi
koje je moguce (bar u principu) posmatrati od onih za koje je to neizvodljivo. Da bi
se izgradila zadovoljavajuca teorija, treba zadrzati ove prve (zva¢emo ih opservabil-
nim veli¢inama odnosno pojmovima) dok drugi moraju biti odbaceni ili izmenjeni. U
staroj kvantnoj teoriji, medutim, postoji niz pojmova koji se koriste bez eksperimen-
talnog pokric¢a. Takav je npr. pojam elektronske trajektorije (orbite) u atomu. Da bi
se ona eksperimentalno odredila potrebno je izvrsiti niz uzastopnih merenja poloZaja
elektrona. Pri tome je za dobro definisanu orbitu neophodno da tolerancija (neodre-
denost) rezultata merenja bude mnogo manja od srednjeg radijusa orbite a. Ovakva
merenja je u principu moguée izvesti X-zracima dovoljno male talasne duZine 4, tj.
ukoliko je 1 <« a. Medutim, u skladu sa Komptonovim efektom, sudar svakog fotona
X-zraCenja sa elektronom je propracen prenosom impulsa reda veli¢ine h/1 > h/a.
Ova perturbacija posmatranog sistema od strane mernog uredaja ocigledno ogranicava
preciznost poznavanja elektronske orbite.” U slu¢aju malih kvantnih brojeva pertur-
bacija je tako velika da orbitu nije moguce ni grubo odrediti. Tada, prema Hajzen-
bergu, poSto nijedan eksperiment ne moZe da potvrdi da elektron opisuje preciznu
orbitu u atomu, niSta nas ne sprecava da napustimo sam pojam trajektorije.

Polazedi iskljucivo od opservabilnih veli¢ina kao Sto su frekvencije i intenziteti
zraCenja emitovanih iz atoma, matricna mehanika Hajzenberga, Borna (Max Born) i
Jordana (Pascual Jordan) pridruZuje svakoj fizickoj veli€ini izvesnu matricu. Suprotno
veli¢inama u klasi¢noj fizici, matrice se pokoravaju pravilima nekomutativne algebre
koja omogucava korektan matematicki opis kvantnih pojava. Nekomutiranje odrede-
nih fizickih veli€ina je jedna od sustinskih karakteristika po kojoj se nova mehanika
razlikuje od klasi¢ne mehanike. Jednacine kretanja dinamickih promenljivih kvantnog
sistema su u ovom slucaju matri¢ne jednacine, koje su na osnovu principa kores-
pondencije formalno identi¢ne jednaCinama odgovarajuceg klasi¢nog sistema (Cije
promenljive komutiraju).

1.3.2 De Broljeva hipoteza i Sredingerova talasna mehanika

PokuSavajuci da uopsti Borovu ideju i primeni je na atome koji su sloZeniji od vodo-
nika, de Brolj je doSao na ideju da se talasno-Cesti¢ni dualizam, koji je zahvalju-
juéi Ajnstajnu kod svetlosti definitivno bio prihvaéen, prosiri na elektron i sve druge
Cestice. Pretpostavka je bila da se, analogno svetlosti (tj. fotonima), sve Cestice,
poput elektrona, zapravo prostiru pomocu talasa u koji su inkorporirane. De Brolj
je tako 1924. u okviru svoje doktorske teze postavio hipotezu o korpuskularno-
talasnoj (dualistickoj) prirodi svih Cestica materije. Prema njemu, relacije (1.1)-(1.3)
koje povezuju Cesti¢na i talasna svojstva svetlosti vaZe za sve Cestice i uopste za sva

9Ogranienje preciznosti merenja je nametnuto samom prirodom stvari, tj. konatnom vredno3¢u inter-
akcije izmedu posmatranog objekta i mernog instrumenta. Problemi prakti¢ne realizacije merenja, kao
$to je instrumentalna greska, se ovde ne uzimaju u obzir.
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1 Uvod

tela. Tako npr. iz relacije (1.2) sledi da je talasna duzina tzv. de Broljevog talasa
pridruZenog Cestici impulsa p jednaka

A=—. (1.22)

De Broljeva hipoteza na jednostavan nacin objaSnjava kvantovanje elektronskih
orbita u atomu vodonika. Ako se elektron krece po kruznoj orbiti poluprecnika r, da
bi orbita bila stacionarna, potrebno je da se na njoj formira stojeci de Broljev talas.
Uslov za to je da obim orbite bude jednak celobrojnom umnoSku njegove talasne
duZine

2rm=nd, n=12,.... (1.23)

Izrazavajudi talasnu duzinu A preko impulsa elektrona p = m,v pomocu relacije
(1.22), iz poslednjeg uslova se dobija 2rr = nh/m,v, odnosno Borov kvantni uslov
(1.10).

Eksperimentalna potvrda talasnih svojstava elektrona je dobijena 1927. godine
Dejvison-Dzermerovim (C. J. Davisson, L. H. Germer) eksperimentom.'® U eksperi-
mentu je posmatrana difrakcija elektrona na monokristalu nikla, ¢ija kristalna reSetka
igra ulogu difrakcione reSetke. Pojava difrakcionih maksimuma pri refleksiji elek-
trona na povrsini kristalne reSetke, slicno kao pri refleksiji X-zraka, potvrdila je da
se snop elektrona pri tome ponasa kao talas. Sredinom XX veka je eksperimentalno
potvrdena i difrakcija teZih Cestica kao $to su neutroni. Najmasivnije Cestice sa kojima
je do kraja XX veka izveden difrakcioni eksperiment i potvrdeno talasno ponaSanje
su fulereni koji se sastoje od 60 atoma ugljenika (Cgp).

Sledeéi de Broljevu ideju Sredinger je krenuo u potragu za talasnom jednacinom
¢ija bi reSenja pravilno opisivala talasne osobine datog mehanickog sistema. Do
ove fundamentalne jednacine on je uspeo da dode rukovodedi se analogijom izmedu
mehanike i optike te koriste¢i princip korespondencije. Resenja Sredingerove jedna-
Cine su tzv. talasne funkcije (funkcije stanja ili psi-funkcije kako ih je sam Sredinger
zvao) i one u talasnoj mehanici, za razliku od de Broljeve interpretacije, nemaju realnu
prirodu. Talasna funkcija je matematicki entitet koji opisuje talasni aspekt materije,
koji u takvoj interpretaciji ima formalan karakter. Born je dao probabilisticki smisao
talasnoj funkciji povezujudi je, kako ¢emo videti, sa verovatnoéom nalaZenja Cestice.

1.3.3 Razli¢ite formulacije kvantne mehanike

U prvo vreme, neposredno po predstavljanju teorija, izmedu Hajzenberga i Sredingera
dolazi do nerazumevanja usled razlicitih polaznih stavova i suprotstavljenih inter-
pretacija. Medutim, na Borovu inicijativu, na sastancima koje je on organizovao

10Nezavisno od njih Tomson mladi (G. P. Thomson, sin J. J. Thomson-a) je iste godine izveo sli¢an eksperi-
ment sa rasejanjem elektrona na tankim folijama od razli¢itih materijala, medu kojima su neki imali
monokristalnu, a drugi polikristalnu strukturu (objavljeno 1928. godine). Rezultati dobijeni za oba tipa
materijala su potvrdili talasno ponaSanje elektrona. Tomson i Dejvison su za ove rezultate 1937. godine
dobili Nobelovu nagradu za fiziku.
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u Kopenhagenu, kroz Zucne diskusije medu najpoznatijim fiziarima tog vremena
dolazi do postepenog usaglasavanja misljenja. Uskoro se uvidelo da su talasna i ma-
tricna mehanika ekvivalentne i da predstavljaju dve formulacije kvantne mehanike
koja se moZe predstaviti u veoma opsStem obliku. Izgradnja tog opSteg formalizma
je u najveéoj meri bila Dirakova (P. A. M. Dirac) zasluga. Tako je dobijena nerela-
tivisticka kvantna teorija supstancijalnih (masenih) Cestica koja, dopunjena kvantnom
teorijom elektromagnetnog polja, €ini koherentnu celinu pogodnu za tretman pro-
blema vezanih za mikroskopske mehanicke sisteme koji interaguju sa elektromagnet-
nim poljem. Tzv. statisticka interpretacija Kopenhagenske $kole, ¢iji su najrevnosniji
zagovornici bili Bor, Hajzenberg i Born, je nakon mnogobrojnih kontroverzi kona¢no
dobila podrsku velike veéine fiziara. Medutim, ona je imala (i jo§ uvek ima) izvestan
broj tvrdih oponenata, medu kojima su bili Ajnstajn, Sredinger i de Brolj.

Od mnogobrojnih nacina da se uvede kvantna mehanika Dirakov opsti prilaz je
svakako najelegantniji. Medutim, on sa jedne strane zahteva vladanje odgovara-
juéim matematickim formalizmom, dok sa druge strane zbog svoje apstraktnosti nosi
rizik od zaklanjanja fizicke suStine. Prilaz i matematicki aparat koje koristi talasna
mehanika se pokazao pristupacnijim za prvo upoznavanje sa kvantnom mehanikom.
Osim toga ova formulacija kvantne mehanike se najéesce koristi u konkretnim izracu-
navanjima i primenama. Mi ¢emo u prvom delu ovog kursa (Kvantna mehanika 1)
slediti ovaj prilaz dok ne steknemo odredeno iskustvo i usvojimo matematicki aparat
potreban za opstiji prilaz.

1.4 Osnovne ideje i principi kvantne mehanike

U ovom delu éemo koristeci fenomenoloski prilaz uvesti i analizirati neke od osnovih
ideja i principa kvantne mehanike. Poci¢emo od analize Jangovog eksperimenta sa
dva proreza i demonstrirati kako se naizgled iskljudive koncepcije talasa i Cestice
mogu pomiriti uvodenjem fundamentalnih kvantnih principa. Predstaviéemo verziju
eksperimenta sa fotonima, imajuci u vidu da ne bi bilo sustinske razlike ako bi se isti
eksperiment izveo sa elektronima ili sa nekim drugim Cesticama.

1.4.1 Talasno-Cesticni dualizam. Analiza eksperimenta sa dva
proreza

Neka se monohromatska svetlost emituje iz izvora S i pada na zaklon sa dva uska
proreza P; i P, (slika 1.2). Deo svetlosti koja prolazi kroz proreze detektuje se na
ekranu (npr. foto-ploca). I1(x) i I(x) su distribucije intenziteta dobijene nakon difrak-
cije svetlosti u slucaju kada je samo jedan od proreza (P; odnosno P,) otvoren. Kada
su oba proreza istovremeno otvorena na ekranu (detektoru) se dobija distribucija u ob-
liku interferencionog obrasca I1,(x) koji se bitno razlikuje od sume distribucija 7;(x)
i L(x):

I]z(x) + 1 ()C) + ]2()6). (124)
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zaklon ekran

Slika 1.2. a) Skica Jangovog eksperimenta sa dva proreza. Distribucije intenziteta svetlosti
na ekranu: b) /; i I, u slucaju kada je samo jedan od proreza (P, odnosno P,) otvoren i c) /1,
kada su oba proreza istovremeno otvorena. Distribucija [}, (interferencioni obrazac) se bitno
razlikuje od sume distribucija /; i I,.

Talasna teorija svetlosti daje korektnu interpretaciju dobijenih difrakcionih obraza-
ca. Intenzitet svetlosti u svakoj tacki ekrana je proporcionalan kvadratu amplitude
elektricnog polja u toj tacki. Ako su E|(x) i E»(x) vrednosti elektricnog polja (u
kompleksnoj notaciji) elektromagnih talasa u tacki x koji se prostiru iz proreza Py i P,
(kao sekundarnih izvora), rezultujuce polje u toj tacki (kada su oba proreza otvorena)
je E(x) = E1(x) + E>(x). Intenzitet svetlosti u tacki x je tada

I12(x) ~ [EQ)P = |E1 (%) + Ex(x). (1.25)

Posto su intenziteti I; ~ |E{(x)]*, I, ~ |E»(x)|%, iz prethodne formule sledi da se
I2(x) i I1(x) + I(x) razlikuju do na interferencioni Clan ~ E}(x)E2(x) + E1(x)E5(x)
koji zavisi od fazne razlike izmedu E(x) i E»(x) i Cije prisustvo obja$njava oscilacije
u distribuciji /;;. OCcigledno, prema ovoj teoriji, smanjenje intenziteta izvora S ce
imati za posledicu samo smanjenje intenziteta difrakcionog obrasca na ekranu ali ne
i promenu njegovog oblika.

Ovaj fenomen se, medutim, u stvarnosti ne opaza na opisani na¢in. U eksperimentu
se uvek detektuju pojedinacni fotoni tako da se distribucije I;(x), I>(x) odnosno 7, (x)
ustvari dobijaju interpolacijom nakon detekcije velikog broja fotona. Ako npr. umesto
ekrana stavimo foto-plocu, Sto veéi broj fotona bude padao na nju distribucija e sve
viSe dobijati kontinualni karakter, i to oblika /1,(x) ako su oba proreza otvorena. Moze
se reci da pojedinacni fotoni, kako pristizu, grade interferencioni obrazac. Ako je,
umesto toga, u prvoj polovini vremena ekspozicije otvoren samo prorez Py, a u drugoj
samo prorez P, fotoni ée izgraditi interferencioni obrazac I,(x) + I>(x). Prema tome,
moZe se zakljuciti da emisija i apsorpcija svetlosti (Sto ukljucuje i detekciju) imaju
Cesticni karakter, dok je njeno prostiranje talasna pojava koja konacno odreduje i
distribuciju fotona koji padaju na ekran.

Postavlja se pitanje da li bi dobijeni rezultati mogli biti objasnjeni potpuno u okviru
korpuskularne teorije. Difrakcija na svakom od proreza bi se npr. mogla objas-
niti rasejanjem fotona (kao Cestica) na ivicama proreza. Medutim, detaljnija ana-
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liza bi pokazala da je ova pretpostavka nedovoljna za korektan opis. Jo§ veéi pro-
blem predstavlja tumacenje distribucije /1»(x). U okviru korpuskularne teorije mogli
bismo pokusSati da ovu distribuciju objasnimo interakcijom izmedu fotona koji pro-
laze kroz prorez P; i fotona koji prolaze kroz prorez P,. Ova pretpostavka dovodi
do sledeceg zakljucka: Ukoliko se intenzitet izvora S (broj fotona emitovanih u je-
dinici vremena) toliko smanji da fotoni padaju na ekran jedan po jedan,'' interak-
cija medu njima vise ne postoji i trebalo bi ocekivati da interferencioni obrazac pot-
puno izostane. To se, medutim, ne deSava. Ako umesto ekrana stavimo foto-plocu
i pove¢amo vreme ekspozicije toliko da je fotografijom zahvacen veliki broj fotona,
nakon razvijanja uoc¢i¢emo da interferencioni obrazac nije isCezao. Prema tome, Cisto
korpuskularna interpretacija prema kojoj je 11, posledica interakcije medu fotonima
mora biti odbacena. S druge strane, ekpozicija foto-ploce moZe biti tako kratka da je
na njoj zahvaceno samo nekoliko fotona. U tom slu¢aju, umesto veoma slabog inter-
ferencionog obrasca, na snimku se vide pogoci pojedinacnih fotona ¢ija raspodela
izgleda potpuno slucajna. Ocigledno je, dakle, da Cisto talasna interpretacija takode
nije prihvatljiva. Prema tome, nijedna od pomenutih interpretacija pojedinacno ne
moZe da opiSe eksperimentalne rezultate kompletno.

1.4.2 Kvantno ponasanje

Na osnovu gore izloZenog mogli bismo reéi da u okviru Cesti€ne teorije rezultat
eksperimenta sa dva proreza, kada izvor emituje jedan po jedan foton, dovodi do
paradoksa. Naime, posto je svaka mogucnost interakcije medu fotonima iskljucena
nije jasno zasto bi se rezultat eksperimenta drastiéno promenio u zavisnosti od toga
da li su oba proreza istovremeno otvorena ili naizmeni¢no jedan pa drugi. Stavise nije
jasno kako je u prvom slucaju, pod takvim okolnostima, uopsSte moguce dobiti dis-
tribuciju I1>(x) (interferencioni obrazac). Na koji na¢in (kojim putem) u tom slucaju
fotoni stizu od izvora do detektora? Dobija se paradoksalan odgovor da svaki foton
prolazi istovremeno kroz oba proreza i interferira sa samim sobom.

Primetimo da u originalnom eksperimentu, kada su oba proreza otvorena, nismo u
mogucnosti da odredimo kroz koji od njih foton prolazi pre nego $to stigne do detek-
tora. Ako pokuSamo da to saznamo stavljajuci npr. detektor iza jednog od proreza,
detektovani foton ée biti apsorbovan i situacija ¢e samim merenjem biti promenjena
posto taj foton nece sti¢i do ekrana. Detaljnija analiza pokazuje da je nemogude
konstruisati verziju eksperimenta koja daje interferencioni obrazac i u isto vreme in-
formaciju kroz koji od proreza je svaki foton prosao.

Ako se ova informacija u principu ne moZe dobiti iz eksperimenta (merenjem),
namece se zakljucak da je tada besmisleno i postavljati pitanje o tome kojim putem
fotoni (kao klasi¢ne &estice) stizu do detektora.'> Ovakvo pitanje bi podrazumevalo

1Ova varijanta eksperimenta u vreme nastanka kvantne mehanike nije bila realno izvodljiva, pa se tada
govorilo o tzv. misaonom eksperimentu. Medutim, kasnije je razvoj tehnologije omogucio emisiju i
detekciju pojedinacnih Cestica tako da su od kraja XX veka ovakvi eksperimeni izvodljivi (videti niZe).

120vo0 je ustvari poznati Hajzenbergov stav o opservabilnim i neopservabilnim veli¢inama o kome je bilo
re¢i u prethodnom poglavlju (Nastanak kvantne mehanike).
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da se u prirodi neSto deSava nezavisno od opservera. U kvantnoj fizici, medutim,
kvantni objekat i merni instrument ¢ine sustinski povezan sistem. Ono §to se deSava sa
ispitivanim objektom ne zavisi samo od njega, ve¢ presudno i od interakcije sa mernim
uredajem. Kada se merenje vrsi na mikroskopskom sistemu, interakcija sa mernim
instrumentom se ne moze proizvoljno redukovati (informacija o stanju sistema se npr.
dobija razmenom energije ili impulsa sa mernim uredajem, koja ne moZe biti manja
od jednog kvanta) tako da se stanje sistema sustinski remeti, dakle u principu nije isto
pre i nakon izvrSenog merenja.'?

Prema tome, da bi se paradoks razreSio neophodno je odustati od ideje da foton ne-
minovno prolazi kroz pojedinacni prorez. Ovim se prakticno odustaje od pojma tra-
jektorije Cestice kao fundamentalnog koncepta klasicne fizike. Umesto toga mozemo
govoriti o verovatno¢i pojavljivanja (detektovanja) Cestice u nekoj tacki prostora u
datom trenutku. Npr. u eksperimentu sa dva proreza verovatnoéa da foton padne u
tatku x na ekranu je proporcionalna intenzitetu svetlosti koji je na osnovu talasne
teorije ~ |E(x)|>. Ovim se o¢igledno determinizam klasi¢ne mehanike, gde pocetni
uslovi potpuno odreduju kretanje Cestice, zamenjuje probabilistickim (stohasti¢kim)
pristupom. Iz svega izloZenog proizilazi da moramo prihvatiti da koncepti klasi¢ne
fizike, iako nam svakodnevno iskustvo nalaze da ih smatramo dobro utemeljenim,
nisu primenljivi u mikroskopskom domenu i da je neophodno prihvatiti drugacije
principe koji ¢e biti u skladu sa kvantnom prirodom mikrosveta. U daljem izlaganju
¢emo fizicki sistem Cije se osobine i ponaSanje ne moZe objasniti u aproksimaciji
klasi¢ne fizike, veC je za to neophodna kvantna mehanika, zvati kvantni sistem.

Kao $to smo naglasili na pocetku analize eksperimenta sa dva proreza, isti ekspe-
riment bi se mogao razmatrati i sa drugim Cesticama, npr. sa elektronima. Na osnovu
de Broljeve teorije rezultati moraju biti ekvivalentni, tako da zakljucke vezane za
kvantno pona$anje fotona mozemo uopstiti i na druge Cestice. Razlika je, naravno, u
prirodi talasa koji su pridruzeni fotonima odnosno drugim Cesticama. Realan ekspe-
riment sa snopom elektrona je izveden 1959. godine (G. Mollenstedt i C. Jonsson),
a kasnije i1 sa drugim Cesticama. Rezultati su u svim slucajevima potvrdili ocekivano
ponasanje. Medu skorijim rezultatima treba pomenuti eksperiment ovog tipa koji je
izveo Tonomura (A. Tonomura, 1989) sa elektronima koji su se emitovali iz izvora
jedan po jedan. Eksperiment predstavlja najbliZu realizaciju eksperimenata sa dva
proreza koji smo analizirali i njime je potpuno potvrdeno opisano ponasanje.

1.4.3 Princip neodredenosti i komplementarnost

Kao $to smo ve¢ naglasili, proces merenja u kvantnoj mehanici uvek utice na ob-
jekat merenja (kvantni sistem) i u principu, za datu tacnost merenja, ovaj efekat nije
moguce proizvoljno smanjiti. Sto je ta¢nije merenje to je ja¢i njime uzrokovan efekat,
i samo u merenjima veoma male tacnosti efakat na mereni objekat moZe biti mali.

13U Klasi¢noj fizici se, s druge strane, uticaj merenja na (makroskopski) objekat preéutno zanemaruje posto
se interakcija izmedu ispitivanog objekta i mernog instrumenta moZe naciniti tako malom u odnosu na
sam sistem da se moZe smatrati infinitezimalnom.
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Ovo ¢Cini sustinu onoga §to se zove princip neodredenosti, jedan od osnovnih principa
kvantne mehanike, koji je otkrio Hajzenberg (1927).

Videli smo da u Jangovom eksperimentu, kada su oba proreza otvorena, ekspe-
rimentalni uredaj omogucava merenje talasnog aspekta (interferencije) dok Cesti¢ni
aspekt, koji se sastoji u izboru putanje kroz jedan od proreza, ostaje potpuno ne-
odreden (moZemo reci i neostvaren). Obrnuto, ako se merenjem utvrdi kroz koji od
dva proreza Cestica prolazi, dolazi do razaranja interferencije. Na osnovu ovog i niza
drugih primera Hajzenberg je doSao do principa neodredenosti koji bi se mogao for-
mulisati u slede¢em opsStem obliku: Postoje aspekti ponaSanja kvantnih sistema koji
su u takvom odnosu da poznavanje (merenje) jednog drugi ¢ini nuZno neodredenim.
Prema ovom principu, za pojedine parove fizi¢kih veli¢ina (promenljivih) koje opisuju
ponasanje kvantnog sistema nemoguce je odrediti precizno i istovremeno vrednosti
obe veli¢ine.

Bor je govorio i o komplementarnosti aspekata (odnosno fizickih promenljivih). Za
jedan aspekt ponaSanja kvantnog objekta obicno postoji viSe drugih aspekata tako da
vaZzi princip neodredenosti. Ako se merenje dva aspekta u istom eksperimenu potpuno
iskljucuje onda su oni komplementarni. Talasno-Cesti¢ni dualizam je tipi¢an primer
komplementarnosti. Komplementarnost se ustvari moZe smatrati i kao uopstenje ovog
dualizma.

1.4.4 Relacije neodredenosti

Relacije neodredenosti izraZavaju princip neodredenosti u kvantitativnoj formi. One
se mogu izvesti analizirajuci sledeci primer. Posmatrajmo paralelan, monohromatski i
koherentni snop svetlosti koji pada normalno na dijafragmu sa uskim prorezom. Deo
snopa koji prolazi kroz prorez ¢e na ekranu koji se nalazi iza dijafragme formirati
difrakcioni obrazac sa izraZzenim glavnim maksimumom i slabijim sekundarnim mak-
simumima (slika 1.3). Analogno ¢e se deSavati i sa snopom elektrona ili nekih drugih
Cestica.

X
prvi min.
p/
4 0, |Ap, gl.
) d maks,
!
prvi min.

Slika 1.3. Difrakcija snopa Cestica na dijafragmi sa prorezom. Neodredenost poloZaja Cestica
propustenog dela snopa odgovara §irini proreza d, dok se neodredenost njihovih impulsa moZe
proceniti na osnovu $irine glavnog difrakcionog maksimuma.
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1 Uvod

Ako je upadni snop odreden talasnim vektorom Kk, a prorez ima Sirinu d, intenzitet
rasejanog snopa kao funkcija ugla devijacije 6 je dat formulom

. 2
16) = IO(SIZ“) , (1.26)

gdejea = (nmd/A)sinfi A = 2x/|k|. Minimumi intenziteta se javljaju kada je @ = +nr
(n=1,2,...), tj. pri uglovima +6,, odredenim uslovom d sin 6,, = nd. Nakon difrak-
cije najveci broj Cestica pada oko glavnog maksimuma, pri ¢emu u oblast izmedu
prvih minimuma, tj. u interval uglova 6 odreden uslovom

A
|sin@| < sinf; = 7 (1.27)

odlazi vise od 90% intenziteta upadnog snopa.

Izaberimo x-osu tako da bude normalna na pravac upadnog snopa i pri tome da
leZi u pravcu Sirine proreza (slika 1.3). Pre prolaska Cestice kroz prorez kompo-
nenta njenog impulsa p = #k u x-pravcu je p, = 0, tj. ima ta¢no odredenu vred-
nost. Mozemo reéi da je neodredenost ove komponente impulsa Ap, = 0. S druge
strane sama koordinata x je tada potpuno neodredena jer Cestica moZe pasti u bilo
koju tacku na dijafragmi. Za Cestice koje produ kroz prorez na dijafragmi situacija
se menja. Umesto potpune neodredenosti koordinate x imamo konacnu (malu) neo-
dredenost Ax = d, ali posledica toga je narusavanje tacnog poznavanja komponente
impulsa p,. Naime, Cestice nakon prolaska kroz prorez, kao rezultat difrakcije, do-
bijaju komponentu impulsa u x-pravcu sa slu¢ajnim vrednostima p, = psiné (pri
¢emu je p = |p| = |[p’|) prevashodno iz intervala odredenim uslovom (1.27). Neo-
dredenost impulsa je prema tome Ap, ~ psinf; = h/d. Uocimo da neodredenost
x-komponente impulsa raste obrnuto proporcionalno sa smanjenjem Sirine proreza d,
tj. sa smanjenjem neodredenosti koordinate x. Dobija se, dakle, relacija

AxApy ~ h. (1.28)

Prema Hajzenbergu, ¢in ograniavanja Cestice u oblast Sirine Ax duZ x pravca rezul-
tuje neodredenoséu odgovarajuce komponente impulsa Ap, tako da je AxAp, jednako
ili vece nekoj konstanti. (Znak > se pojavljuje iz razloga Sto je uvek moguce uvesti
dodatne izvore neodredenosti iza fundamentalnog limita.)

Precizna definicija neodredenosti fizicke veliine je standardna devijacija rezul-
tata koji se dobijaju pri merenju te veliCine. Ovako definisana neodredenost kompo-
nente impulsa daje neSto uzu meru, tako da se relacije neodredenosti dobijaju u obliku
(izvodenje je dato u glavi 3)

| St
>
~
>
=
<
v
STE
>
N
>
¥
v
NSt

AxApy > (1.29)
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1.4 Osnovne ideje i principi kvantne mehanike

1.4.5 Stanje kvantnog sistema i princip superpozicije

Iz prethodne analize smo videli da ponaSanje fotona i drugih Cestica nije determinis-
ticko (kao u klasi¢noj fizici) vec je probabilisti¢ko, pri cemu talasni aspekt omoguéava
izraCunavanje verovatnoce. Kad je re¢ o fotonu, elektromagnetni talas, koji je reSenje
Maksvelovih jednacina, nosi informaciju o njemu u svakom trenutku ¢ pa mozemo
reéi da ovaj talas karakteriSe stanje fotona u datom trenutku.'* Pri tome je dovoljno
posmatrati samo jednu njegovu komponetu, npr. elektricno polje E(r,#). Tada se
E(r,t) moZe interpretirati kao amplituda verovatnoce pojavljivanja fotona u tacki r u
trenutku ¢, $to znaci da je odgovarajuéa verovatnoéa proporcionalna |E(r, 1)|.

Za razliku od fotona, talasni aspekt kod drugih Cestica se ne moZe dovesti u vezu
sa nekim merljivim fizickim poljem. Moglo bi se reci da on obuhvata sve one 0so-
bine i ponasanje Cestice koje je ¢ine drugacijom u odnosu na Cesticu u klasi¢noj fizici,
pri ¢emu je ta razlika opisana i protumacena po analogiji sa dvojnom prirodom svet-
losti. Prema tome, oekujemo da se kvantne osobine i ponaSanje elektrona (ili neke
druge Cestice nenulte mase mirovanja) mogu opisati nekom funkcijom (r, ) koja
predstavlja analogon elektromagnetnog talasa kod fotona. Ova tzv. talasna funkcija
zapravo karakteriSe kvantno stanje Cestice. Pokazuje se da je ona sustinski komp-
leksna funkcija za razliku od E(r, t), gde se kompleksna notacija koristi iskljucivo iz
prakti¢nih razloga (fizicki smisao ima realni deo od E(r,?)). Po toj analogiji talasna
funkcija y(r, f) se interpretira kao amplituda verovatnoce pojavljivanja Cestice u tacki
r u trenutku #, a odgovarajuéa verovatnoca je propocionalna kvadratu njenog modula
ly(r, H)? koji je, za razliku od amplitude, pozitivna realna veli¢ina.

Ovde treba pomenuti jo§ jedan od fundamentalnih principa (pored principa neo-
dredenosti) vezanih za talasni aspekt i uopste kvantno ponaSanje — princip super-
pozicije. Ovaj princip kaze da superpozicija dva razlicita stanja kvantnog sistema
predstavlja takode neko stanje istog sistema. Tako npr. u Jangovom eksperimentu,
kada smo sigurni da foton ide jednim od dva moguca optic¢ka puta, moZemo govoriti o
odredenom stanju fotona. Ne ulaze¢i u matematicki opis, ovo stanje se moze definisati
kao pripadnost snopu fotona koji se prostire jednim od pomenutih puteva. Kada se
foton prostire i jednim i drugim putem istovremeno onda kaZemo da su odgovarajuéa
dva stanja superponirana u novo stanje (tzv. koherentna meSavina stanja). U slucaju
svetlosti princip superpozicije je posledica linearnosti Maksvelovih jednacina: ako su
E| i E; dva reSenja jednacina, tada je i E = ¢ E| + 2 E», gde su ¢ i ¢, proizvoljne
konstante, takode reSenje ovih jednacina. Tumacenje talasnih fenomena u fizickoj
optici (difrakcija, interferencija) se upravo zasniva na ovom principu. Analogija u
ponasanju snopa fotona i drugih Cestica u situacijama kada do izrazaja dolazi njihov
talasni aspekt ukazuje na to da princip superpozicije mora da vaZi u opStem slucaju.

Kao posledica vaZenja principa superpozicije u kvantnoj mehanici sledi da, ako
postoji jednacina Cija su reSenja talasne funkcije koje opisuje kvantna stanja, onda
ona mora biti linearna. Ovo je jedan od bitnih argumenta koji je u vreme formiranja
kvantne mehanike ukazivao na oblik koji treba da ima Sredingerova talasna jednacina.

4Precizna definicija kvantnog stanja fotona se moze dati samo u okviru kvantne elektrodinamike.
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1 Uvod

Pomenimo ovde da opis stanja kvantnog sistema pomocu talasne funkcije nije i
jedini mogud¢i nac¢in. Kad budemo dovoljno usli u formalizam kvantne mehanike
vide¢emo da se kvanta stanja u najopstijem obliku predstavljaju pomocu vektora iz
nekog apstraktnog beskona¢nodimenzionog (tzv. Hilbertovog) prostora, a da su ta-
lasne funkcije u tom kontekstu tzv. koordinatna reprezentacija ovih vektora.

1.4.6 Znacaj pojma merenja u kvantnoj mehanici

U odeljku 1.4.2 smo videli da razreSenje paradoksa nastalih prihvatanjem talasno-
Cesti¢nog dualizma zahteva radikalnu promenu slike u mehanici. Odsustvo odredene
trajektorije Cestice, koje samo po sebi predstavlja dramati¢nu razliku izmedu klasi¢ne
i kvantne predstave o Cestici, liSava je samim tim i odredenih dinamickih karakte-
ristika kao $to su polozaj, brzina, impuls, itd. Prema tome, jasno je da bi za sistem
koji se sastoji samo iz kvantnih objekata bilo potpuno nemoguce konstruisati neku
logicki prihvatljivu teoriju. Moguénost kvantitativnog opisa kretanja elektrona za-
hteva takode prisustvo fizickog objekta koji se sa dovoljnom taéno$éu ponasa po za-
konima klasi¢ne mehanike. Ako elektron interaguje sa takvim "klasi¢nim objektom",
stanje ovog poslednjeg se takode menja. Karakter i veliCina te promene zavisi od
stanja elektrona i, prema tome, moZe da posluzi kao njegova kvantitativna karakteris-
tika. U tom smislu takav "klasi¢ni objekat" se obi¢no naziva "instrument", a o procesu
njegove interakcije sa kvantnim objektom govorimo kao o merenju. MoZe se, dakle,
zakljuciti da se dinamicke karakteristike kvantnog sistema ispoljavaju iskljucivo kao
rezultat nekog merenja i da bez toga one zapravo nisu ostvarene. Ovakvo tumacenje
predstavlja stav ve¢ pomenute Kopenhagenske skole (v. odeljak 1.3.3) koja je medu
razliitim interpretacijama kvantne mehanike ostala najSire prihvaéena.'> U toj in-
terpretaciji se promena stanja kvantnog sistema pri merenju, koja dovodi do ispolja-
vanja odredenih osobina sistema, tumaci interakcijom tog sistema sa mernim instru-
mentom, dok uloga posmatraca kao spoznajnog subjekta nije eksplicitno ukljucena
u teoriju, mada se njegovo prisustvo podrazumeva.'® Kona¢no moZemo zakljuditi
da je odnos izmedu klasi¢ne i kvantne mehanike u najmanju ruku neobican. Naime,
kvantna mehanika sadrzi klasicnu mehaniku kao grani¢ni slucaj (princip korespon-
dencije), dok u isto vreme ona zahteva taj granicni slucaj za svoju sopstvenu for-
mulaciju (pojam merenja fizicke veli¢ine). Rasvetljavanje vaznosti pojma merenja u
kvantnoj mehanici se u najvecoj meri moze pripisati Boru.

15Za razliku od "ortodoksnih" sledbenika Kopenhagenske 8kole, tzv. "realisti", medu kojima je AjnStajn
svakako bio najuticajniji, smatraju da kvantni sistemi u svakom trenutku imaju potpuno odredene sve
dinamicke karakteristike, ali da kvantna mehanika kao nepotpuna teorija nije u mogucénosti da to opise.

197 po ovom pitanju postoje drugacija misljenja. Tako npr. fon Nojman (John von Neumann), koji se
smatra najzasluznijim za postavljanje rigoroznog matematickog okvira kvantne mehanike, u svojoj
knjizi "The Mathematical Foundations of Quantum Mechanics" zakljuCuje da matematicka pozadina
kvantne mehanike dozvoljava da se promena stanja pri merenju moZe dovesti u vezu sa nizom mogucih
uzroka, od mernog uredaja do subjektivne percepcije posmatraca.
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1.4 Osnovne ideje i principi kvantne mehanike

1.4.7 Kvantni ansambli. Cista i me$ana stanja

Iako je glavni zadatak kvantne mehanike da opiSe ponasanje i osobine pojedinacnih
kvantnih sistema, ona kao probabilisticka teorija zahteva uvodenje nekih pojmova
iz statistiCke fizike u svoj formalizam. Da bi se eksperimetalno odredila verovatnoéa
dobijanja odredene vrednosti neke fizicke veli¢ine (npr. verovatnoéa nalazenja Cestice
u nekom delu prostora), potrebno je izvrsiti dovoljno veliki broj merenja N na istom
kvantnom sistemu pod istim pocetnim uslovima. Na taj nacin se ustvari odreduje re-
lativna frekvencija dobijanja tog rezultata merenja, koja u limitu N — oo predstavlja
verovatnocu njegovog dobijanja. Pogodan nacin da se ovakvo viSestruko ponovljeno
merenje izvede, ali i da se teorijski opiSe, je preko statistiCkog ansambla. Statisticki
ansambl predstavlja veliki broj istovetnih fizi¢kih sistema. Ako su u pitanju istovetni
kvantni sistemi, onda se on naziva kvantni ansambl. Prema tome, umesto da se sta-
tistika rezultata formira ponavljanjem merenja na istom kvantnom sistemu, $to moze
da predstavlja poteskocu jer se u principu svakim merenjem stanje sistema menja,
pogodnije je merenje izvrsiti na ansamblu ¢ime se obezbeduju isti pocetni uslovi.

U prethodnim odeljcima smo videli da proces merenja u kvantnoj mehanici ima
za posledicu promenu stanja kvantnog sistema, ali takode i mernog instrumenta, §to
omogucava ispoljavanje odredene osobine sistema, odnosno dobijanje odredene vred-
nosti merene veli¢ine. Dobijanje odredenog rezultata merenja, prema tome, pred-
stavlja i nacin kako da se taj sistem prevede u odredeno kvantno stanje. Medutim,
posto u opstem slucaju rezultat merenja nije moguce predvideti, taj prelaz je slucajan
dogadaj i jedino §to se moZe odrediti je njegova verovatnoca. Iz tog razloga se pre-
vodenje sistema u unapred zadato kvantno stanje obi¢no vrsi na kvantnom ansamblu.
Ako od ukupnog broja N sistema koji ¢ine ansambl kod njih N’ dobijemo unapred za-
dati rezultat nekog merenja, i ako tih N’ sistema izdvojimo i formiramo novi ansambl,
onda ¢e svaki pojedinacni kvantni sistem tog ansambla biti u istom, unapred zadatom
stanju, tj. dobi¢emo ansambl koji se sastoji od kvantnih sistema prevedenih u Ze-
ljeno stanje.!” Time je procenjena i verovatnoéa dobijanja datog rezultata merenja, s
obzirom da mora biti bliska relativnoj frekvenciji N’/N.

Za kvantni ansambl koji se sastoji od kvantnih sistema u istom stanju kaZzemo da je
homogen ili ¢ist. U tom smislu se stanje pojedinacnog kvantnog sistema koji pripada
nekom &istom kvantnom ansamblu &esto naziva i ¢isto stanje. Cisto stanje predstavlja
maksimalno moguée poznavanje osobina kvantnog sistema u datom trenutku i, kao
$to smo naveli, opisuje se talasnom funkcijom ili vektorom stanja.

U praksi stanje kvantnog sistema ¢esto nije potpuno odredeno. Ansambl formi-
ran od velikog broja takvih sistema ¢e biti nehomogen. Za kvantni ansambl kaZzemo
da je nehomogen ili mesan ako se moze dobiti meSanjem (ili, ekvivalentno, ako se
moZe razloZiti na) dva ili viSe razlicitih (pod)ansambala. Pri tome se podrazumeva
da se meSanjem ansambala gubi informacija o tome iz kog od prvobitnih ansambala

70vde je re¢ o tzv. selektivnom merenju gde se iz poetnog ansambla izdvajaju svi kvantni sistemi na
kojima je dobijen odredeni unapred zadati rezultat i od njih formira novi (manji) ansambl. Ako, medu-
tim, nakon merenja sve kvantne sisteme ostavimo u jednom ansamblu onda govorimo o neselektivnom
merenju.
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1 Uvod

svaki pojedinacni sistem potice. Za kvantni sistem koji pripada nekom nehomogenom
ansamblu kaZzemo da je u mesanom stanju. MeSano stanje treba strogo razlikovati
od superpozicije (koherentne meSavine) Cistih stanja koja je opet neko Cisto stanje.
Kad je kvantni sistem u meSanom stanju to znaci da opserver nedovoljno poznaje
trenutne osobine sistema, tacnije, nije mu poznato sa kojim pojedinacnim stanjima
manipuliSe. MeSano stanje nije moguce opisati pomocu talasne funkcije ili vektora
stanja. Videcemo da je matematicki entitet koji to omoguéava tzv. matrica gustine (ili
statistiCki operator). MeSana stanja ¢e biti razmatrana kasnije u posebnom poglavlju
u okviru drugog dela ovog kursa (Kvantna mehanika 2). U nastavku ¢emo se koncen-
trisati na analizu Cistih stanja.

U ovom poglavlju smo predstavili osnovne ideje i principe kvantne mehanike ana-
liziraju¢i nekoliko tipi¢nih primera. 1z te analize smo dosli do odredenih opstih za-
kljucaka ali za dublju i rigorozniju analizu ¢e nam dalje biti potreban matematicki
formalizam koji omogucava precizan opis stanja kvantnog sistema i njegovih di-
namickih karakteristika. Talasne funkcije odnosno vektori stanja, kako je to anticipi-
rano u prethodnom tekstu, formiraju tzv. prostor stanja datog kvantnog sistema koji
zahvaljujuéi principu superpozicije ima strukturu linearnog (vektorskog) prostora. S
druge strane, pokazalo se da linearni operatori koji deluju na elemente (vektore) tog
prostora predstavljaju matemati¢ke entitete koji mogu na adekvatan nacin da opiSu
fizicke velicine i transformacije u kvantnoj mehanici. U narednoj glavi je dat pregled
osnovnih elemenata teorije vektorskih prostora i operatora, koja predstavlja osnovu
matematickog formalizma kvantne mehanike.
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2 Matematicke osnove kvantne
mehanike

2.1 Vektorski prostori

2.1.1 Algebarske strukture

Da bismo uveli pojam vektorskog prostora, definisaiemo prvo grupu i polje kao
jednostavnije algebarske strukture. Algebarska struktura je sistem koji se sastoji od
nekog skupa i jedne ili viSe binarnih operacija definisanih za sve elemente tog skupa.
Binarna operacija povezuje uredene parove elemenata iz datog skupa sa rezultatima
operacije. Ukoliko su rezultati binarne operacije takode elementi istog skupa, tj. ako
binarna operacija preslikava parove elemenata u elemente tog skupa, kaZzemo da je
skup zatvoren u odnosu na tu operaciju.

Definicija: Grupa je sistem {G, *}, gde je G neprazan skup, a * je binarna operacija
(tzv. grupno mnoZenje), ako:

(1) je skup G zatvoren u odnosu na operaciju *, tj.
axbeG, Va,begG, 2.1)
(ii) je operacija * asocijativna, tj.
ax(bxc)=(@=*b)xc, Va,b,ce€ G, 2.2)
(iii) postoji jedinstven neutralni element e € G takav da je
axe=exa=a, VYaea, 2.3)
(iv) Ya € G postoji jedinstven inverzni element a~! € G takav da je

axa'=alxa=e. 2.4)

Definicija: Grupa je Abelova ako je komutativna, tj. ako vazi

axb=bxa, VYa,bea. 2.5)
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

Primeri grupa: Skup celih brojeva Z predstavlja Abelovu grupu u odnosu na ope-
raciju sabiranja brojeva. Neutralni element je broj 0, a inverzni element elementa
a je broj —a. Analogno, skupovi racionalnih Q, realnih R, odnosno kompleksnih
brojeva C, takode ¢ine Abelove grupe u odnosu na operaciju sabiranja (odgovarajucih)
brojeva. S druge strane skupovi Q, R i C bez nule (za sva tri skupa) predstavljaju
Abelove grupe u odnosu na operaciju mnoZenja brojeva. U sva tri slucaja neutralni
element je broj 1, a inverzni element elementa a je broj 1/a.

Definicija: Polje je sistem {F, +, -} koji se sastoji od skupa F i dve binarne operacije,
+ i - ("sabiranje" i "mnoZenje"), takav da:

(1) sistem {F, +} ¢ini Abelovu grupu ¢iji neutralni element obeleZavamo sa 0 (tzv. nulti
element);

(ii) sistem {F\{0}, -}, gde F\{O} predstavlja skup F' bez nultog elementa, ¢ini Abelovu
grupu C¢iji neutralni element obeleZavamo sa 1 (tzv. jedini¢ni element);

(iii) vazi distributivni zakon:

a-(b+c)y=a-b+a-c, VYa,b,c€eF. (2.6)

Primeri polja: Skupovi realnih i kompleksnih brojeva sa binarnim operacijama sa-
biranja i mnoZenja brojeva ¢ine polje realnih odnosno polje kompleksnih brojeva.

Definicija: Neka su F i V dva skupa takva da je {F, +, -} polje, a {V, +} Abelova grupa.
Skup V je vektorski (ili linearni) prostor nad poljem F, a njihove elemente zovemo
vektorima odnosno skalarima, ako je definisano mnoZenje skalara i vektora takvo da
je:

(i) rezultat ponovo vektor iz V, tj.
axeV, Yae FAVxeV,; 2.7
(ii) asocijativno u odnosu na mnozenje skalara, tj.
a(Bx) = (af)x, VYa,be FAVxeV; (2.8)
(iii) distributivno u odnosu na sabiranje vektora, tj.
ax+y)=ax+ay, YaeFAVx,yeV; 2.9)
(iv) distributivno u odnosu na mnoZenje sumom skalara, tj.
(@+B)x=ax+px, VYo, FAVxeV; (2.10)

(v) 1x = x, Vx € V, gde je 1 neutralni element iz ' u odnosu na mnoZenje skalara.

Definicija: Ako je neki podskup W datog vektorskog prostora V takode vektorski
prostor, onda za W kaZemo da je potprostor vektorskog prostora V.
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2.1 Vektorski prostori

Primeri vektorskih prostora: Skup kompleksnih n-torki C" obrazuje kompleksni
vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva C (vektori su dakle oblika x =
(x1,x2, ..., X), gde x1, X2, ..., x, € C) ako je sabiranje i mnoZenje vektora skalarima
definisano kao x+y = (x; +y1, X2 +y2, ..., Xp + V) 1ax = (@x1,ax2,...,aX,), Ya € C
i Yx,y € C". Specijalni slucaj je vektorski prostor R” nad poljem R, odnosno skup
"obi¢nih" trodimenzionih vektora R® nad poljem R.

2.1.2 Linearna zavisnost vektora i bazis vektorskog prostora

Definicija: Ako su x; vektori prostora V, a a; skalari polja F, onda se vektor
y= Zaixi @2.11)
i=1

naziva linearna kombinacija vektora x; sa koeficijentima ;.

Definicija: Skup vektora {x;|i = 1,2, ..., n} nekog prostora V nad poljem F je linearno
nezavisan ako je jednakost

Z aix; =0 (nulti vektor) (2.12)
i=1
ispunjena jedino u slucaju a; = 0,7 = 1,2,...,n. U suprotnom (tj. kad je bar jedan
koeficijent «; # 0) taj skup vektora je linearno zavisan.

Neka je bar jedan koeficijent razli¢it od nule, npr. @; # 0. Tada se moZe napisati
x= == By Py, (2.13)
a

tj. x; je linearna kombinacija ostalih vektora. Dakle, ako su vektori linearno zavisni
sledi da je bar jedan od njih linearna kombinacija svih ostalih.

Definicija: Maksimalan broj linearno nezavisnih vektora u nekom vektorskom pros-
toru se naziva dimenzija prostora. Ako je prostor V n-dimenzion, obelezava¢emo ga
saV,.

Lako se pokazuje da je dimenzija pravog potprostora prostora V,, manja od n.
Definicija: Potpun skup vektora u nekom prostoru je takav skup preko kojeg se moze

izraziti (kao linearna kombinacija) bilo koji vektor iz tog prostora. Kazemo da takav
skup obrazuje ovaj prostor.

Definicija: Svaki linerno nezavisan i potpun skup vektora iz nekog vektorskog pros-
tora se naziva bazis (ili baza) u tom prostoru.'

Teorema: Svaki skup od n linearno nezavisnih vektora u n-dimenzionom prostoru
¢ini bazis u tom prostoru.

IPostoji alternativna definicija preko tzv. lineala nad skupom vektora (v. reference IL.B.2 i ILB.6 u
bibliografiji).
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

Dokaz: Neka je {x;|i = 1,...,n} skup linearno nezavisnih vektora u prostoru V,,.
Dodajmo tom skupu proizvoljni vektor y € V,. Posto je u n-dimenzionom
prostoru maksimalan broj linearno nezavisnih vektora jednak n, a novi skup
sadrZi n + 1 vektor, ovi vektori su linearno zavisni, tj. uslov

apy+aixi+axy+...+a,x, =0, ap#0 (2.14)
moZe da vazi samo ako je bar jedan od koeficijenata a; (i = 1,...,n) razliCit
od nule. Tada je

yz—ﬂxl—a—2x2+...—@xn, Yy eV, (2.15)

aop ao ap

tj. proizvoljni vektor iz prostora V,, se moZe predstaviti kao linearna kombi-
nacija vektora x;. Prema tome, skup {x;|i = 1,...,n} je potpun, a posto je i
linearno nezavisan on je bazis u V.

U ovoj glavi ¢emo vektore bazisa obic¢no obeleZavati sa e; ili x; (i = 1,2,...). Ako
je {e1, ez, ..., e,} bazis u nekom n-dimenzionom vektorskom prostoru onda za bilo
koji vektor x iz tog prostora postoji razvoj

n
x= & (2.16)
i=1
Koeficijenti &; se nazivaju koordinate ili komponente vektora x u datom bazisu.

2.1.3 Jednoznacnost predstavljanja vektora u bazisu.
Izomorfizam prostora

Teorema: Svaki vektor iz prostora V se jednoznacno izraZava kao linearna kombi-
nacija vektora nekog izabranog bazisau V.

Dokaz: Neka je {e;,e,...,e,} bazis u prostoru V. Pretpostavimo suprotno, tj. da
se proizvoljni vektor x € V moZe razviti u istom bazisu preko dva skupa
razli¢itih komponenata

x:anfiei A x:Zn:n,-e,-. 2.17)
i=1 i=1

Oduzimanjem ovih izraza sledi

Ozi:fi@i—inieiZZn:(fi—m)ei- (2.18)
i=1 i=1 i=1

Posto su vektori bazisa {e;, es, . .., e,} linearno nezavisni sledi
&-n=0, (2.19)
tj. _fi =n; (l = 1,2,...,1’1).
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2.1 Vektorski prostori

Drugim recima, u datom bazisu svaki vektor se jednoznacno predstavlja (repre-
zentuje) skupom koeficijenata razvoja (komponenti vektora ili koordinata)

x=DEx o (G ). (2.20)
i=1
Umesto uredenih n-torki (£1,&7,...,&,), od koeficijenata razvoja moZemo formirati
matrice kolone, tj.
&
u &
x:Z&xi — . 2.21)
i=1 :
&

Pokaza¢emo da skup matrica kolona (ili matrica vrsta) formiranih od komponenti
vektora pri razvoju u datom bazisu €ini vektorski prostor sa istom algebarskom struk-
turom kao prostor originalnih vektora.

Definicija: Dva vektorska prostora Vi V’ nad istim poljem F su izomorfni ako postoji
bijekcija f (1-1 i NA preslikavanje) izmedu ta dva prostora (tj. ako Vx € V postoji
jedno x" = f(x) € V' i obrnuto), tako da je

flax+By) = af(x) +Bf(Q), Vx,yeV,Va,BEF, (2.22)

tj. da se vektor x + y preslikava u vektor x” + y’, a vektor ax u ax’.

Slika 2.1. Bijekcija (1-1 i NA preslikavanje) prostora Vi V’.

Dakle, izomorfizam vektorskih prostora je bijekcija koja linearnu kombinaciju vek-
tora prevodi u istu takvu linearnu kombinaciju likova.

Teorema: Svaki n-dimenzioni vektorski prostor V,, nad poljem F je izomorfan sa
prostorom n-komponentnih matrica kolona F”.

Dokaz: Neka je {e;, ez, ...,e,} bazis u prostoru V,. Tada se svaki vektor x € V,
moZze napisati kao

x= Z aie;. (2.23)
i=1
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

Prema prethodnoj teoremi, skup {e,...,a,} je za vektor x jednoznaCan u
datom bazisu pa je uspostavljena bijekcija izmedu V,, i F"

a)
an
x e f(x) = e (2.24)
@
TadajeVa,Be FiVx,yeV,
aay + ff o Bi
[070%) +,8,82 [0%) ﬂz
flax+py=| .7 |=a| . |+8| . |=af@+Bfm), 225
aay, + BBy ay Bn

tj. proizvoljna linearna kombinacija vektora x i y se preslikava u istu takvu
linearnu kombinaciju likova (matrica kolona).

2.1.4 Skalarni proizvod i ortogonalnost. Unitarni i Hilbertovi
prostori

Definicija: Skalarni proizvod u kompleksnom vektorskom prostoru V (< C") je pre-
slikavanje koje svakom uredenom paru vektora x,y € V pridruzuje skalar (x,y) € C
(polje kompleksnih brojeva) i ima sledeée osobine:

(1) ermitsku simetriju, tj.
Y =x)" VYx,yeV, (2.26)
(ii) linearnost po drugom clanu, tj.
(x,ay + Bz) = a(x,y) + B(x,2), Va,Be CAVx,y,zeV (2.27)
(iii) osobinu stroge pozitivnosti, tj.
(x,x) >0, VYxeV, (2.28)
pri cemu je
(x,x) =0 akoisamo ako x = 0. (2.29)
Cesto se umesto osobine (ii) defini3e antilinearnost po prvom ¢lanu
(ax +By,2) = & (x,2) + (3, 2). (2.30)
Ova osobina sledi iz osobina (i) i (ii) u definiciji skalarnog proizvoda

(ax+py,2) = (zax+By)" = [az,x) + B ] = (x,2) +B'(,2). (23D
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2.1 Vektorski prostori

Vektorski prostori sa definisanim skalarnim proizvodom se obi¢no nazivaju ermit-
ski prostori. Realni konacnodimenzioni ermitski prostori se nazivaju euklidski pros-
tori, dok se kompleksni konaénodimenzioni ermitski prostori zovu unitarni prostori.

Beskonacnodimenzioni, kompletni i separabilni ermitski prostori se nazivaju
Hilbertovi prostori. Prostor je separabilan ako u njemu postoji konacan ili besko-
nacan ali prebrojiv svuda gust skup. Ako prostor ima osobinu da je u njemu svaki
Kosijev niz konvergentan onda ga zovemo kompletnim.? Pokazuje se da su kona¢no-
dimenzioni ermitski prostori uvek i separabilni i kompletni.

Zahvaljujuéi skalarnom proizvodu, vektorima iz ermitskih prostora se moZe pridru-
Ziti norma i uvesti pojam ortogonalnosti. Norma vektora x se definiSe kao

llxl] = (x, x)"/2. (2.32)

Na osnovu osobine stroge pozitivnosti skalarnog proizvoda ||x|| je uvek realan broj.
Ako je ||x]] = 1, kazemo da je vektor x normiran (na jedinicu). Dva vektora x iy iz
istog prostora se nazivaju ortogonalnim ako je (x,y) = 0. Za skup vektora {x, ..., x,}
je kaZe da je ortonormiran ako je

(xi,xj) = 5ij7 Vl,_] = 1, PR (N (233)

pri ¢emu je tzv. Kronekerov simbol definisan uslovom

sy= = (2.34)
YTl0zai# '

Teorema: Svaki ortonormirani skup vektora je linearno nezavisan.

Dokaz: Neka je skup vektora {xy, ..., x,} ortonormiran. Formirajmo sumu )\, @;x;
i ispitajmo za koje vrednosti @; je ova suma jednaka nultom vektoru, tj.
>, a;x; = 0. Ako pomnoZimo ovu jednakost sa proizvoljnim vektorom
iz datog skupa, sledi

Ozz;ai(Xi’xj):Z;ai6ij:aj’ j:l’._.’n. (2.35)

Posto su svi koeficijenti @; = 0, proizilazi da je skup {xi,..., x,} linearno
nezavisan.

Ocigledno, ortonormirani skup vektora koji je kompletan, tj. koji obrazuje vek-
torski prostor, je bazis u tom prostoru. Takav bazis se naziva ortonormirani bazis.
Primer takvog bazisa u trodimenzionom euklidskom prostoru je skup od tri jedinicna
vektora (orta) {e,, e,, e;} (alternativne oznake su {i, j, k}) koji su usmereni duZ osa x,
v, z Dekartovog (pravouglog) koordinatnog sistema.

2Vige o pojmovima kompletnosti i separabilnosti prostora moZe se naéi npr. u knjizi "Matemati¢ke osnove
teorijske fizike" od . Musickog i B. Milica, bib. ref. ILB.6.
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

Komponente vektora u ortonormiranom bazisu {ey, ..., e,}, tzv. Furijeovi koefici-
jenti, se jednostavno odreduju mnozeci skalarno dati vektor sa odgovarajuéim vek-

torima bazisa
(ej,x) = (ej, Zfi ei) = Zfi (ej,e) = Zfi 0ij =&, (2.36)
p i=1 i=1

dakle ako je x = )7, & e;, onda su & = (e;, x). Takode se skalarni proizvod vektora
jednostavno racuna preko njihovih komponenti u ortonormiranom bazisu. Ako su

x=)",&eiy=)" ne,ondaje

(x,y) = (Zé"iei,sz'ej) = Z foﬂj(ei,ej) = ZZ@“?U/'(SU = Zf?m.
l 1 1 1
! ' ! (2.37)
U specijalnom slucaju kada je x = y dobija se izraz za kvadrat norme vektora (x, x) =
Il = X 1l > 0.
Napomenimo da se od nekog proizvoljnog bazisa u unitarnom prostoru uvek moze
konstruisati ortonormirani bazis u tom prostoru koriste¢i Gram-Smitov (J. P. Gram,
E. Schmidt) postupak ortonormalizacije’

2.1.5 Prostor stanja kvantnog sistema

Za kvantnu mehaniku su od posebnog znacaja Hilbertovi prostori poSto se stanja
kvantnih sistema predstavljaju normiranim vektorima iz tih prostora. Ove vektore
tada nazivamo vektorima stanja datog kvantnog sistema, a Hilbertov prostor kome
oni pripadaju prostorom stanja tog sistema. Svaki prostor stanja je prema tome line-
aran, a posledica toga je vaZenje fundamentalnog principa za kvantnu mehaniku —
principa superpozicije. Takode, uslov da vektori budu normirani na jedinicu je od
sustinskog znacaja jer omogucava korektno izraCunavanje verovatnoce. Ovaj uslov je
obezbeden Cinjenicom da vektori koji pripadaju nekom Hilbertovom prostoru imaju
konacnu normu (iako je sam prostor beskona¢nodimenzion). Jos$ jedna vaZna osobina
Hilbertovih prostora je da uvek sadrze prebrojiv ortonormirani bazis (sledi iz osobine
separabilnosti).

Posebna realizacija Hilbertovih prostora su tzv. funkcionalni Hilbertovi (ili Lebe-
govi) prostori L*. Takav prostor ¢ine kompleksne funkcije f realnih promenljivih
¢ ={£1,&,. ..} koje su po modulu kvadratno integrabilne, tj. za koje vazi

f |f(&)PPdE < +oo, (2.38)

gde je d¢ element prostora nezavisno promenljivih (domena) funkcije f. Skalarni
proizvod funkcija fi, f> € £? je definisan kao

(f1. f2) = ffl*(f)fz(f) dé. (2.39)

3Gram-Smitov postupak je predstavljen u referencama I1.B.2, I1.B.4, 11.B.6, I1.B.8 navedenim u bibli-
ografiji.
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2.2 Linearni operatori

Kvadrat norme funkcije f(&) je dakle ||f||> = f |£(&)]* d&, a uslov kvadratne integra-
bilnosti znaci da elementi funkcionalnog Hilbertovog prostora imaju konacnu normu.

Kada elemente funkcionalnog Hilbertovog prostora koristimo za opis stanja kvant-
nog sistema, nazivamo ih talasnim funkcijama. Strogo govoreci, prostor stanja je
nesto uzi skup od £2. On je ustvari potprostor od £ ¢&iji su elementi kvadratno
integrabile funkcije koje, osim toga, moraju biti i dovoljno regularne. Ovo posled-
nje podrazumeva da su svuda definisane, jednoznacne, neprekidne i diferencijabilne
(osim, S$to se poslednje osobine tice, u taCkama gde je potencijal singularan).

2.2 Linearni operatori

2.2.1 Definicija operatora i osnovne operacije sa njima

Definicija: Preslikavanje A koje svim vektorima iz nekog vektorskog prostora U nad
poljem F pridruZuje vektore iz istog ili nekog drugog vektorskog prostora V (prostor
likova) nad istim poljem F naziva se operator. PisaCemo

Ax=y, yeV,VxeUl. (2.40)

Ako je U = V, A je operator na datom vektorskom prostoru.

Definicija: Linearni operator prevodi linearnu kombinaciju vektora iz vektorskog
prostora U u istu takvu linearnu kombinaciju vektora iz prostora likova V, tj.

A(ax + By) = aAx + BAy, Vx,ye U, Va,B € F. (2.41)
Operacije sa operatorima su definisane preko delovanja operatora na vektore:

e Sabiranje operatora: Zbir operatora A + B = C znadi da je Cx = (A + B)x =
Ax + Bx,V¥x € U (U je presek domena operatora A i B);

e MnoZenje operatora skalarom: Proizvod skalara i operatora aA = B znaCi da je
Bx = (@¢A)x = a(Ax), Yx € U (na osnovu definicije linearnog operatora);

e Mnozenje operatora: Proizvod operatora AB = C znaéi da je Cx = (AB)x =
A(Bx), Yx € U (U je domen operatora B, a operator A deluje u prostoru likova
od B). Prema tome, proizvod operatora znaci njihovo uzastopno delovanje.

MnoZenje linearnih operatora je asocijativno, tj. (AB)C = A(BC) = ABC, i dis-
tributivno u odnosu na sabiranje, tj.
(A+B)C=AC+BC, AB+C)=AB+AC, (2.42)
ali u op$tem slucaju nije komutativno, tj. AB # BA odnosno [A, B] = 0, gde je
A (2.43)

komutator operatora A i B.
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

2.2.2 Predstavljanje operatora matricama

Pokazali smo da se izborom nekog bazisa {e, e, ..., ¢,} u vektorskom prostoru V nad
poljem F uspostavlja izomorfizam tog prostora sa prostorom matrica kolona F”, ¢ime
je omoguceno reprezentovanje vektora iz V matricama kolonama iz F”". Isti izomor-
fizam omogucava predstavljanje (reprezentovanje) linearnih operatora koji deluju u
prostoru V, a koji je i njihov prostor likova, kvadratnim n X n matricama koje deluju
u prostoru F”.

Neka su x = Y, &e iy = X, mie; dva vektora iz V i neka linearni operator A
preslikava x u y, tj. Ax = y. Posto se vektori reprezentuju matricama kolonama iz F”,

tj.

& m
& m

X —>>X= . s y—)y: . . (244)
én Mn

proizilazi da postoji n X n matrica A takva da je Ax = y. Prema tome, u datom bazisu
operator A se reprezentuje kvadratnom matricom A.
Ako je bazis {ey, ey, ..., e,} ortonormiran, onda su komponente vektora y

ni = (Ei,y) = (Ei,AX) = (e,-,A Zé‘:j Ej) = (6,‘, ijAAEj) = ij(e,-,Aej), (245)
J J J
tj. moZemo pisati
ni= Y A& Ay = (enAe)). (2.46)
j=1

Izraz na levoj strani predstavlja pravilo mnoZenja matrice A, ¢iji su elementi A;; dati
na desnoj strani, sa matricom kolonom x dajuci matricu kolonu vy, tj.

Ay Ap - Ag,
Ay Ap -0 Ay,

y=Ax, A= . . ; (2.47)
Anl An2 e Ann

Teorema: Ako operatore A i B reprezentujemo matricama A i B onda se proizvod
operatora AB preslikava u proizvod matrica AB, tj. mnoZenje operatora se svodi na
mnoZenje matrica.

Dokaz: Naka je AB = Ciy = Cx = ABx. Ako uvedemo vektor z = Bx, onda je
y = Az. Izrazimo vektore x, y, z preko njihovih komponenti u nekom bazisu
{er, ea,...en}:

X = zn:é‘l é;, y= if}l €;, = ig €;. (248)
i=1 i=1 i=1
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2.2 Linearni operatori

Tadaizy = Cx,z=Bxi y= Az, koristeéi pravila reprezentovanja, sledi
ni = Z Cijé, &= Z Bij¢&;, ni= ZAij gj. (2.49)
J J J

Veza izmedu 7; i & komponenti je data prvom relacijom, a takode se dobija
iz druge i trece relacije eliminacijom ¢; komponenti

m= Y Ay Biéi=Y > AijByéi=) ( DA B/k)fk- (2.50)
j k k k J

J

Poredeci ove dve veze sledi Cy = X ; Aij Bj, §j. C = AB.

2.2.3 Osnovne vrste operatora i njihove osobine
Definicija: Jedinicni operator I preslikava svaki vektor iz vektorskog prostora V u
isti taj vektor, tj.

Ix=x, VxeV. (2.51)

Definicija: Inverzni operator A=' operatora A je takav da njihov proizvod daje je-
dinicni operator /, tj.

A A A

AAT'=AT"A=1. (2.52)
Inverzni operator A~ postoji samo ako je operator A nesingularan (ili regularan,
tj. ako je detA # 0).

U unitarnim i Hilbertovim prostorima, zahvaljujuéi definisanom skalarnom proiz-
vodu, svakom linearnim operatoru se moZe pridruZiti tzv. adjungovani operator.

Definicija: Adjungovani operator A* operatora A, koji deluje u nekom unitarnom ili
Hilbertovom prostoru V, je definisan relacijom

(Ax,y) = (x,A%y), Vx,yeV. (2.53)

Nije tesko pokazati da operacija adjungovanja ima sledeée osobine:

(AN = A, (2.54)
(@hd)" = a*A*, (2.55)
(AB)* = B*A*, (2.56)
A+B)" = A"+ B* (2.57)
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

Teorema: Ako se operator A u nekom ortonormiranom bazisu reprezentuje matricom
A, onda se operator A* reprezentuje matricom koja je transponovana i kompleksno
konjugovana u odnosu na matricu A i naziva se adjungovanom matricom:

%

AosA = At A=A (2.58)

Dokaz: Neka je u ortonormiranom bazisu {ej, e, ..., e,} operator A reprezentovan
matricom A, a operator A* matricom B. Tada su matri¢ni elementi poslednje
matrice

ij = (enA%e) = (AN eie)) = (Aeie)) = (ej, Ae))" =A% (2.59)
Prema tome B = A* = A"
Definicija: Linearni operator A koji je jednak svom adjungovanom operatoru
At = A, (2.60)

naziva se ermitski (ili autoadjungovani) operator.

Na osnovu definicije adjungovanog operatora sledi da za ermitski operator A vazi

(Ax,y) = (x,Ay), Vx,yeV. (2.61)

Definicija: Ermitski operator P koji ima osobinu da je
pP2=p (2.62)
(osobina idempotentnosti) naziva se projektor.

Pokazuje se da projektori koji deluju u nekom vektorskom prostoru V preslikavaju
taj prostor na neki njegov potprostor. U tom smislu se projektor na potprostor W c V
oznalava sa Py. Pri tome, projektor Py na vektore iz potprostora W deluje kao
jedini¢ni operator, tj. Pyx = x,Vx e W.

Definicija: Unitarni operator U je definisan relacijom
(Ux,0y) = (x,y), Vx.yeV, (2.63)
gde je V unitarni ili Hilbertov prostor.

Unitarni operatori su uvek nesingularni, tako da svaki unitarni operator ima svoj
inverzni operator. Tada iz definicije (x, x) = (Ux, Ux) = (x, UT Ux) sledi

U0=00"=1, (2.64)
odnosno
or=0". (2.65)
Koriste¢i definiciju norme imamo
10xll = (Ox, U0)'"? = (x, 0" = |Il. (2.66)

Unitarni operatori, dakle, ne menjaju normu vektora. Analogno se pokazuje da oni
takode ne menjaju ni "ugao" medu vektorima (tj. da je (Ux, Uy) = (x,y)).
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2.2 Linearni operatori

Osobine (2.64)-(2.66) imaju operatori (matrice) linearnih transformacija u trodi-
menzionom Euklidskom prostoru kojima se vrSi prelazak sa jednog koordinatnog
sistema na drugi. Prema tome, pomenute transformacije su unitarne. Unitarni ope-
ratori u unitarnim i Hilbertovim prostorima se analogno koriste za prelazak sa jednog
ortonormiranog bazisa na drugi.

2.2.4 Svojstveni problem operatora

Definicija: Nenulti vektor x € V za koji vazi
Ax = ax (2.67)

naziva se svojstveni vektor linearnog operatora A, a broj a je odgovarajuca svojstvena
vrednost. NalaZenje svojstvenih vektora i svojstvenih vrednosti nekog operatora nazi-
va se svojstveni problem tog operatora.

Definicija: Spektar operatora je skup svih njegovih razlicitih svojstvenih vrednosti.
Ako je ovaj skup konacan ili prebrojiv kazemo da je spektar diskretan, a ako je on
neprebrojiv kazemo da je spektar neprekidan (kontinualan).

Ako je x svojstveni vektor linearnog operatora A koji odgovara svojstvenoj vred-
nosti a, i ako je @ ma kakav skalar, onda je

Alax) = aAx = aax = a(ax), (2.68)

tj. ax je takode svojstveni vektor tog operatora koji odgovara istoj svojstvenoj vred-
nosti a. Prema tome, jednoj svojstvenoj vrednosti kojoj odgovara svojstveni vek-
tor x uvek odgovara i ceo pravac (jednodimenzioni prostor) koji obrazuju vektori
ax. Zbog ove nejednoznacnosti obicno se kao reprezenti biraju svojstveni vektori je-
dini¢ne norme. Navedimo ovde da normiranje svojstvenih vektora koji odgovaraju
svojstvenim vrednostima neprekidnog spektra nije moguce (v. poglavlje 2.2.6).

Ukoliko je polje skalara skup kompleksnih brojeva onda se ni nakon normiranja
svojstvenih vektora ne eliminiSe pomenuta nejednoznacnost — svojstveni vektor moze
biti odreden do na fazni faktor. Da bismo ovo pokazali posmatrajmo dva normirana
svojstvena vektora, x i x’, operatora A koji odgovaraju istoj svojstvenoj vrednosti a i
pripadaju istom pravcu, tj. X = ax. Tada je

11l = llaxl] = (ax,ax)'? = (@ @)'*(x, )'* = |o] |1]] = |al. (2.69)

Posto je s druge strane ||x'|| = 1, sledi da je |a| = 1, tj. a je proizvoljan kompleksan
broj na jedinic¢nom krugu: a = € (¢ je faza kompleksnog broja).

Definicija: Ako jednoj svojstvenoj vrednosti odgovara viSe linearno nezavisnih svoj-
stvenih vektora kaZzemo da je ta svojstvena vrednost degenerisana. Ukupan broj
linearno nezavisnih svojstvenih vektora koji odgovaraju istoj svojstvenoj vrednosti
se naziva stepen degeneracije ili multiplicitet te svojstvene vrednosti. Ako je multi-
plicitet svojstvene vrednosti jednak jedinici onda je ona nedegenerisana.
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

Neka je a neka n-tostruko degenerisana svojstvena vrednost i neka su xj, x, ..., X,
linearno nezavisni svojstveni vektori (jedinicne norme) koji joj odgovaraju. Tada je i
proizvoljna linearna kombinacija y = }; @;x; takode svojstveni vektor koji odgovara
svojstvenoj vrednosti a, tj.

Ay =A Z a;x; = Z a,-Axi = Z wax; =a Z a;x; = ay. (2.70)

U konacnodimenzionim prostorima reSavanje svojstvenog problema se svodi na
reSavanje tzv. karakteristicne jednacine. Izborom nekog bazisa u V), svojstveni pro-
blem operatora A se reprezentuje matricnom jednacinom

Ax=ax & Ax=ax & (A—alx =0, (2.71)

gde je | jedini¢na nxXn matrica. Netrivijalno resenje X poslednje (homogene) jednacine
postoji samo ako je
det(A —al) = 0. (2.72)

Razvijanjem determinante det(A — al) dobija se tzv. karakteristicni polinom (n-tog
reda), a navedeni uslov se svodi na algebarsku jednacinu n-tog reda sa nepoznatom a,
tj. na karakteristicnu jednacinu.

Posto karakteristicna jednacina ima bar jedno reSenje (osnovni stav algebre), a
najvise n razlicitih resSenja u polju kompleksnih brojeva, sledi da linearni operator
koji deluje u n-dimenzionom unitarnom prostoru ima najvise n razlicitih svojstvenih
vrednosti, tj. ima Cisto diskretan spektar. Odavde proizilazi da neprekidan spektar
mogu da imaju samo operatori koji deluju u beskonacnodimenzionim prostorima.

Napomenimo da se svojstveni problem operatora koji deluju u beskonacnodimen-
zionim (npr. Hilbertovim) prostorima ne moZe resiti prelaskom na matri¢nu reprezen-
taciju, jer ne postoji nacin da se razvije beskonacna determinanta u (2.72). Svojstveni
problem se ovde resava na drugaciji nacin.

2.2.5 Svojstveni problem ermitskog operatora. Svojstveni
bazis. Opservable

Teorema: Svojstvene vrednosti ermitskog operatora su realne.

Dokaz: Neka je A ermitski operator i neka su x i a jedan svojstveni vektor i odgo-
varajuéa svojstvena vrednost ovog operatora, tj. Ax = ax. Tada je

(x,Ax) = (x,ax) = a(x, x). (2.73)
S druge strane za ermitski operator vazi
(x,Ax) = (A" x, x) = (Ax, x) = (ax, x) = a*(x, x), (2.74)

odakle sledi a* = a.
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Za kvantnu mehaniku je ovo vazna osobina jer su rezultati merenja neke fizicke ve-
li¢ine zapravo svojstvene vrednosti odgovarajuéeg oparatora. Posto je rezultat mere-
nja uvek neki realan broj, sledi da se fizickim velicinama pridruZuju ermitski operatori.

Teorema: Svojstveni vektori koji odgovaraju razli¢itim svojstvenim vrednostima
(disktretnog spektra) ermitskog operatora su uzajamno ortogonalni.

Dokaz: Neka su x; i x, dva svojstvena vektora operatora A, a a; i a, svojstvene
vrednosti koje im odgovaraju, tj. Ax; = a;x; i Ax; = axx,. Tada je

(x1,Ax) = (x1,0222) = ax(x1, x). (2.75)
S druge strane je

(x1,Ax2) = (A" x1,x2) = (Ax1, x2) = (32, Axp)*

.. . (2.76)
= (x2,a1x1)" = a)(x2, x1)" = ar(x1, x2).
Oduzimanjem ova dva izraza sledi
(a1 — ax)(x1,x2) = 0. 2.77)

Ako je a; # ap sledi (x1,x;) = 0, tj. x] i x, su ortogonalni vektori.

U n-dimenzionom unitarnom prostoru svaki ermitski operator ima n svojstvenih
vrednosti koje se dobijaju kao reSenja karakteristicne jednacine. Videli smo da za er-
mitske operatore sve ove vrednosti moraju biti realne, a svojstveni vektori koji odgo-
varaju razli¢itim svojstvenim vrednostima su uzajamno ortogonalni. Ako je za dati
ermitski operator neka svojstvena vrednost degenerisana, tj. odgovara joj nekoliko
linearno nezavisnih svojstvenih vektora, oni se uvek mogu zameniti skupom koji se
sastoji od istog broja ortogonalnih vektora (ranije pomenuti Gram-Smitov postupak
ortonormalizacije).

Posledica: Ermitskom operatoru koji deluje u n-dimenzionom unitarnom prostoru se
moZe pridruZiti tacno n uzajamno ortogonalnih (i normiranih) svojstvenih vektora.
Posto je ovaj skup vektora linearno nezavisan i potpun on Cini tzv. svojstveni bazis
ermitskog operatora u odgovaraju¢em unitarnom prostoru.

Teorema: Ermitski operator se u svom svojstvenom bazisu reprezentuje dijagonal-
nom matricom.

Dokaz: Neka je {e;, 3, ...} svojstveni bazis ermitskog operatora Ai neka je {a;, a, ...}
skup odgovarajuéih svojstvenih vrednosti. Tada su elementi matrice koja
reprezentuje operator A u ovom bazisu

Ajj = (e1,Aej) = (er,aje)) = ajler, e)) = a;6;;, (2.78)

tj. na dijagonali matrice (elementi i = j) se nalaze svojstvene vrednosti
operatora a;, dok su vandijagonalni matri¢ni elementi (i # j) jednaki nuli.
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

Pokazuje se da su operatori koji komutiraju sa svojim adjungovanim operatorima
(AA* = A*A), tzv. normalni operatori, najsira klasa operatora u nekom unitarnom
prostoru koji mogu biti reprezentovani dijagonalnim matricama i koji, prema tome,
imaju svojstveni ortonormirani bazis.

U Hilbertovom prostoru, s druge strane, nije moguée pokazati da svojstveni vek-
tori ma kog ermitskog operatora obrazuju jedan potpun ortonormirani skup. Postoji,
medutim, klasa ermitskih operatora koji imaju tu osobinu i u kvantnoj mehanici se
zovu opservable.

Posto ortonormirani bazis u Hilbertovom prostoru mora biti prebrojiv (videti ode-
ljak 2.1.5), u prvi mah bi se moglo zakljuciti da kandidate za opservable treba traZiti
isklju¢ivo medu ermitskim operatorima sa diskretnim spektrom. To, medutim, nije
tacno. U nastavku ¢emo videti da ermitski operatori sa neprekidnim ili meSovitim
spektrima takode mogu biti opservable.

2.2.6 Neprekidni spektar ermitskog operatora

Spektar ermitskog operatora pored diskretnih moZe da sadrzi i neprekidne svojstvene
vrednosti, pri ¢emu, kao §to smo videli, sve svojstvene vrednosti moraju biti realne.
Ispostavlja se da svojstveni vektori koji odgovaraju neprekidnim svojstvenim vred-
nostima nemaju konacnu normu i prema tome ne pripadaju Hilbertovom prostoru
(H) u kome operator deluje. Pokazuje se da ovi svojstveni vektori pripadaju jednom
Sirem prostoru (nadprostoru od H) koji pored vektora iz H sadrZi i tzv. uopstene
vektore koji nemaju konacnu normu. Taj nadprostor se naziva opremljeni Hilbertov
prostor.* Za kvantnu mehaniku je od posebnog znacaja Cinjenica da je u njemu defi-
nisan skalarni proizvod izmedu uopstenih vektora i odredenog skupa vektora iz H.
Pretpostavimo prvo da ermitski operator A ima Cisto neprekidni spektar i da je to
interval [a,b] ¢ R. U tom slucaju skup odgovarajucih svojstvenih vektora je nepre-
brojiv skup medusobno ortogonalnih uopstenih vektora {x, |Ax, = ax,,Ya € [a,b]}.0
Postavlja se pitanje da li je vektore x € H moguée izraziti kao linearne kombinacije
vektora x,, koje zbog neprebrojivosti tog skupa imaju oblik integrala fa b c(a)x,da.
Potreban uslov za to je egzistencija Furijeovih koeficijenata c(a) = (x4, Xx), a ona je
obezbedena Cinjenicom da su poslednji skalarni proizvodi u praksi uvek definisani.
Prema tome, analogno razvoju x = Y ;(x;, x)x; po diskretnom bazisu {x;}, imaéemo

b
xzf cla)x,da (2.79)

ukoliko ovi integrali konvergiraju. Tada moZemo reéi da je skup vektora x,, neprekidni
svojstveni bazis operatora A u H, a operator A moZemo smatrati opservablom.

“Engleski naziv: "Rigged Hilbert space”.

SPokazalo se da taj skup pokriva prakti¢no sve sluajeve od interesa za kvantnu mehaniku. Iz tog razloga
se u kvantnoj mehanici obi¢no ignoriSe ¢injenica da se radi o odredenoj klasi vektora iz H, tj. postupa
se kao da je taj skup ceo prostor H.

SRadi jednostavnosti ovde pretpostavljamo da su svojstvene vrednosti neprekidnog spektra nedegene-
risane, tj. da svojstvena vrednost @ jednoznacno (s ta¢noscu do faznog faktora) odreduje vektor x, .
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Ispitaéemo sada uslove za konvergenciju integrala (2.79), odnosno vaZenje navedenih
zakljucaka.

Ukoliko integral (2.79) konvergira, kvadrat norme vektora x € H se moZe napisati
kao integral kvadrata modula Furijeovih koeficijenata c(a), tj.

b b
x> = (x,x) = (f cla)x,da, x) = f (@) (xq, X)da

) , (2.80)
= f c(a) c(yda = f le(a)PPda.
S obzirom da svaki vektor x € H ima kona¢nu normu, sledi
b
f le(@)Pda < +oo. (2.81)

Prema tome, potreban uslov za konvergenciju integrala (2.79) je da Furijeovi koefici-
jenti koji se u njemu pojavljuju budu kvadratno integrabilne funkcije.
Uocimo dalje da ako integral (2.79) konvergira, sledi

b b
c(a) = (x4, %) = (xa,f c(a')xa/da/) = f c(@)(xg, X )da' . (2.82)

Da bi se krajnje strane izraza (2.82) mogle izjednaciti, skalarni proizvod vektora
neprekidnog svojstvenog bazisa (x,, x,-) mora da bude tzv. Dirakova delta funkcija
6(a—a’) koja ima osobinu da izbacuje vrednost podintegralne funkcije u fiksnoj tacki,
tj. f f(@)é(a — a’)da’ = f(a). Delta funkcija je zamisljena kao funkcija koja svuda
ima vrednost nula, osim za @’ = « kada postaje beskonacna. Preciznija definicija i
osobine ove funkcije su date u sledeCem odeljku. Prema tome, ukoliko je ermitski
operator sa neprekidnim spektrom opservabla, tj. ukoliko vaZi izraz (2.79), svojstveni
vektori x, moraju da zadovoljavaju uslov

(Xa» Xar) = 6(a — G,’/) (2.83)

koji predstavlja generalizaciju osobine ortonormiranosti. KaZemo da su svojstvani
vektori neprekidnog spektra normirani na delta funkciju, za razliku od svojstvanih
vektora diskretnog spektra koji se normiraju na jedinicu.

Posmatrajmo na kraju opiti slu¢aj kada spektar opservable A sadr7i i diskretne i
neprekidne svojstvene vrednosti, {a;,a, ...} odnosno « € [a,b]. Tada se svojstveni
bazis od A sastoji od diskrenog svojstvenog podbazisa {x;}, ¢iji su elementi vek-
tori konacne norme, i od neprekidnog svojstvenog podbazisa {x,}, €iji su elementi
uopsteni vektori. U tom slucaju razvoj vektora x € H po svojstvenom bazisu opser-
vable A glasi

b
X = Z cixi + L cla)x,da, (2.84)

gde su ¢; = (x5, x) 1 c(@) = (x4, x) odgovarajuéi Furijeovi koeficijenti.
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

2.2.7 Dirakova delta funkcija

Dirakova delta funkcija se obi¢no definiSe kao funkcija realnog argumenta x koja ima
sledee osobine

5(x)={°(;” ;8 i fmé(x)dle. (2.85)

o

Ona, medutim, dobija pravi smisao tek kada se pojavljuje kao jezgro integralnog ope-
ratora. Naime, ako je f(x) neprekidna funkcija, onda je

b
f f(x)6(x — x0)dx = f(x0), a<xg<b. (2.86)

Ova osobina formalno sledi iz definicije (2.85). Na osnovu prvog uslova moZemo
pisati f(x)d(x — x9) = f(x0)6(x — xp), a integracija ove jednakosti po proizvoljnom
domenu koji obuhvata tacku x, koristeéi drugi uslov (normiranje delta funkcije na
jedinicu), daje relaciju (2.86).

U praksi se koriste razlicite reprezentacije delta funkcije. Ova singularna funkcija
se najcesce realizuje kao grani¢na vrednost neke normalne raspodele kada Sirina
raspodele teZi nuli.” Jedna takva reprezentacija je

sin(Lx)
nx

5(x) = lim (2.87)

Da bismo se uverili da ovaj izraz ima osobine delta funkcije uoc¢imo da za konacne
vrednosti parametra L koli¢nik sin(Lx)/(mx) ima grani¢nu vrednost L/x kada x — O.
Prema tome §(0) = lim; o, L/m — co. S druge strane je f sin(Lx)/(mrx)dx = 1 za

svako L > 0, §to u grani¢nom slucaju L — oo daje f_w 0(x)dx = 1.
Ekvivalentna reprezentacija u kompleksnom obliku glasi

1.
5(x) = — f " dk. (2.88)
2 Jooo

Lako se pokazuje da se ona svodi na prethodnu reprezentaciju

L 1 eikx =
—f ’k"dk——hm e* dk = — lim —
7'[ L—oo _L 27‘[ Lo X el
. . B (2.89)
Coelr—emx  gin(Lx)
= — lim - = lim .
T Lo le L—oo X

7Sa matematitke talke gledista delta funkcija definisana uslovima (2.85) nije funkcija u pravom smislu.
Naime, integral bilo koje realne funkcije koja ima vrednost nula svuda osim u jednoj tacki bi takode
morao da bude jednak nuli. Svarc (L. Schwartz) je pokazao da matematicki korektan nain da se uvede
delta funkcija je preko normalnih raspodela.

40



2.2 Linearni operatori

Reprezentacija (2.88) se moZe izvesti na alterantivan nacin koriste¢i Furijeove trans-
formacije i osobinu (2.86). Furijeov razvoj neprekidne funkcije f(x) glasi

1 0 _—
fx) = —f dk e** f(k), (2.90)
V27 J-wo
pri ¢emu su koeficijenti razvoja odredeni Furijeovom transformacijom
_ 1 0 .
flo)y = — f dxe ™ f(x). (2.91)
V27 J-wo

U toj terminologiji razvoj (2.90) se naziva inverzna Furijeova transformacija.® Tada je

] 00 ) _ ] 00 ) ] 00 )
- dk ikxo k) = _f dk lkxo_f d —ikx
J(x0) @Im e fk) N IR = B )

N e (2.92)
f dxf(x)— f dk 0=,
oo 27 Joo

Uporedujuéi ovaj rezultat sa relacijom (2.86) (u granicama integracije od —oo do +o0)
direktno sledi

1 .
8(x — xp) = — f dk =0, (2.93)
27 J_oo
Delta funkcija se takode moze uvesti preko Hevisajdove (O. Heaviside) funkcije
0, x<O
Ox)=41/2, x=0 (2.94)
1, x>0
kao njen izvod, tj.
500 = lim w. (2.95)
Osnovne osobine delta funkcije su
o(=x) = 0(x), (2.96)
x6(x) =0, (2.97)
1
o(ax) = ﬂ o(x), (2.98)
a
o(x — x;)
(o) = T (2.99)

i

f’(xi)' ’
gde su x; nule funkcije f(x), a f'(x;) = (df/dx)x=yr, # 0.

8U matematici se u inverznoj Furijeovoj transformaciji umesto faktora 1/ V27 obi¢no uzima faktor 1/(27),
dok je kod odgovarajuce Furijeove transformacije taj faktor tada jednak jedinici.
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2 Matematicke osnove kvantne mehanike

U trodimenzionom konfiguracionom prostoru se delta funkcija definiSe kao proiz-
vod delta funkcija sa argumentima koji predstavljaju komponente vektora poloZaja
duz tri uzajamno ortogonalna prostorna pravca 6(r) = 6(x) 6(y) 6(2), 4.

5(r) = a7 f e dk, f e dk, f e dk, = T f AT d’k. (2.100)
T —00 —00 —00 4s
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3 Osnovni pojmovi i principi
kvantne mehanike

Osvréudi se na zakljucke iz uvodne glave (poglavlje 1.4) izvedene iz analogije izmedu
ponasanja svetlosti i snopa Cestica, te koriste¢i matematicki formalizam predstavljen
u prethodnoj glavi, sada moZemo na precizan nacin da formuliSemo osnovne pojmove
1 principe na kojima je izgradena kvantna mehanika.

3.1 Talasna funkcija i njena interpretacija

3.1.1 Opis stanja kvantnog sistema pomocu talasne funkcije

Stanje fizickog sistema u klasi¢noj mehanici je u svakom trenutku odredeno vredno-
stima svih nezavisnih koordinata i impulsa (ili komponenti brzina) tog sistema, dakle
tackom u faznom prostoru, a evolucija stanja je predstavljena faznom trajektorijom.
U kvantnoj mehanici, zbog nemoguénosti istovremenog poznavanja vrednosti koordi-
nata i impulsa (princip neodredenosti), stanje fizickog sistema i njegova evolucija se
moraju opisati na drugaciji nacin. Kao $to smo videli u uvodnoj glavi, jedan od nacina
je opis preko talasa koji odreduju verovatnocu pojavljivanja sistema u odredenoj tacki
konfiguracionog prostora. Kad je rec o fotonu, taj talas je elektromagnetni talas koji u
svakom trenutku nosi sve informaciju o njemu pa moZemo reci da karakteriSe stanje
fotona. Odgovarajudi talasni aspekt kod drugih Cestica se, medutim, ne moZe dovesti
u vezu sa nekim merljivim fizickim poljem ali se pokazalo da njegov matematicki
reprezent, talasna funkcija, uprkos tome adekvatno opisuje njihova kvantna stanja.
Celokupno iskustvo u vezi sa ponasanjem kvantnih sistema ukazuje da se moze pri-
hvatiti sledeci opsti stav: Stanje kvantnog sistema je opisano talasnom funkcijom koja
sadrzi kompletnu informaciju koju je o sistemu u tom stanju moguce dobiti. Ovaj iskaz
u kombinaciji sa principom superpozicije, o kome ¢e biti reci u nastavku, se obicno
uzima kao postulat o stanjima.’

Talasna funkcija je u opStem slucaju kompleksna, jednoznacna i neprekidna funkci-
ja svih nezavisnih koordinata sistema i vremena. Tradicionalno se oznacava grékim
slovom ¢ ("psi"), Sto naravno ne ogranicava upotrebu i drugih simbola. Formulacija
kvantne mehanike u kojoj se kvantna stanja predstavljaju talasnim funkcijama, kao
Sto je ve¢ pomenuto, naziva se talasna mehanika i mi ¢emo u prvom delu ovog kursa

'Kvantna stanja o kojima je ovde re¢ su tzv. &ista stanja (v. poslednji odeljak prve glave). MeSana stanja,
koja ne sadrze maksimalnu informaciju o sistemu i koja nije moguce opisati talasnom funkcijom, ¢e
biti razmatrana u drugom delu ovog kursa (Kvantna mehanika 2).
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(Kvantna mehanika 1) koristiti taj prilaz. U narednoj glavi ¢emo videti da su talasne
funkcije refenja Sredingerove jednadine koja odreduje vremensku evoluciju kvantnog
sistema.

U nastavku ¢emo, polaze¢i od empirijskih Cinjenica, pokazati kakav oblik treba
da imaju funkcije koje opisuju stanja slobodne Cestice datog impulsa i energije. Na
osnovu toga ¢emo, koriste¢i princip superpozicije i Cinjenicu da ove funkcije Cine
potpun skup funkcija u prostoru stanja Cestice, biti u moguénosti da prouc¢avamo 0so-
bine kvantnih stanja u opStem slucaju, kao i vrednosti fizi¢kih veli¢ina u tim stanjima.

3.1.2 Kretanje slobodne Cestice. Ravni talasi

Eksperimenti sa rasejanjem snopa elektrona odredene energije £ i impulsa p na pe-
riodi¢nim strukturama kao S$to su kristali (npr. Dejvison-DZermerov eksperiment) su
pokazali da prostorna raspodela rasejanih elektrona odgovara difrakcionom obrascu
koji bi se dobio pri difrakciji ravnog upadnog talasa talasne duzine A = h/p i talasnog
vektora k = p/#. Posto se kretanje elektrona u upadnom snopu moZe smatrati slobod-
nim, ovim eksperimentima, osim §to je potvrdena de Broljeva hipoteza, doslo se do
zakljucka da se kretanje slobodne Cestice (ili snopa Cestica) impulsa p moZe opisati
ravnim (de Broljevim) talasom

U(r, 1) = Ae*T, @3.1)

gde je w = E/h. Nezavisno promenljive r i ¢ su vektor poloZaja (tri nezavisne koordi-
nate) u konfiguracionom prostoru Cestice i vreme. Koristeci relacije (1.3) izmedu k,
wip, E, talas (3.1) se moZe napisati i u obliku

U(r, 1) = Aei®TED. (3.2)

Ovde je zanimljivo uporediti brzinu prostiranja talasa (3.1) sa brzinom koju bi
prema klasi¢noj mehanici imala Cestica impulsa p. Brzina prostiranja talasa se moze
odrediti kao brzina pomeranja konstantne vrednosti njegove faze. Radi jednostavnosti,
pretpostavimo da se talas kree duZ x-ose. Pomenuta brzina se tada dobija iz uslova
kx — wt = const. Ako posmatramo fazu u nekom kasnijem trenutku ¢ + Az, da bi
navedeni uslov bio zadovoljen, koordinata mora da se promeni za vrednost Ax koja
sledi iz jednakosti kAx — wAtr = 0. Prema tome, brzina prostiranja konstantne faze

talasa Ax/At, tzv. fazna brzina talasa, iznosi
w FE
=== 3.3
vr= g » (3.3)
U nerelativistiCkom slu€aju energija slobodne Cestice se svodi na njenu kineti¢ku
energiju, dakle E = p*/(2m), pri ¢emu je m masa Cestice. Iz izraza (3.3) tada sledi

vy = p/(2m), dok je klasi¢na brzina estice v = p/m.? Prema tome, prostiranje talasa

2 Ako primenimo relativisticke izraze za energiju i impuls, £ = mc? odnosno p = mwv, gde je sada m
relativisticka vrednost mase Cestice pri brzini v, dobi¢emo v, = c2/v. U sluéaju svetlosti (fotona) je
v = ¢, tako da je i vy = c. Medutim, za Cestice nenulte mase mirovanja uvek je v < ¢, odakle sledi
vy > c. lako se vrednosti za vy u relativistickom i nerelativistickom prilazu razlikuju, vidimo da se u
oba slucaja vy razlikuje od klasi¢ne brzine Cestice.
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3.1 Talasna funkcija i njena interpretacija

(3.1) se ne moze poistovetiti sa kretanjem Cestice. Vide¢emo, medutim, da se super-
pozicijom (slaganjem) ravnih talasa razlicitih talasnih brojeva i frekvencija dobijaju
talasi ¢ija se tzv. grupna brzina moZe dovesti u vezu sa brzinom Cestice. Pitanje da
li tako dobijeni talasi predstavljaju neko kvantno stanje je od sustinskog znacaja za
kvantnu mehaniku. Odgovor leZi u principu superpozicije.

3.1.3 Princip superpozicije

Princip superpozicije je opsti princip koji vazi za sve linearne sisteme. Linearni sis-
temi se matematicki mogu opisati nekim sistemom linearnih (algebarskih ili diferen-
cijalnih) jednacina, a princip superpozicije tada kaze da proizvoljna linearna kombi-
nacija dva reSenja tog sistema jednacina takode predstavlja neko njegovo resenje. U
slucaju svetlosti princip superpozicije je posledica linearnosti Maksvelovih jednacina.
Analogija u ponasanju snopa fotona i drugih Cestica, o kojoj je bilo re¢i u uvodnoj
glavi, ukazuje da ovaj princip mora da vaZi i za stanja u kvantnoj mehanici.

Princip superpozicije se moZe iskazati na sledeci nacin: Ako se kvantni sistem moZe
nalaziti u stanjima opisanim talasnim funkcijama ¥ i W, onda se on moZe nalaziti i
u stanju koje je opisano linearnom kombinacijom (superpozicijom) tih funkcija, tj.

¥ =cy + ey, Yci,c0 € C. (34)

Ovaj iskaz ukljucuje i trivijalni slucaj kada je jedan od koeficijenata ¢; (i = 1,2)
jednak nuli, tj. kada se talasna funkcija mnoZi sa kompleksnim brojem razli¢itim
od nule. U kvantnoj mehanici se, medutim, podrazumeva da talasne funkcije v i
cy (c € C) opisuju isto kvantno stanje. U odeljku 3.1.5 ¢emo videti da se u cilju
odredivanja verovatnoce talasne funkcije normiraju, ¢ime se razlika izmedu ¢ i cy
svodi na tzv. fazni faktor.

Ocigledno, da bi princip superpozicije vazio, jednacine kvantne mehanike moraju
biti linearne. Ovo je jedan od najznaajnijih uslova koji odreduje formu Sredingerove
talasne jednacine. Takode, zahvaljujuci principu superpozicije, skup svih talasnih
funkcija nekog kvantnog sistema ¢ini jedan linearni (vektorski) prostor koji nazivamo
prostorom stanja tog sistema (v. odeljak 2.1.5). U nastavku (odeljak 3.1.5) ¢emo
videti da je prostor stanja po svojoj strukturi Hilbertov prostor.

Princip superpozicije, koji je fundamentalan za kvantnu mehaniku, nema svoj ana-
logon u klasi¢noj fizici. Jedna od posledica ovog principa je da fizicke veliCine,
suprotno ocekivanju klasicne mehanike, nemaju obavezno odredenu vrednost u svim
stanjima kvantnog sistema. Neka su npr. ¢ i ¢, de Broljevi talasi pridruZeni Cestici
sa odredenim (ali razli¢itim) vrednostima impulsa (p; = 7k;, p» = 7k;) i energije
(Ey = p}2/2m, E; = p,}/2m), tj. ravni talasi

l;bl — Alei(kyr—(ult), wZ — Azei(krr—wzt). (35)

Superpozicija (3.4) ovih talasa se ne moze okarakterisati odredenom vredno$¢u im-
pulsa (i energije) jer se rezultujuéi talas ¢ ne moZe predstaviti kao ravan talas sa
jednom vrednoscu talasnog vektora (osim u trivijalnim slu¢ajevima kada je jedan od
koeficijenta ¢; (i = 1,2) jednak nuli).
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

3.1.4 Grupna brzina talasa. Talasni paket

Razmotrimo sada superpoziciju dva ravna talasa bliskih frekvencija i talasnih brojeva,
w—-Aw/2iw+ Aw/2 (Aw < w) odnosno k — Ak/2 ik + Ak/2 (Ak < k), 1 jednakih
amplituda. Radi jednostavnosti éemo se ograniciti na jednodimenzioni slucaj kada se
oba talasa prostiru duz x-ose. Rezultujudi talas tada ima oblik

= Aell=2)(0=5)] o il (ke 5)x—(wr52)1]

(3.6)
= 2Acos (—Awt ; Akx) etkeen,

Dobijeni talasni proces se moze tretirati kao talas frekvencije w, talasnog broja k
i amplitude 2A cos[(Awt — Akx)/2] koja se periodi¢no menja (slika 3.1). Posto je
Aw < w, Ak < k, promena amplitude talasa je mnogo sporija od promene faze.
Brzina prostiranja promene amplitude, tzv. grupna brzina talasa, dobija se iz uslova
(Awt — Akx)/2 = const na analogan nacin kao za faznu brzinu, tj. v, = Ax/At =
Aw/Ak. Ako pustimo da Aw — 01 Ak — 0, za slobodnu Cesticu sledi

_dw dE d (pz)_p

_do _dE_d(p)\_pP_ 3.7
T Ak T dp T dp\om v (3.7)

m

tj. grupna brzina talasa je jednaka brzini Cestice kojoj su talasi pridruZeni.

Slika 3.1. Talas koji predstavlja rezultat superpozicije dva ravna talasa bliskih frekvencija i
talasnih brojeva, i jednakih amplituda (prikazan je njegov realni deo).

Na osnovu ove analize proizilazi da talasni proces koji bi pratio kretanje Cestice ne
moZe biti ¢isto monohromatski (tj. odredene vrednosti k), ve¢ mora imati neku Sirinu,
odnosno ukljucivati viSe razlicitih talasnih vektora (a time i frekvencija). Superpozi-
cijom beskona¢no mnogo ravnih talasa sa talasnim brojevima koji se kontinualno
menjaju u odredenom intervalu

W(r, 1) = f A(k) e/ qg (3.8)

dobija se talas koji je lokalizovan u ogranicenom delu prostora, §to znaci da amplituda
talasa izvan te oblasti brzo opada i u beskonacnosti teZi nuli (npr. kao na slici 3.2).
Takav talasni proces se naziva talasni paket.
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3.1 Talasna funkcija i njena interpretacija

Razmotrimo kao primer superpoziciju ravnih talasa Ciji su talasni vektori usmereni
u pravcu x-ose sa vrednostima u granicama kg — Ak < k < ko + Ak (k = [K]), tj.

ko+Ak ‘

Wix, 1) = f A(k)e =g (3.9)
ko—Ak

Ako je Ak < ky, pogodno je uvesti smenu & = k — kg i razviti funkciju w(k) oko

vrednosti k = ko, ograni¢avajuci se na nulti i linearni ¢lan

dw

w(k) = wy + (a)o &, wo = wlko). (3.10)

(Za slobodnu &esticu je w = E/h = hk*/(2m), wy = hk%/(Zm) i (dw/dk)y = fiky/m.)
Uzimajudi, osim toga, da se koeficijenti A sporo menjaju sa k, tj. da je A(k) = A(kop),
sledi

Ak
Y(x, 1) = f A(kg)ekorOr—wor=(5)ott] g
~Ak

A
Ak
) A(kO)ei(kommf () g 3.11)
—Ak
i[x—(% £=Ak
= A(ko)ei(kox—(uot)e[—clk)ot]'-f ,
i[x - (((ji_‘/?)()t] E=—Ak
§t0 daje
i dw
sinflx = (9« ¢| Ak |
Y(x, 1) = 2A(ko) {[ ( k)O ] } ol kox—wor) (3.12)
x= (@)

Mnozitelj ispred brzo oscilujuée funkcije ¥~ se moZe tretirati kao sporo promen-
ljiva amplituda talasnog procesa okarakterisanog talasnim brojem ky i frekvencijom wy.

Slika 3.2. Realni deo talasnog paketa (3.12) za t+ = 0 (puna linija) i njegova "amplituda"
(isprekidana linija).

Na slici 3.2 je prikazan talasni paket (3.12) u trenutku # = 0. Amplituda talasnog

paketa tada ima izraZzen maksimum u x = 0 sa vrednosS¢u 2A (ko) lim,_,o sin(x Ak)/x =
2A(ko)Ak. Nule amplitude su locirane u tackama x, = (n/Ak)n, n = +1,+2,...
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

Za |x| > x; amplituda talasnog paketa brzo opada pa moZemo smatrati da je paket
lokalizovan izmedu —x; i x, tj. da mu je prostorna Sirina Ax = 2x; = 2n/Ak. Odavde
sledi Ax Ak = 2 odnosno

AxAp = h. (3.13)

Vidimo da $to je vrednost Ap (odnosno Ak) veca, to e prostorna Sirina paketa biti
manja. U grani¢nom slucaju Ap — oo amplituda talasnog paketa (3.12) uzima ob-
lik delta funkcije (videti definiciju (2.85)) i talasni paket je lokalizovan u jednoj tacki
(x =0akojet = 0),tj. Ax — 0. Ukoliko, medutim, uzmemo da Ap — 0, talasni paket
postaje potpuno delokalizovan (Ax — o0) i prakticno se svodi na monohromatski
ravni talas frekvencije wy i talasnog broja ky. Uz pretpostavku da amplituda talasnog
paketa predstavlja (ili je proporcionalna) amplitudi verovatnoce nalaZenja Cestice u
prostoru (u ovom slucaju duZ x-ose), o cemu Ce biti reci u narednom odeljku, posled-
nja relacija se moZze tumaciti kao relacija neodredenosti za polozaj i impuls Cestice u
stanju opisanom ovim talasnim paketom.

Posmatrajuéi fazu amplitude paketa [x — (dw/dk)ot]Ak sledi da se srednja tacka
ovog talasnog paketa u toku vremena pomera brzinom

dw
Vg = (@)0, (3.14)

koja predstavlja grupnu brzinu talasnog paketa. Uoc¢imo da je za slobodnu Cesticu

d(E\ d(mk2\ Tk po
= — | — = —| — = — = —, 1
Ve dk(h)o dk(Zm)O m o om (3.15)

Ukoliko je moguce zanemariti neodredenost impulsa Ap, vrednost py/m se moZe in-
terpretirati kao klasi¢na brzina Cestice. Prema tome, u klasi¢nom limitu (npr. u slucaju
dovoljno velike mase m), kada moZemo govoriti o klasi¢noj brzini Cestice, grupna br-
zina talasnog paketa se poklapa sa ovom brzinom. Pokazuje se da navedena relacija
vazi i u slu€aju kretanja Cestice u polju spoljasnjih sila.

Jedno od prvih tumacenja gornjeg rezultata je bilo da se sama Cestica moZe poisto-
vetiti sa talasnim paketom. Ovakvo shvatanje je, medutim, brzo dovedeno u pitanje
zbog efekta tzv. rasplinjavanja talasnog paketa. Naime, ukoliko je (d*w/dk?)i—t, #
0, ravni talasi sadrzani u talasnom paketu imaju razlicite fazne brzine tako da se ta-
lasni paket brzo rasformira. Ovo se deSava Cak i kad na Cesticu ne deluju nikakve
spoljasnje sile, tj. pri slobodnom kretanju (tada je (dza)/dkz)k:k0 = h/m). Kako se,
medutim, Cestice uvek registruju u celini (nedeljive su), ovakvo shvatanje talasnog
paketa je danas uglavnom odbaceno. Savremena interpretacija ovih talasa je da nji-
hova amplituda ustvari odreduje verovatnocu nalaZenja Cestice u datoj tacki prostora.

3.1.5 Statisticka interpretacija talasne funkcije

Da bi rezultati Dejvison-DZermerovog eksperimenta i drugih eksperimenata sa rase-
janjem snopa Cestica na periodi¢nim strukturama mogli biti protumaceni kao posle-
dica talasnih svojstava Cestica, neophodno je pretpostaviti da je raspodela Cestica u
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prostoru nakon rasejanja proporcionalna intenzitetu talasa na tom mestu. Medutim,
objasnjenje da ovi talasi predstavljaju efekat kolektivnog ponaSanja velikog broja Ces-
tica (kao npr. u slucaju zvucnih talasa) ovde nije prihvatljivo. To sledi iz Cinjenice da
se difrakcioni obrazac dobija nakon detekcije velikog broja Cestica, nezavisno od toga
da li one stizu istovremeno ili jedna po jedna u duZem vremenskom intervalu (odeljak
1.4.1). Ove Cinjenice su navele Borna (Max Born, 1926) da predlozi statisticku inter-
pretaciju talasne funkcije. Prema toj interpretaciji intenzitet de Broljevih talasa na
bilo kom mestu u prostoru i u datom trenutku vremena proporcionalan je verovatno¢i
nalaZenja Cestice na tom mestu.

Navedena interpretacija de Broljevih talasa se direktno uopstava na talasnu funkciju
koja opisuje stanje proizvoljnog kvantnog sistema: Ako je & skup svih nezavisnih
koordinata sistema, a (¢, f) talasna funkcija koja opisuje kvantno stanje u kome se
sistem nalazi u trenutku ¢, onda je verovatnoca dP da se pri merenju koordinata u
tom trenutku dobiju vrednosti iz elementa konfiguracionog prostora dé oko tacke &
proporcionalna proizvodu kvadrata modula talasne funkcije u toj tacki i trenutku t i
elementa prostora dé, tj.

dP = Cly(&, DIPdé, (3.16)

gde je C > 0 konstanta normiranja.

Prema ovoj interpretaciji (ve¢ pomenuta Kopenhagenska $kola) talasna funkcija ne
predstavlja neko merljivo fizicko polje ili veli¢inu, veé jedan od nacina da se mate-
maticki opiSe kvantno stanje. Kao §to smo veé naveli na pocetku ovog poglavlja,
talasna funkcija sadrzi kompletnu informaciju o kvantnom stanju, $to znaci da se o
dinamickim varijablama fizickog sistema koji se nalazi u tom stanju ne moze saznati
nista viSe osim onog §to omogudava talasna funkcija.> Ova &injenica kao posledicu
ima jedan od najopstijih principa u kvantnoj mehanici — princip neodredenosti.

Verovatnoca nalaZenja sistema sa koordinatama unutar neke konacne oblasti kon-
figuracionog prostora dobija se integracijom relacije (3.16) po toj oblasti. Pri tome
integral po celom konfiguracionom prostoru u svakom trenutku odgovara verovatnoci
nalaZenja sistema sa bilo kojim vrednostima koordinata, $to predstavlja apsolutno si-
guran dogadaj Cija je verovatnoca jednaka jedinici. Prema tome

e f (& Pz, (3.17)

Uoc¢imo da se konstanta normiranja C moZe odrediti jedino ukoliko integral na desnoj
strani konvergira, tj. ako je ¥ po modulu kvadratno integrabilna funkcija

f (£, HIPdE < +oo. (3.18)

30vaj stav nikada nije bio prihvacen od izvesne grupe fizi¢ara iz vremena nastanka kvantne mehanike
na Celu sa AjnStajnom, a i kasnije, koji su smatrali da stanje fizickog sistema, kako je formulisano u
kvantnoj mehanici, ne daje potpuni opis sistema. Prema njima kvantna mehanika nije kompletna teorija,
a informacije koje nedostaju, tzv. skrivene varijable, bi u kompletnoj teoriji eliminisale neodredenost i
omogucile deterministicki opis.
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Ova Cinjenica ukazuje da jedino funkcije koje imaju ovu osobinu mogu u potpunosti
opisivati kvantna stanja. Za kvadratno integrabilne funkcije integral (3.18) predstavlja
kvadrat njihove norme, pri ¢emu je skalarni proizvod medu ovim funkcijama definisan
kao (v. odeljak 2.1.5)

W.y') = f@l/*(f) v'(&)de. (3.19)

Uz skalarni proizvod (3.19) i ograniCenje na kvadratno integrabilne funkcije, prostor
stanja kvantnog sistema predstavlja jedan funkcionalni Hilbertov prostor.

Radi rac¢unanja verovatnoée pogodno je kvadratno integrabilne funkcije normirati
na jedinicu. Transformacijom

v - NCy (3.20)

se dobija nova funkcija ¥(¢) za koju je

f (& DR = 1. (321)

Pri tome pocetna i normirana talasna funkcija opisuju isto kvantno stanje jer se raz-
likuju samo za nenulti faktor VC. Za normirane funkcije, medutim, znak propor-
cionalnosti u izrazu (3.16) prelazi u znak jednakosti, tj.

dP = (&, 1IPd¢, (3.22)
a veli¢ina WPED)
(1) = d—g = WP (323)

predstavlja gustinu verovatnoce.

Uogimo da su gustine verovatnoéa za stanja opisana talasnim funkcijama v i ey,
gde je a proizvoljan realan broj, medusobno jednake (le’®y|> = e @y*e®y = Yy =
[/|?) u bilo kom trenutku i u bilo kojoj tacki konfiguracionog prostora. Kasnije é¢emo
videti da fazni faktor € takode ne uti¢e na vrednosti drugih merljivih veli¢ina, tako
da moZemo smatrati da funkcije ¢ i ey opisuju isto kvantno stanje. Prema tome, kod
pridruZivanja talasnih funkcija kvantnim stanjima, ¢ak i kada su funkcije normirane
na jedinicu, postoji nejednoznacnost do na fazni faktor.*

Napomenimo da se u kvantnoj mehanici pored kvadratno integrabilnih funkcija
koriste i funkcije koje nemaju kona¢nu normu. U odeljku 3.1.2 smo npr. kretanje
slobodne Cestice sa odredenom vredno$¢u impulsa opisali monohromatskim ravnim
talasom oblika (3.1), odnosno (3.2). Za njega vaZi |y(r,t)*> = |A]*> = const, pa je
integral po celom konfiguracionom prostoru Cestice

f b (r, HI*dV = |A]? f dV = o, (3.24)

40Ovde, medutim, treba imati na umu da ukoliko se fazni faktori talasnih funkcija koje ulaze u neku
linearnu kombinaciju promene nezavisno jedni od drugih, onda rezultujuca talasna funkcija opisuje
sustinski drugacije stanje posto se na taj nacin menjaju koeficijenti u superpoziciji stanja.
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S$to znaci da ¢ nije kvadratno integrabilna funkcija. Medutim, strogo govoreci, u
kvantnoj mehanici se kretanju slobodne Cestice nikad ne moZe pripisati tano odrede-
na vrednost impulsa. U suprotnom bi, na osnovu relacija neodredenosti, Cestica bila
potpuno delokalizovana u prostoru, $to ne odgovara nijednoj realnoj situaciji. Ravni
talas, prema tome, predstavlja idealizaciju, a realna kvantna stanja su opisana manje
ili viSe lokalizovanim talasnim paketima. U prilog tome ide i Cinjenica da se, za
razliku od fazne brzine koja karakteriSe monohromatski talas, grupna brzina njihove
superpozicije (talasnog paketa) moze dovesti u vezu sa kretanjem Cestice.

Ipak u mnogim slu¢ajevima (npr. u teoriji rasejanja) monohromatski ravni talas
predstavlja savrSenu aproksimaciju za opis stanja snopa Cestica odredene energije i
impulsa. Naime, s obzirom na makroskopske dimenzije snopa, neodredenost impulsa
se moZe smatrati zanemarljivom, §to u praksi znaci da je daleko manja od eksperimen-
talne preciznosti njegovog merenja. Ovde se, medutim, javlja problem pri izracuna-
vanju verovatnoce posto za funkcije ¢ koje nisu normirane, |i|> nije gustina verovat-
noée. Ipak, i u ovakvim slucajevima || je proporcionalno relativnoj verovatnoéi,
npr. odnos vrednosti |¥|> u raznim tackama konfiguracionog prostora odreduje rela-
tivnu verovatnocu za odgovarajuce vrednosti koordinata.

Konaéno za kvantnu mehaniku je veoma znacajno da skup monohromatskih ravnih
talasa sa svim moguéim talasnim vektorima, iako on sam ne pripada prostoru stanja
Cestice, predstavlja bazis po kome je moguée razviti proizvoljnu talasnu funkciju
koja je element tog prostora.’ StaviSe u nastavku ¢emo videti kako se moze postiéi
kvadratna integrabilnost ravnih talasa (bez formiranja talasnih paketa) i na taj nacin
konstruisati bazis koji i formalno pripada prostoru stanja Cestice.

3.1.6 Normiranje ravnih talasa u ograni¢enoj zapremini

U prethodnom odeljku smo videli da monohromatski ravni talasi (3.1) nisu kvadratno
integrabilne funkcije. Kvadratna integrabilnost se moZe posti¢i ograni¢avanjem do-
mena funkcije na neku oblast konfiguracionog prostora konac¢ne zapremine V. U tom
slu¢aju umesto rezultata (3.24) imamo

f W>dV = |A]? f dV = |APV < . (3.25)
\4 \%4

Prema tome, talas e biti jedini¢ne norme ako je |A| = 1/ VV.

Najjednostavnija fizicka situacija na koju se ovaj prilaz moze primeniti je kretanje
Cestice unutar ogranicenog dela prostora oblika kocke sa idealno ¢vrstim zidovima.
Posto Cestica ne moZe da napusti ovu oblast, talasna funkcija Cestice na granicama
oblasti i izvan nje mora biti jednaka nuli. Ovi grani¢ni uslovi, medutim, nisu pogodni
za normiranje ravnih talasa posto se na zidovima kocke talas reflektuje i menja znak
impulsa. Iz tog razloga je pogodnije izabrati periodi¢ne grani¢ne uslove zahtevajuci
da talasna funkcija ima istu vrednost u odgovarajuéim tackama na suprotnim strani-
cama kocke i isti izvod u tim tackama po koordinati normalnoj na te stranice. Ako je

50vo je primer bazisa &iji su elementi tzv. uopteni vektori, o emu je bilo re¢i u odeljku 2.2.6.
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

L duZina ivice kocke, periodi¢ni grani¢ni uslovi glase

v(x,y,2) =¥(x+L,y,2) =¥(x,y+ L,2) =¢(x,y,z+ L). (3.26)

Nametanje periodicnih grani¢nih uslova je ekvivalentno situaciji u kojoj je ceo kon-
figuracioni prostor podeljen na jednake oblasti oblika kocke, pri ¢emu se talasna
funkcija glatko nastavlja iz oblasti u oblast i u svakoj od njih ima identican oblik.

Naglasimo da periodi¢ni granicni uslovi (3.26), s druge strane, ne opisuju korektno
realnu dinamiku estice u ograni¢enom delu prostora.® Ako, medutim, izaberemo
kocku dovoljno velike zapremine (sa ivicama mnogo veéim od atomskih dimenzija),
uticaj grani¢nih uslova na kretanje Cestice u ovoj oblasti ¢e biti zanemarljiv. Naime,
amplituda talasnog paketa na udaljenim granicama oblasti teZi nuli, Cestica prakticno
nikad ne stize do njih i sa te strane je oblik grani¢nih uslova bez znacaja. Kako
je ovde razlog ograni¢avanja konfiguracionog prostora konstrukcija bazisa sa normi-
ranim funkcijama oblika ravnih talasa, u nastavku ¢emo zadrzati periodi¢ne grani¢ne
uslove (3.26) uz pretpostavku da je zapremina V = L3 dovoljno velika. U tom cilju
dovoljno je uzeti normirane monohromatske ravne talase u trenutku ¢ = 0

1 .
() = 75 e, (3.27)

OgraniCavanje oblasti konfiguracionog prostora ima za posledicu da komponente
talasnog vektora k viSe ne mogu imati proizvoljne vrednosti. Primenjujuéi uslove
(3.26) na funkcije (3.27) sledi

1

(x + Loy, 2) = hE R e Xy
Uy + Lo7) = # pilkerrk oLkl = gLy, o) (3.28)
v,z + L) = # glkerthoy kD] 2 Ly, ()

Uslovi periodi¢nosti se prema tome svode na uslove et = ehl = ¢kl = | koji

su zadovoljeni ako je kL = 27n,, k,L = 2nn, i k.L = 2nn;, gde su ny,ny,n; celi
brojevi. Prema tome komponente talasnog vektora k viSe nisu neprekidne veli¢ine
ve¢ uzimaju diskretne vrednosti

2r 2n 2r
k,=—n,, k,=—n,, k.= —n.. 3.29
X L X y L y Z L ¢ ( )
Uoc¢imo da u grani¢nom slucaju kada L — oo rastojanja medu susednim vredno-
stima komponenti talasnog vektora teZe nuli, $to se svodi na slucaj slobodne Cestice u
neograni¢enom prostoru sa proizvoljnim (neprekidnim) vrednostima k,, ky, k..

U klasi¢nom prilazu periodi¢ni graniéni uslovi bi znagili da prolazak estice kroz stranicu kocke pred-
stavlja ekvivalentan dogadaj njenom pojavljivanju u odgovarajucoj tacki na suprotnoj stranici kocke sa
nepromenjenim vektorom impulsa.
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3.1 Talasna funkcija i njena interpretacija

Pokazacemo, dalje, da je skup funkcija ¢k (r) (u ogranicenom delu prostora) za
sve dozvoljene vrednosti k ortonormiran (uzimajuéi A = L=3/?). Posmatrajmo iz tog
razloga skalarni proizvod dvaju funkcija sa talasnim vektorima k i k’

1 N 1 e
f ViU () dV = — | e TV = — f STy
14 L 14 |4

W, ) I3

1t . 1t . | A
z f ' Kikx g z f ez(k}.—kv)ydy Z f el(kf_k‘")zdz. (3.30)
0 0 0

Analizirajmo integral po komponenti x. Ako je k, = k. imamo % fOL elkkox dy = 1,
Ako je, medutim, k, # &, (n, # n’,) sledi

L (K ke,
1 f pirrg, = L .el(k) ko
Z Jo Lik—ky)

L oKkl _ 1 e2rinny) _

Lk -k, 2mi(n—ny)

0. (331

0

L - ’_ . . v
Prema tome, % fo ekkoxdy = Ok, k. 1 analogno za preostala dva integrala, $to ko-
nacno daje

W, Yw) = f!ﬁf;(l‘) Y (1) dV = 6k, Ok, k; Ok = Ok (3.32)
%

Funkcije ¢k (r) takode Cine potpun skup funkcija, tj. proizvoljna funkcija y(r) koja
opisuje stanje Cestice’ u zapremini V moZe se predstaviti kao linearna kombinacija
ovih funkcija

Y(r) = ) (). (3.33)
k
Za to je dovoljno pokazati da je za proizvoljnu funkciju (r) moguce odrediti koefi-
cijente razvoja ck. Ako razvoj (3.33) pomnoZzimo skalarno sa ¥y (r), sledi (Y, y) =
2k Ck W, Yk) = 2k Ck Ok = Ces G-

1 .
a=wen= [imsmav =g [eFma e
Vv Vv

Uocimo da je poslednji integral inverzna Furijeova transformacija funkcije y/(r), a
posto su talasne funkcije po definiciji jednoznacne i neprekidne, ovi integrali (tj. Fu-
rijeovi koeficijenti ck) postoje za svako k.

Konac¢no, posto je skup funkcija ¢y (r) okarakterisanih talasnim vektorima k koji
zadovoljavaju uslove (3.29) ortonormiran i potpun, on ¢ini ortonormirani bazis u
prostoru stanja Cestice koja se nalazi u ograni¢enom delu prostora.

Ako je funkcija ¢/(r) normirana u zapremini V onda je

1= f YO dv = f D avi® ) et dv
Vv VX K
= Z Z Ch Ck'f U@ e (r)dV = Z Z Cx Ck Ok = Z Cx Cko
koK v kK K K

7Posto je vremenski trenutak takode proizvoljan, ¢ ne piSemo eksplicitno.

(3.35)

53



3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

odnosno
Dl =1. (3.36)
Kk
U skladu sa statistickom interpretacijom talasne funkcije (odeljak 3.1.5), jedinica
na levoj strani izraza (3.35) predstavlja totalnu verovatnoéu koja ukljucuje sve rezul-
tate koji se mogu dobiti merenjem poloZaja Cestice u njenom konfiguracionom pos-
toru (ovde u oblasti zapremine V). U izrazu (3.36) ova jedinica je razloZena na sumu
kvadrata modula koeficijenta u razvoju talasne funkcije po ravnim talasima (3.27).
Kako se moZe interpretirati ovaj rezultat? Koeficijenti cx odreduju stepen uceséa
stanja sa odredenim vrednostima impulsa p = 7k u stanju y(r). Posto su |cg|* pozi-
tivni realni brojevi, a njihova suma po svim mogu¢im vrednostima k je jednaka je-
dinici (totalnoj verovatnodi, v. naredni odeljak), kvadrat modula od c se interpretira
kao verovatnodéa da se pri merenju impulsa Cestice koja se nalazi u stanju ¢(r) dobije
vrednost p = 7ik.

3.2 Izracunavanje srednjih vrednosti fizickih
velicina

3.2.1 Srednja vrednost rezultata merenja, srednje kvadratno
odstupanje i standardna devijacija

Neka je merenje veli¢ine x izvrSeno N puta, pri c¢emu je dobijen skup od N rezultata
merenja u okviru kojeg se pojavljuje n razlicitih vrednosti (n < N). Oznacimo sa
x; (i = 1,2,...,n) razlicite vrednosti iz skupa rezultata, a sa N; brojeve pojavljivanja
(frekvencije) tih vrednosti u skupu. Tada se na osnovu rezultata merenja srednja vre-
dnost veli¢ine x odreduje kao

(x) = % gNixi = é %X,‘, (3.37)

gdeje Ny +N,+- -+ N, = N broj izvrSenih merenja. Koli¢nici N;/N se zovu relativne
frekvencije izmerenih vrednosti x;.

U grani¢nom slucaju N — oo relativne frekvencije N;/N prelaze u verovatnoce P;
dobijanja vrednosti x;. Posto za relativne frekvencije vazi 0 < N;/N < 1i )., N;/N =
1, verovatnoce P; su realni brojevi iz intervala [0, 1], a njihova suma po svim moguéim
vrednostima merene veliCine jednaka je jedinici, tj.

0<Pi<l, > P=1 (3.38)
i=1
Izraz za srednju vrednost (3.37) u grani¢nom sluc¢aju N — oo postaje

(x) =) Pixi. (3.39)
i=1
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3.2 IzraCunavanje srednjih vrednosti fizi¢kih veli¢ina

Ukoliko je skup moguéih vrednosti merenja veli¢ine x neprebrojiv, npr. ako je to
neki interval [a, b] iz skupa realnih brojeva, umesto verovatnoc¢a #; dobijanja poje-
dina¢nih vrednosti x; uvodi se gustina verovatnoce p(x) = dP/dx. Njen integral po
skupu mogudih vrednosti jednak je jedinici, tj.

b
f p(x)dx = fd?’ =1, (3.40)

a formula za srednju vrednost se tada transformiSe u oblik

b
(x)zf p(x)xdx. (341

Napomenimo da ako je neka veli¢ina y funkcija merene veliCine x, tj. y = f(x),
onda merenje ovih dvaju veli¢ina nije nezavisno. Kao posledica toga, verovatnoée da
se pri merenju veli¢ina x i y dobiju vrednosti x;, odnosno y; = f(x;), bie jednake.
Odavde sledi da se izrazi za srednju vrednost (3.39) i (3.41) mogu uopstiti na oblik

) =) Pif(x), (3.42)

n
i=1

odnosno

(f)) = f p(x) f(x) dx. (3.43)

Pored srednje vrednosti, vazan podatak o raspodeli rezultata merenja neke velicine
je srednje kvadratno odstupanje, odnosno standardna devijacija. Uo¢imo prvo da je
srednja vrednost odstupanja merene veli¢ine od njene srednje vrednosti uvek jednaka
nuli. Npr. u slucaju prebrojivog skupa rezultata merenja, koriste¢i formulu (3.42) i
¢injenicu da je })i, P; = 1, sledi

(=) = D Pl = () = D Pixi—(0) ) Pi= (- (=0, (344)
i=1 i=1 i=1

Isto se dobija i za neprebrojiv skup rezultata pomocu formule (3.43) i uslova f p(x)dx
= 1. Ocigledno, odstupanja izmerenih vrednosti (pozitivna i negativna) se u formuli
za srednju vrednost medusobno kompenzuju. Da bi se ova kompenzacija izbegla,
umesto srednje vrednosti odstupanja rauna se srednje kvadratno odstupanje (disper-
zija)

A0? = > Pl = () (3.45)
i=1

Ako je skup mogucih vrednosti merenja neprebrojiv imacemo

(Ax)? = f p(x)(x — (x))*dx. (3.46)
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

U opstem slucaju moZemo pisati
(A = ((x = (). (3.47)

Dodajmo da se srednje kvadratno odstupanje takode moze predstaviti kao razlika
srednje vrednosti kvadrata i kvadrata srednje vrednosti merene veliine. Naime

(Ax)* = ((x = (xX)?) = (2% = 2x(x) + (X))
(3.48)
= () = 2(x)% + (x)* = (&%) — ()%

Konacno, standardna devijacija se definiSe kao kvadratni koren iz srednjeg kvadrat-

nog odstupanja
Ax = V{(x = (x))?). (3.49)

Ova velicina se u kvantnoj mehanici koristi kao mera za neodredenost fizicke veliCine.
Posto verovatnoca dobijanja odredene vrednosti fizicke veli€ine pri njenom merenju

zavisi od stanja ¥ u kome se kvantni sistem nalazi neposredno pre merenja, jasno je da

¢e i srednja (oCekivana) vrednost kao i neodredenost te veliine zavisiti od stanja .

3.2.2 Izracunavanje srednje vrednosti koordinate i veli¢ina
koje su funkcije koordinate

Neka je stanje Cestice u nekom trenutku opisano talasnom funkcijom ¢(r). Tada je
prema definiciji (3.23) gustina verovatnoce nalaZenja Cestice u tacki prostora odrede-
noj vektorom poloZaja r

p(r) = W@ = ¢ () Y(r). (3.50)

Srednja vrednost vektora poloZaja r Cestice u stanju ¢ se neposredno dobija koristeci
ovaj rezultat i formulu (3.41)

(r) = f o) rdV = f W) ry(r)dV. 3.51)

Napomenimo da, iako je redosled ovde irelevantan, poloZaj veli¢ine r izmedu funkcija
¢* 1 ¢ u poslednjem integralu izabran je, kako ¢emo u nastavku videti, radi ujedna-
¢enog zapisa izraza za srednju vrednost proizvoljne fizicke veliCine.

Razlaganjem vektora poloZaja Cestice r na komponente x, y, z u pravouglom koor-
dinatnom sistemu, njegova srednja vrednost se moZe napisati u obliku (r) = (x) e, +
e, + (e, gde su

) = fv YOxum v, ) = fv VOOV, (@) = fv V(D)2u(rdV (3.52)

srednje vrednosti komponenti vektora poloZaja u datom stanju (r).
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3.2 IzraCunavanje srednjih vrednosti fizi¢kih veli¢ina

Da bismo odredili srednju vrednost fizicke veli¢ine koja se moZe izraziti kao real-
na funkcija koordinate f(r), iskoristi¢emo Cinjenicu da se merenje te veli¢ine moze
svesti na merenje poloZaja Cestice r. Prema tome, gustina verovatnoce da ta funkcija
ima vrednost f(r) jednaka je gustini verovatnoce nalaZenja Cestice u tacki r. Tada,
koristeéi formulu (3.43), sledi

(f(r)>=fp(r)f(l‘)dV=fll'*(r)f(r)w(r)dV- (3.53)

3.2.3 Izracunavanje srednje vrednosti impulsa

Da bismo dosli do izraza za srednju vrednost impulsa Cestice u datom stanju , raz-
motri¢emo ponovo Cesticu u ograni¢enom delu prostora. U tom slucaju verovatnoéa
da se pri merenju impulsa dobije odredena vrednost p = 7k iznosi Pk = |ck/*, gde su
cx koeficijenti u razvoju talasne funkcije y¥/(r) po yY(r) dati izrazom (3.34). Tada je
na osnovu izraza (3.39) srednja vrednost impulsa pri merenju u stanju ¢

p) = Z |ck|2hk =" Z C;; K ck. (3.54)
k

k

Ako se koeficijenti ¢ i ck u ovoj formuli zamene njihovim eksplicitnim izrazima, a
onda primeni transformacija

kyp(r) =kAe ™ = iV(Ae™T) = iVyp(r), (3.55)
gde je V = e,0/0x + e,0/3y + e, 0/0z nabla operator, dobija se
® =1 [ new ek [ G
aRvAY 14

(3.56)
= ihZfVl//k(l")w*(r')dV' fV(VlﬁiQ(r))tﬁ(l')dV
k

Predstavljajuéi vektore r i V u pravouglom koordinatnom sistemu, te primenjujuéi
parcijalnu integraciju i periodi¢ne grani¢ne uslove (3.26) na funkcije ¢ i ¢ unutar
kocke stranica L, poslednji integral u izrazu (3.56) se transformise na sledeci nacin

: Lt vy ow o
j‘;z//(r)Vzpk(r)dVEjo‘foj(; t//(x,y,z)(a—xkex+a—ykey+a—zkez)dxdydz

L AL L o
= f f dydz f w(x,y, z)a—k dx e, + Clanovi uz ortove e, i e;
0Jo 0 X

L ~L
= f(; fo dydz[zp(x,y,z) Y (%, ,2)

=—fv¢/i(l’)VW(r)dV-

(3.57)

ex+...

x=

N Oy
0_fo lﬁk(x,y,z)a dx

x=
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike
Koristeci ovaj rezultat, izraz za srednju vrednost impulsa postaje
w=-inY, [ waruerav [ sovsmav
o Jv 14

= —in fv fv zﬂr’)[z wk<r’)w;:<r>] VY dvav’.
k

Pokazac¢emo da je suma po k u zagradi jednaka 6(r’ —r). Pretpostavimo da se delta
funkcija moZze razviti po funkcijama ¢ na sledeéi nacin

5 =1) = Y b dalr”). (3.58)
k

Koeficijenti u razvoju su tada by (r) = fv Y (@)’ —r)dV’ = Y (r). Prema tome
S0 = 1) = > Y gn(r). (3.59)
K

Koristeci ovu relaciju, konacno imamo

(p) —ihffw*(r’)é(r'—r)Vl//(r)dVdV'
vJv

f Y () (—ihV)Y(r) dV. (3.60)
\%4

Poslednja formula zadrzava svoj oblik i u granicnom slucaju kada L — oo, tj. vaZi i
za kretanje Cestice u neograni¢enom prostoru.

Razlaganjem impulsa Cestice p na komponente p,, py, p, u pravouglom koordi-
natnom sistemu, njegova srednja vrednost se moze napisati u obliku (p) = (p,) e, +
<py>ey +{p:)e., gde su

0

() = f w*<r)(—iha—)w<r>dv, 3.61)
174 X
0

() = f w*(r>(—iha—)w<r>dv, (3.62)
1% y
0

(p.) = f w*<r)(—iha—)w<r>dv (3.63)
Vv Z

srednje vrednosti komponenti impulsa u datom stanju (r). Parcijalni izvodi koji
se javljaju u ovim izrazima su komponente nabla operatora duz koordinatnih osa.
Napomenimo da se izrazi (3.61), (3.62), (3.63) takode mogu dobiti tako $to se izraz
(3.54) razloZi na komponente, a onda se za svaku komponentu sprovede analogan
postupak kao za ceo impuls. (Npr. iz (p,) = Dk lew|* Tk, sledi izraz (3.61).)
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3.2 IzraCunavanje srednjih vrednosti fizi¢kih veli¢ina

3.2.4 lzracunavanje srednje vrednosti funkcije impulsa

Neka je g(p) neprekidna i diferencijabilna realna funkcija impulsa Cestice. Da bismo
odredili srednju vrednost ove funkcije u proizvoljnom stanju ¥(r), razvi¢emo je u ste-
peni red po komponentama impulsa: g(p) = g(Px, Py, Pz) = 221 2om 2un Ctmn p! py'p:
Posto se "merenje" vrednosti izraza p! py'p; svodi na merenje samog impulsa, vero-
vatnoéa da ovaj izraz ima odredenu vrednost (#ik,)' (ky)™ (hk,)" jednaka je verovatno-
¢i da impuls p ima odredenu vrednost 7k, dakle Py = |ck|*. Na osnovu toga moZzemo
pisati

@mw%anmwmm“WWkawk (3.64)

k

Polazeci od ovog izraza, analognim postupkom kao pri racunanju (p) (transformacije
tipa (3.54)-(3.60)), dobija se

0 a\
(PxPyP )‘fzﬁ (r)( ih— )(—zhay) (—zh )w(r)dV (3.65)

Kako je verovatnoda da izraz p! py'p. ima vrednost (Bk,)! (hk,)™ (hk,)" jednaka
lck|* za sve vrednosti stepena [, m, n, onda je i verovatnoéa da razvoj funkcije g(p) po
komponentama impulsa ima vrednost >}; >, ., @imn (hk,)! (hiky)™ (hik,)" takode jedna-
ka |ck|?>. Na osnovu toga je

@@—ﬁﬁZZmemwwm"ZZZ%me.

(3.66)
Konacno, koristeci rezultat (3.65) i zamenjujuéi redosled sumiranja i integraljenja,
sledi

\ o\ Lo\ oY
(g(p)) = j; w(r)ZZm:zn]a,,,m(—ma—y) (—tha—y) (—zha—y) w(r)dV. (3.67)

Posto diferencijalni izraz koji se pojavljuje izmedu funkcija ¥* i y u izrazu (3.67)
ima oblik ekvivalentan razvoju funkcije g(p) u stepeni red po komponentama impulsa,
formalno mozZemo pisati

0 o\" o\ 0 0 0
E E E —ih—| [-if —ih—| =gl|-ih—,-ih—,-ihi— | = g(-ihV
e alm"(lay)(lﬁy)(lﬁy) g(lf?X’ Mox ZBX) $CA,
(3.68)
¢ime se izraz (3.67) svodi na oblik

&) = f; Y (r) g(—inV) g (r) dV. (3.69)

Ovaj izraz predstavlja uopStenje formule za srednju vrednost impulsa (3.60). Na-
glasimo, medutim, da za razliku od izraza (3.53) koji predstavlja uopStenje formule za
srednju vrednost koordinate (3.51), gde je f(r) zaista funkcija koordinate, "funkcija"
g(—ihV) ima simbolicko znacenje i predstavlja diferencijalni izraz (3.68).
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

3.2.5 Srednja vrednost zbira funkcija koordinate i impulsa.
Izracunavanje srednje vrednosti energije Cestice

Pretpostavimo da se fizicka veli¢ina A moZe predstaviti kao zbir neke realne funkcije
koordinate f(r) i neprekidne i diferencijabilne realne funkcije impulsa g(p), tj.

A(r,p) = f(r) + g(p). (3.70)

Posto je srednja vrednost zbira dvaju ili viSe merenih veli¢ina jednaka zbiru njihovih
srednjih vrednosti, imamo (A) = (f(r) + g(p)) = (f(r)) + {(g(p)). Koristeli izraze
(3.53) 1 (3.69) dalje sledi

(f(r) +g(p)) = (f(r)) +(g(p)) = fl//*(r)f(r) Y(rydv 3.71)

+ f W (0)g(=inV) y(r) dV = f Y OLf(r) + g(=ih V)] (r) dV.

Prema tome, formula za racunanje srednje vrednosti veli¢ine A(r, p) u stanju ¢ mozZe
se predstaviti u obliku

(A(r,p)) = f Y (D) A(r, —ihV) y(r)dV, (3.72)
pri Cemu je A(r, —iiiV) simbolicki zapis odgovarajuéeg diferencijalnog izraza.
Primer za fizicku veli¢inu ovog tipa je energija Cestice koja se krece pod dejstvom
konzervativnih sila. U tom slucaju ukupna energija Cestice opisana je Hamiltonovom
funkcijom H(p, r) koja predstavlja zbir kineticke i potencijalne energije Cestice, tj.
P2
Hp,r)=_——+V()=E. (3.73)
2m

Na osnovu formule (3.72) izraz za srednju vrednost energije Cestice u stanju ¢ glasi

h2
(E) = f W (O H(—ilV, 1) y(r) dV = f L//*(r)[— EV2+V(r) y(r)dV.  (3.74)

3.3 Operatori fizickih velicina

3.3.1 Opsti oblik izraza za srednju vrednost

Izraz (3.72) za raunanje srednje vrednosti fizicke veliCine A tipa (3.70), kao i speci-
jalne slucajeve (3.51), (3.53), (3.60), (3.69) i (3.74), moZemo napisati u opStem obliku

(A= f yrAyay, (3.75)
gde je A operator koji se dobija zamenom impulsa p u funkciji A(r, p) operatorom

—ihV, dakle pridruZivanjem A(r,p) — A = A(r,—ihV). Ovaj operator éemo zvati
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3.3 Operatori fizickih velicina

operator fizicke velicine A. Primetimo da integral na desnoj strani izraza (3.75) pred-
stavlja skalarni proizvod funkcije stanja ¢ i funkcije koja se dobija delovanjem ope-
ratora A na to stanje, tj.

(Ay = (p, Ay). (3.76)

Ispostavlja se da se formula (3.75), odnosno (3.76), moZe primeniti za racunanje
srednje vrednosti proizvoljne fizicke veli¢ine A ukoliko znamo kako da toj veli¢ini
pridruzimo odgovarajuéi operator A. O zasnovanosti ovih formula ée biti reci pred
kraj odeljka 3.4.5.

3.3.2 Osobine operatora koji opisuju fizicke velic¢ine.
Opservable

Pre nego $to predstavimo pravila pridruZivanja operatora fizickim veli¢inama, naves-
¢emo opsSte uslove koje ti operatori moraju da zadovoljavaju.

Kao prvo, da bi vaZzio princip superpozicije, ovi operatori moraju biti linearni.
Drugim reima, ako je A operator koji predstavlja neku fizicku veli¢inu, a ¢ i
talasne funkcije dva proizvoljna kvantna stanja posmatranog sistema, onda mora da
vazi

AA(Clt,lll + Cglﬁz) = C]AAL,Dl + CzAAlﬁz Yci,c0 € C. (377)

Dalje, da bi srednje vrednosti fizickih veli¢ina bile realne, operatori koji su im
pridruZeni moraju biti ermitski. Da bismo ovo pokazali, podimo od izraza (3.76).
Ako je (A) realan broj, imamo (A) = (A)*, te na osnovu osobine ermitske simetrije
skalarnog proizvoda (v. jednakost (2.26)) sledi

W, Ay) = Ay, ), (3.78)

§to je ekvivalentno uslovu A* = A koji zadovoljavaju ermitski operatori (v. izraze
(2.60) i (2.61)).

Konacno, da bi racunanje verovatnoca dobijanja odredenih vrednosti neke fizicke
velic¢ine A bilo moguce, neophodno je da skup svojstvenih funkcija pridruZenog ope-
ratora A &ini ortonormirani bazis po kome je moguée razviti proizvoljnu talasnu
funkciju posmatranog sistema. Ermitske operatore koji imaju ovu osobinu nazivamo
opservablama (v. odeljak 2.2.5).8

Navedeni zahtevi se obi¢no formuli$u kao postulat: Merljive fizicke velicine se u
kvantnoj mehanici opisuju operatorima iz skupa opservabli koji deluju u prostoru
stanja kvantnog sistema.

8Podskup ermitskih operatora sa ovom osobinom (tj. skup opservabli) u okviru skupa svih ermitskih
operatora koji deluju u nekom Hilbertovom prostoru nije moguce precizno definisati. Pokazalo se,
medutim, da svi ermitski operatori koji se u kvantnoj mehanici koriste za opis merljivih fizi¢kih velic¢ina
jesu opservable. Iz tog razloga se Cesto ovaj uslov zanemaruje i uzima da se skup opservabli nekog
kvantnog sistema poklapa sa skupom svih ermitskih operatora koji deluju u prostoru stanja tog sistema.
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

3.3.3 Operatori koordinate i impulsa. Multiplikativni i
diferencijalni operatori

Iz izraza (3.51) i (3.60) za srednje vrednosti koordinate i impulsa neposredno sledi da
su operatori koordinate odnosno impulsa

f=r, (3.79)
p = —ihv. (3.80)

Uocimo da je operator koordinate ustvari sama promenljiva r. Ta¢nije receno, ovde
se radi o uredenoj trojci operatora = (%, §, 2) (vektorskom operatoru), ¢ije su kom-
ponente operatori koji su pridruZzeni komponentama vektora poloZaja r. Na osnovu
izraza (3.52) imamo

X=x, y=y, z=2z (3.81)

Delovanje ovih operatora na talasnu funkciju Cestice svodi se na mnoZenje odgovara-
juc¢ih komponenti vektora poloZaja sa tom funkcijom. Operatore koji na taj nacin
deluju na talasne funkcije nazivamo multiplikativnim operatorima. Prema tome, ope-
rator koordinate, njegove komponente, kao i njihove funkcije spadaju u multiplika-
tivne operatore.

Operator impulsa je s druge strane diferencijalni operator. 1 ovde moZemo govoriti
o uredenoj trojci P = (P, Py, P-), gde su na osnovu izraza (3.61), (3.62), (3.63)

A

0 0
= _ih_7 —, . = —ih— 3.82
Px P oy P oz (3.82)
operatori pridruZeni komponentama vektora impulsa p.
Operatori koordinate i impulsa su o¢igledno linearni operatori (mnoZenje i diferen-
ciranje su linearne operacije). Na osnovu transformacije

py = —in

W.tp) = fl//*(r)w(l‘)dV= f(rz//(r))*<p(r)dv = (B¢, ¢), (3.83)

koja vazi za bilo koja dva stanja Cestice i i ¢, sledi da je operator koordinate ermitski.
Koristedi relaciju f Y (r)Ve(r)dv = — f e(r)Vy*(r)dV (koja se dokazuje analogno
relaciji (3.57)) sledi

W.pe) f ¥ () (—ihV) (r)dV = —ih f Y (r)Ve(r)dV

ih f @) VY (r)dV = f (—ihVy(r)) e(r)dV = (py, @),  (3.84)

tj. operator impulsa je takode ermitski operator. Uoc¢imo da je prisustvo imaginarne
jedinice u operatoru impulsa klju¢no za ovu osobinu.

Kasnije ¢emo videti (odeljak 3.4.8) da skupovi svojstvenih funkcija operatora ko-
ordinate i impulsa potpuni, tj. Cine svojstvene bazise po kojima je (po svakom od
njih) mogucde razviti bilo koju talasnu funkciju iz prostora stanja Cestice. Prema tome,
operatori koordinate i impulsa su opservable.
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3.3 Operatori fizickih velicina

3.3.4 Pridruzivanje operatora fizickim veli¢inama. Kvantizacija

Na pocetku ovog poglavlja smo pokazali kako se fizickoj veli¢ini A, koja se mozZe
predstaviti kao zbir neke realne funkcije koordinate f(r) i neprekidne i diferenci-
jabilne realne funkcije impulsa g(p) (izraz (3.70)), pridruZuje operator A. Koristeéi
izraze za operatore koordinate i impulsa, (3.79) i (3.80), pravilo pridruZivanja se moze
napisati u obliku

A(r,p) — A = A&, p). (3.85)

Pokazaéemo da je operator A, koji je ovako pridruzen fizi¢koj veli¢ini A oblika (3.70),
ermitski. Posto je u ovom slu¢aju A = f(#) + g(p), s obzirom da je zbir dva ermitska
operatora takode ermitski operator (v. relaciju 2.57), za to je dovoljno pokazati da su
f(®) i g(p) ermitski operatori.

Posto je f(¥) realan multiplikativni operator, sledi da je on ermitski. Ovo se pokazu-
je analogno kao za operator F, tj. uopStavajuci relaciju (3.83) na slucaj proizvoljne
realne funkcije koordinate f(r)

(lﬁ,f(f)so)=ftﬁ*(l‘)f(r)so(l‘)dV:f[f(l‘)w(l‘)]*so(r)dV=(f(f‘)w,sol (3.86)

Da bismo pokazali da je i g(p) ermitski operator, podsetimo se da ovaj operatorski
izraz ustvari predstavlja razvoj funkcije g(p) u red po komponentama impulsa koje su
zatim zamenjene odgovaraju¢im operatorima (v. odeljak 3.2.4). Prema tome, g(p) se
moZe predstaviti u obliku (3.68), odnosno kao

g®)= > >\ amn pLHID! (3.87)
I m n

gde su ay,, realni koeficijenti. Na kraju ovog odeljka ¢emo predstaviti pravilo prema
kome proizvod ermitskih operatora koji medusobno komutiraju takode mora biti er-
mitski operator. Ove uslove zadovoljavaju operatori komponenti impulsa (njihovo

Al aman

komutiranje ¢emo pokazati u narednom odeljku), odakle proizilazi da je p, py'p;
ermitski operator. Uzimajuéi u obzir ovaj rezultat i osobine (2.55) i (2.57), dobijamo

@1 = > > > . plp)p! (3.88)
I m n

Konacno, posto su koeficijenti a;,, realni, sledi [g(P)]T = g(P), tj. g(P) je ermitski
operator.

Funkcijama tipa (3.70), ocigledno, nije moguce predstaviti sve fizicke veli¢ine koje
se izvode iz komponenti koordinate i impulsa kao osnovnih dinamickih promenljivih.
Postavlja se pitanje da li je pridruZivanje operatora fizickim veli¢inama po pravilu
(3.85) korektno u opStem slucaju. U nastavku ¢emo videti da ovo pravilo ne garantuje
da operator koji je pridruZen fizickoj veli€ini koja je funkcija koordinate i impulsa
oblika razli¢itog od (3.70) obavezno bude ermitski.

63



3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

Primer za to je izraz
r-Pp = Xpyx+Yypy+2p;. (3.89)

U klasi¢noj mehanici on je identi¢an izrazu

P r=pXx+py+pa2. (3.90)

Ako se, medutim, promenljive r i p u izrazima (3.89) i (3.90) zamene operatorima f i
P, pridruZeni operatori nece biti identi¢ni

F-pEp-T 391
Sto je posledica nekomutiranja komponenti operatora £ i p, o ¢emu ¢e biti reci u
odeljku 3.3.5. Prema tome, ako bismo koristili pravilo (3.85), pridruZivanje operatora
veli€ini r - p ne bi bilo jednoznacno. Osim toga, s obzirom da je

& p°

At st | oAtat | oatat

Xpu+ 9Py +2p)" = priT+ pIT 4+ pl2

1]
>

(3.92)
=pPxX+Ppyyt+tpz=p-r,
sledi da operatori & - p i p - £ nisu ermitski. Navedeni problemi se prevazilaze ako
proizvodu promenljivih r i p pridruZimo simetrizovani proizvod odgovarajuéih ope-
ratora, tj.

1
r-p—>§(f'-f)+f)-f'). (3.93)

Koristedi relaciju (3.92), lako se pokazuje da je operator na desnoj strani ermitski.
Na osnovu ovog primera moZemo zakljuciti da ukoliko izraz za fizicku veli¢inu
sadrZi proizvod promenljivih ¢iji operatori ne komutiraju, onda pridruZivanje ope-
ratora toj veli¢ini koristeéi pravilo (3.85) moZe imati za posledicu nejednoznacnost i
neermitski karakter pridruZenog operatora. Prema tome, da bi se dobio operator fizi¢-
ke veli¢ine koji ispunjava sve potrebne uslove, pri pridruzivanju (3.85) je neophodno
voditi racuna o moguéoj nekomutativnosti faktora u izrazu za taj operator i, kada je to
potrebno, primeniti odgovarajuce korekcije. U tom cilju naveSéemo nekoliko uslova
koji obezbeduju ermitski karakter izraza koji sadrZe proizvod ermitskih operatora:

(i) Proizvod ermitskih operatora A i B je ermitski operator ako i samo ako operatori
A i B komutiraju ([A, B] = 0).

(i) Akosu A i B ermitski operatori, tada su simetrizovani i antisimetrizovani proiz-
vod ovih operatora

~ N

(AB+BA) i i(AB- BA) (3.94)

N =

takode ermitski operatori.
(iii) Ako su A i B ermitski operatori, onda je op§tem slu¢aju
[A,B]=iC, (3.95)

pri ¢emu je C ermitski operator.
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Da bismo pokazali dovoljnost pretpostavke u iskazu (i), uo¢imo da za bilo koja
dva ermitska operatora A i B vazi (AB)* = BA (v. pravilo (2.56)). Prema tome, ako
operatori A i B komutiraju, tj. ako je AB = BA, sledi (AB)* = AB, odnosno AB
je ermitski operator. Potrebnost se pokazuje polazeci od suprotnog. Ako ermitski
operatori A i B ne komutiraju, tj. ako je AB # BA, sledi (AB)* # AB, odnosno AB
nije ermitski operator.

Ermitski karakter izraza (3.94) u iskazu (ii) se dokazuje koristeci osobine operacije
adjungovanja (v. relacije (2.55)-(2.57)):

1 .

| PO T U AU IR
@B+ BA)] = E(B*A* +ATBY) = S(BA+AB) = S(AB+BA).  (3.96)

[i(AB — BA)|" = —i(B*A* — A"B*) = —i(BA — AB) = i(AB - BA). (3.97)

Osobina (iii) sledi direktno iz prethodnog iskaza ako uo¢imo da je operator —C
jednak drugom od izraza (3.94).

Uzimajuéi u obzir navedene osobine, pravilo pridruZivanja operatora fizickim veli-
¢inama koje su funkcije koordinate i impulsa moZe se u opStem slucaju iskazati na
sledeéi natin: Opservabla A koja opisuje fizicku velicinu A, koja je funkcija koordi-
nate r i impulsa p, dobija se zamenjujuci promenljive r i p u pogodno simetrizovanom
izrazu za A operatorima t i .

Pridruzivanje opservabli fizickim veli¢inama, koje se tradicionalno tretiraju kao
klasi¢ne varijable, se obi¢no naziva kvantizacija ovih poslednjih. Uo¢imo da se ovaj
postupak u sustini oslanja na princip korespondencije (v. odeljak 1.2.4) kojim se
uspostavlja veza izmedu veli¢ina u kvantnom i klasi¢nom opisu.

3.3.5 Komutacione relacije izmedu komponenti koordinate i
impulsa. Osnovni operatori u kvantnoj mehanici

Kao $to smo videli u odeljku 3.3.3, koordinati i impulsu ¢estice pridruZujemo multi-
plikativni operator # = r, odnosno diferencijalni operator p = —iiV. Ovi operatori
su, analogno odgovaraju¢im klasi¢nim veli¢inama, trokomponentni vektorski izrazi
¢ije komponente su date izrazima (3.81) i (3.82). Pre nego $to predemo na konstruk-
ciju operatora fizi¢kih veli¢ina izvedenih iz osnovnih dinamickih promenljivih r i p,
ispitatemo da li komponente ovih poslednjih medusobno komutiraju.

Operatori komponenti koordinate medusobno komutiraju. Isto vaZi i za kompo-
nente impulsa. Uvedeci oznake x| = x, x, =y, x3 = 21 p; = —ihd/0x;, moZemo
pisati

(%, %1 =0, [pipj]=0, ij=1,23. (3.98)
Komutiranje komponenti koordinate neposredno sledi iz multiplikativnog karaktera
odgovarajuéih operatora, dok je komutiranje komponenti impulsa posledica irelevant-

nosti redosleda parcijanog diferenciranja proizvoljne funkcije f(r) po komponentama
koordinate (6 f/0x;0x = 0% fox 0X;).
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

Odgovarajuc¢e komponente koordinate i impulsa, medutim, ne komutiraju
[%, px]l =ik, [, Pyl =ik, [Z,p] =ik (3.99)

Da bismo pokazali prvu od navedenih relacija, ispitaéemo delovanje komutatora
[X, Dx] (kao operatora) na proizvoljnu funkciju f(x). Imamo

[£, Plf(x) = X prf(x) - pxxf(x)—x(—lh )f(X) (—th )(xf(x))
(3.100)
of

—ihx—=— +ihf(x)+ih xa—f = ihf(x),
ox ox

odakle zbog proizvoljnosti funkcije f(x) sledi izraz u (3.99). Analogno se dokazuju
i ostale dve komutacione relacije. Napomenimo radi matematicke korektnosti da bi
na desnim stranama ovih izraza ustvari trebalo da stoji iif, gde je I jediniéni operator
koji deluje u prostoru stanja estice. U fizici se, medutim, ovo pre¢utno podrazumeva
i komutacione relacije radi jednostavnosti piSu u obliku (3.99).

Razli¢ite komponente koordinate i impulsa, medutim, uvek komutiraju, tj.

[£,p;1=0, i#j (3.101)

N

Pokaza¢emo ovo na primeru komponenti £ i p, deluju¢i komutatorom [%, p,] na
proizvoljnu funkciju f(x,y)

(X, pylf(x,y) = X pyf(x, ) — Py Xf(x,y)
= x(—lh )f(x y) — (—lh )(xf(x ¥)) (3.102)

of . of

= —ihxa +1hxay =0.

Relacije (3.99) i (3.101) se kona¢no mogu napisati u jedinstvenom obliku
(%, pjl = ind;, i=1,2,3. (3.103)

Od fizickih veli¢ina izvedenih iz osnovnih dinamickih promenljivih razmotri¢emo
prvo moment impulsa Cestice koji je definisan kao 1 = r X p. Koristeci pravilo (3.85)
sledi da operator momenta impulsa Cestice ima oblik

A

I=fxp=—-ii(rxV). (3.104)

U ovom izrazu se, medutim, pojavljuje vektorski proizvod operatora £ i P i, da bismo
bili sigurni u njegovu korektnost, potrebno je konsultovati komutacione relacije izme-
du komponenti operatora koordinate i impulsa u pravouglom koordinatnom sistemu.
Komponente momenta impulsa u tom sistemu, kao Sto je poznato, imaju oblik
Iy = yp, — zpy, I, = zpy — xp;, I, = xp, — yp.. PoSto se u ovim izrazima po-
javljuju iskljucivo proizvodi razli¢itih komponenti koordinate i impulsa, a njihovi
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operatori prema (3.101) medusobno komutiraju, na osnovu uslova (i) iz prethodnog
odeljka sledi da ¢e se primenom pravila (3.85) dobiti ermitski operatori. Prema tome,
operatori komponenti momenta impulsa Cestice u pravougaonom koordinatnom sis-
temu glase

A 0 0
—on _sn — _infvl _. 9 1
Ly =3p. — 2py lh(y 5 ¢ ay)’ (3.105)
A 0 0
=5 — 5, = (22 — 22, 1
ly = Zpx — Xp; zh(z o X c’)z) (3.106)
A aa an . 0 0
[, = Xpy — 9px = —ih (x—ay —y—ax), (3.107)

a odatle sledi da je i izraz (3.104) korektan.

Druga znacajna fizicka velicina ¢iji éemo operator odrediti je energija Cestice koja
se krece pod dejstvom konzervativnih sila. Kao §to je navedeno u odeljku 3.2.5,
ukupna energija Cestice je u tom slucaju opisana Hamiltonovom funkcijom H(p,r)
koja je oblika (3.73), tj. predstavlja zbir kineticke i potencijalne energije Cestice.
Posto se radi o fizickoj velicini koja je funkcija koordinate i impulsa oblika (3.70),
sledi da je pravilo (3.85) i ovde direktno primenljivo, te operator energije, tzv. hamil-
tonijan, u ovom slucaju ima oblik (v. takode izraz za srednju vrednost (3.74))

R 1’52 h2 hZ
A= —+V@®) =—-——V>+ V(@) = ——A+ V(r), (3.108)
2m 2m 2m

gde je A = V2 = 02/0x* + 67 /0y* + 0% /07> Laplasov operator (laplasijan). Pomenimo
da se potencijalna energija u kvantnoj mehanici obi¢no naziva "potencijal".’

3.4 Svojstvena stanja i spektri opservabli

3.4.1 Uslov da fizicka velicina ima odredenu vrednost.
Svojstveni problem opservable

U odeljku 3.2.1 smo pokazali kako se srednja vrednost fizicke veli¢ine A u datom
stanju ¢ izraCunava koristeéi operator te velicine A (formula (3.75) ili (3.76)). Ako
uvedemo operator odstupanja veli¢ine A od njene srednje vrednosti kao A — (A), na
isti nacin se moZe izraCunati i srednje kvadratno odstupanje te veli¢ine u stanju

(AAY? = (A = (A)") = f YA = (A dV =, (A - (A)*). (3.109)

S obzirom da je operator odstupanja A — (A) ermitski, skalarni proizvod na kraju
poslednjeg izraza se moZe napisati u obliku ((A — (A)¢, (A —(A))y¥), a ovo predstavlja
kvadrat norme funkcije (A — (A))y. Prema tome

(AAY = [I(A - Ayl (3.110)

9Misli se na potencijal sila, §to je sinonim za potencijalnu energiju, i koji treba razlikovati od potencijala
fizickog polja.
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Posto srednje kvadratno odstupanje rezultata merenja fizicke veliCine A, a time i
njena neodredenost AA, presudno zavise od stanja ¢ u kojem se kvantni sistem nalazi
neposredno pre merenja, moZe se postaviti pitanje postoje li stanja u kojima veli¢ina
A ima tacno odredenu vrednost, tj. u kojima je AA = 0. Koriste¢i formulu (3.110) i
Cinjenicu da se u slucaju nulte neodredenosti srednja vrednost veli¢ine A poklapa sa
vredno$éu a dobijenom merenjem, tj. (A) = a, uslov AA = 0 daje ||(A —a)yl = 0.
Posto norma neke funkcije moze biti nula jedino ako je sama funkcija jednaka nuli (v.
osobinu skalarnog proizvoda (2.29)) odavde sledi A - a)y¥ = 0, odnosno

Ay = ay. (3.111)

Poslednja jednadina predstavlja svojstveni problem operatora A, a vrednosti a i odgo-
varajuce funkcije ¢ koje su reSenja ovog problema nazivaju se svojstvene vrednosti,
odnosno svojstvene funkcije operatora A. Prema tome, ako fizicka veli¢ina A merena
u stanju ¢ ima tacno odredenu vrednost a, onda je ta vrednost neka svojstvena vred-
nost pridruZenog operatora A, a talasna funkcija koja opisuje to stanje je odgovarajuéa
svojstvena funkcija ovog operatora.

Pokaza¢emo da poslednji iskaz predstavlja dovoljan uslov da fizicka veli¢ina ima
odredenu vrednost. Neka se kvantni sistem nalazi u stanju koje je neko svojstveno
stanje fizicke veliCine A, tj. talasna funkcija ¢ koja opisuje to stanje je reSenje svoj-
stvene jednacine (3.111). Tada je

Ay =W, Ay) = W,ap) =a(p,p) = a, (3.112)

odakle sledi R
AA = ||(A = AW = ll(@ — ayll = 0, (3.113)

tj. fizicka veli¢ina A ima ta¢no odredenu vrednost, i to je upravo svojstvena vrednost
pridruZenog operatora A koja odgovara svojstvenom stanju .

Ovde ¢emo se podsetiti teoreme iz prethodne glave, navedene na pocetku odeljka
2.2.5, koja kaZe da su svojstvene vrednosti ermitskog operatora uvek realne. Kao §to
smo na tom mestu ve¢ napomenuli, ova osobina je od suSinstog znacaja za kvantnu
mehaniku pos$to su vrednosti koje dobijamo pri merenju fizickih veli¢ina uvek neki
realni brojevi.

Da bi svojstvene funkcije neke opservable ili njihova superpozicija mogle da pred-
stavljaju stanja kvantnog sistema, od svih reSenja svojstvenog problema te opser-
vable treba zadrzati samo nenulta, jednoznacna, neprekidna i diferencijabilna reSenja
koja zadovoljavaju zadate grani¢ne uslove. Uz to, ukoliko same svojstvene funkcije
opisuju kvantna stanja, onda one moraju da budu i kvadratno integrabilne po modulu,
S$to se obi¢no obezbeduje grani¢nim ili periodi¢nim uslovima. Ovi uslovi redukuju
skup vrednosti fizicke veliCine za koje svojstveni problem ima reSenje, tako da skup
svojstvenih vrednosti postaje diskretan realan niz. Suprotno, ako svojstvene funkcije
nisu kvadratno integrabilne, onda odgovarajuée svojstvene vrednosti ¢ine neprekidan
skup realnih vrednosti u nekom intervalu.

Takode treba imati na umu da svojstvene vrednosti opservable mogu da budu dege-
nerisane, tj. jednoj svojstvenoj vrednosti moze da odgovara vise linearno nezavisnih
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svojstvenih funkcija (v. odeljak 2.2.4). U tom slucaju, ako ove funkcije opisuju
kvantna stanja, fizicka veli¢ina ima istu odredenu vrednost u svakom od tih stanja
ali, takode, i u stanjima koja su njihova superpozicija.

Skup svih svojstvenih vrednosti nekog operatora se naziva spektar tog operatora
(v. odeljak 2.2.4) i, kao Sto je pomenuto, on moZe biti diskretan ili neprekidan
(kontinualan). Da bi se svojstvene funkcije koje odgovaraju razli¢itim svojstvenim
vrednostima razlikovale, obi¢no se uz oznaku funkcije dopisuje odgovarajuca svoj-
stvena vrednost. Npr. ¢, predstavlja svojstvenu funkciju operatora A koja odgovara
nedegenerisanoj svojstvenoj vrednosti a. Ako su svojstvene vrednosti degenerisane,
da bi se svojstvene funkcije koje odgovaraju istoj svojstvenoj vrednosti razlikovale,
potrebno je uvesti dodatni indeks ili neku drugu dodatnu oznaku.

U slucaju diskretnog spektra skup svojstvenih vrednosti je prebrojiv, pa se ove
vrednosti mogu obeleZiti indeksom koji uzima vrednosti iz nekog prebrojivog skupa
brojeva i naziva se kvantni broj. NajceSce se u tu svrhu koriste skupovi prirodnih, celih
ili polucelih brojeva. Ukoliko su svojstvene vrednosti nedegenerisane, istim kvantnim
brojevima se mogu jednoznacno obeleziti i odgovarajuce svojstvene funkcije. Npr.
ako je niz nedegenerisanih diskretnih svojstvenih vrednosti a,, n = 1,2,... spektar
opservable A, onda n predstavlja kvantni broj, a odgovarajuée svojstvene funkcije
Y,, se mogu oznaciti sa ¥,. Ako su, medutim, svojstvene vrednosti degenerisane,
potrebno je uvesti dodatni indeks, odnosno dodatni kvantni broj.

3.4.2 Moguce vrednosti fizicke veliCine i promena stanja kao
rezultat merenja

Vratimo se sada na glavni rezultat prethodne analize, tj. na zakljucak da u stanju koje
je opisano svojstvenom funkcijom operatora fizicke veliine ta veli¢ina ima odredenu
vrednost jednaku odgovarajuéoj svojstvenoj vrednosti pridruZenog operatora. Raz-
motrimo kakvo znacenje ima ova Cinjenica sa stanovisSta merenja.

e Ako se merenje fizicke veli¢ine A vrsi na kvantnom ansamblu koji se sastoji
od istovetnih sistema u istom kvantnom stanju (ansambl je, dakle, homogen;
v. odeljak 1.4.7) koje je neko svojstveno stanje i, odgovarajuce opservable A,
gornji zakljucak znaci da ¢e rezultat merenja ove veliine na svim sistemima
ansambla biti isti — dobijace se iskljucivo vrednost a koja je svojstvena vrednost
opservable A za svojstveno stanje .

e Sa stanoviSta pojedinacnog kvantnog sistema isti zakljucak bi znacio da e
rezultat merenja fizicke veliCine A u stanju ¥, koje je svojstveno stanje odgo-
varajuée opservable A, biti pouzdano (tj. sa verovatnoéom 1) svojstvena vred-
nost a te opservable koja odgovara svojstvenom stanju i,,.

Postavlja se pitanje Sta ¢e biti rezultat merenja fizicke veli¢ine A ako se kvantni
sistem ne nalazi ni u jednom od svojstvenih stanja opservable A. U nastavku, kada
budemo proucavali osobine diskretnog i neprekidnog spektra opservabli, vide¢emo
da se srednja vrednost fizicke veli¢ine moZe izraziti preko sume ili integrala oblika
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(3.39), odnosno (3.41), u kojima se pojavljuju iskljucivo svojstvene vrednosti odgo-
varajuée opservable. Ovaj rezultat ukazuje na skup mogucih vrednosti fizicke veliine
pri njenom merenju u proizvoljnom stanju. Sveukupno eksperimentalno iskustvo
potvrduje sledece Cinjenice:

e Ako se kvantni sistem nalazi u stanju opisanom talasnom funkcijom ¢ koja
nije svojstvena funkcija opservable A, tada ée se pri merenju veliéine A u tom
stanju dobijati razli¢ite vrednosti ali svaka od njih ¢e biti jednaka nekoj od svoj-
stvenih vrednosti ove opservable. Ovakvo merenje je pogodno realizovati opet
na homogenom kvantnom ansamblu, tj. uzimajuci da su svi sistemi ansambla
u istom stanju ¢, koje ovaj put nije svojstveno stanje merene velicine.

e Ako se merenje izvrSi na pojedinacnom kvantnom sistemu u stanju koje nije
svojstveno stanje merene veliCine, rezultat merenja Ce biti jedna od svojstvenih
vrednosti, ali u tom slucaju nije moguce predvideti koja. Moze se jedino izracu-
nati verovatnoéa dobijanja te ili bilo koje druge svojstvene vrednosti u datom
stanju, pri cemu Ce izraCunate verovatnocCe biti bliske relativnim frekvencijama
pojavljivanja odgovarajuéih vrednosti pri merenju na ansamblu.

Navedene Cinjenice se u sazetom obliku mogu izraziti kao postulat o merenju fizic-
ke veliCine: Jedini moguci rezultat merenja fizicke velic¢ine A je neka od svojstvenih
vrednosti odgovarajuce opservable A.

Primetimo da je, u svim gore navedenim varijantama merenja, merenje na istom
kvantnom sistemu (kao elementu ansambla ili pojedina¢no) vr§eno samo jednom.
Tada se prirodno namece sledece pitanje: Ako je merenjem neke fizicke veliCine na
kvantnom sistemu u proizvoljnom stanju dobijena neka od vrednosti u skladu sa nave-
denim postulatom, koja vrednost ¢e se dobiti u ponovljenom merenju te veli¢ine na
istom sistemu? Odgovor koji potvrduju svi eksperimetni i posmatranja glasi: Svako
ponovljeno merenje na istom sistemu dace isti rezultat kao u prvom merenju.'® Ova
¢injenica se moZe interpretirati na sledeci nacin: PoSto svako ponovljeno merenje
pouzdano daje isti rezultat, zakljucak je da se sistem nakon prvog izvr§enog merenja
nalazi u svojstvenom stanju operatora merene veli¢ine. Prema tome, samim proce-
som merenja sistem je iz prvobitnog proizvoljnog stanja preSao u svojstveno stanje
operatora merene fizicke veliCine, i to u ono koje odgovara dobijenoj (svojstvenoj)
vrednosti. Da bismo ovo bolje razumeli, formalno moZemo uzeti da je poCetno stanje
neka superpozicija svojstvenih stanja merene velicine (o ¢emu Ce biti rei u odeljcima
3.4.413.4.6). Procesom merenja se iz ove superpozicije nasumice izdvaja jedno od
svojstvenih stanja u koje sistem, nakon izvrSenog merenja, prelazi. Ova promena se
u literaturi naziva redukcija talasnog paketa, kolaps talasne funkcije ili kvantni skok.
U koje ¢e od svojstvenih stanja sistem precéi nije moguce unapred odrediti, osim u
trivijalnom slucaju kada je pocetno stanje neko od svojstvenih stanja. U tom slucaju
sistem pouzdano ostaje u istom svojstvenom stanju u kojem je bio pre merenja.

100vde se pretpostavlja da se ponovljeno merenje vrii neposredno nakon prethodnog merenja, ime se
iskljuCuje promena stanja izmedu dva meranja zbog evolucije, o ¢emu Ce biti re¢i u sledecoj glavi.
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3.4.3 Primeri resavanja svojstvenog problema operatora
fizickih velicina

Svojstveni problem operatora x-komponente impulsa. Koristeéi izraz (3.82)

za operator p,, njegov svojstveni problem

Pr¥(x) = pxp(x) (3.114)

se svodi na diferencijalnu jednacinu

d
—ih—w = po(x). (3.115)
dx
Transformacijom ove jednacine u oblik dy/y = % pxdx, a zatim njenim integralje-
njem, dobija se Iny = % PxX + ¢, odnosno uz smenu ¢ = In A

Y(x) = AeiP, (3.116)

Ako kretanje Cestice duZ x-ose nije ograniceno, reSenja (3.116) su konacne, jedno-
znacne i neprekidne funkcije za sve vrednosti p, koje pripadaju skupu realnih bro-
jeva. Operator p,, prema tome, ima neprekidan spektar u intervalu (—oo, c0). PoSto
svakoj svojstvenoj vrednosti p, odgovara jedna (do na proizvoljni faktor A) svojstvena
funkcija (3.116), spektar ovog operatora je nedegenerisan.

Uocimo da su svojstvene funkcije operatora p, ustvari ravni talasi (v. izraz (3.2)
za t = () sa talasnim vektorom usmerenim u pravcu x-ose. U odeljku (3.1.2) smo
uveli ravne talase da bismo opisali slobodno kretanje Cestice sa odredenom vrednoscu
impulsa. U tom slucaju i energija Cestice ima odredenu vrednost E = p?/2m, $to
ukazuje da su funkcije (3.116) istovremeno i svojstvene funkcije energije. Da bismo
to pokazali, posmatrajmo Hamiltonijan koji opisuje ovaj jednodimenzioni problem

52 2 92
N n”d
H=—=—-———. 3.117
2m 2m dx? ( )
Odgovarajuéi svojstveni problem Hy = E se svodi na diferencijalnu jedna¢inu
r? d*y
-—— — L =F , 3.118
5 = Ev@ (3.118)

koja se smenom E = hzk)% /2m transformige u oblik d>y/dx?+ kﬁz//(x) = (. Poznato je
da su partikularna resenja ove diferencijalne jednacine e**<*, tj. ravni talasi (3.116)
sa impulsima +7 k,, §to bi odgovaralo kretanju Cestice duz x-ose u pozitivhom i u
negativnom smeru. Kako oba reSenja odgovaraju istoj vrednosti energije, sledi da je
energijski spektar, za razliku od spektra operatora p., dvostruko degenerisan.

Podsetimo se ovom prilikom da ravni talasi nisu kvadratno integrabilne funkcije
(v. izraz (3.24)) te, iz tog razloga, ne mogu da opisuju prava kvantna stanja. Realna
Cestica se, prema tome, ne moZe naci u stanju koje bi bilo opisano ravnim talasom,
odakle sledi da se kretanju slobodne Cestice ne moze pripisati tacno odredena vred-
nost impulsa (odeljak 3.1.5), a time ni energije. U odeljku 3.4.6 ¢emo videti da ovu
osobinu imaju sve fizi¢ke veli¢ine Cije opservable imaju neprekidan spektar.
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Svojstveni problem operatora z-komponente momenta impulsa. Operator I,
je u Dekartovim koordinatama dat izrazom (3.107). Za reSavanje svojstvenog prob-
lema ovog operatora, medutim, pogodnije je koristiti odgovarajuci izraz u polarnim
(ili sfernim) koordinatama

R 0
[, = —ih—. (3.119)
dp
U tom slucaju svojstvene funkcije @ ovog operatora, kao i sam operator, zavise
iskljucivo od ugla ¢, pa se njegov svojstveni problem

[ 0(p) = 1. D). (3.120)
moZze napisati u obliku
do
—ih— =1, D(p). (3.121)
de

Analognim postupkom kao u prethodnom primeru dobija se da je reSenje oblika
D(g) = A ek, (3.122)

Posto se vrednosti promenljive ¢ nalaze u intervalu (0, 27), za razliku od prethodnog
primera, ovde je radi jednoznacnosti talasne funkcije neophodno uzeti u obzir uslov
periodi¢nosti

D(g + 271) = D(p). (3.123)

Primenjujuéi ovaj uslov na reSenje (3.122), dobija se exp [%lz (¢ +2m)] = exp [;i,;lz el,
odnosno exp (27i I, /i) = 1. ReSenja poslednje jednacine su

Lb=hm, m=0,+1,£2,... (3.124)

i predstavljaju svojstvene vrednosti operatora I.. Vidimo da je zahvaljujuéi uslovu pe-
riodi¢nosti spektar operatora I, diskretan, pri ¢emu kvantni broj m prebrojava razlidite
svojstvene vrednosti.

Svojstvene funkcije @,,(¢) koje odgovaraju ovim svojstvenim vrednostima se mogu
normirati na jedinicu, tj.

21
f D, (@)Pde = 1, (3.125)
0

$to daje |A|*27r = 1, odnosno A = 1/ V2z. Prema tome, normirane svojstvene funkcije
operatora [, imaju oblik

D, () = % o, (3.126)
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3.4.4 Osobine svojstvenih funkcija opservabli sa diskretnim
spektrom

Neka je A opservabla koja ima &isto diskretan spektar i neka su a, odgovarajuée svoj-
stvene vrednosti. Razmotrimo prvo slucaj kada je ovaj spektar nedegenerisan. Tada
za svaku od vrednosti a, postoji samo jedno (linearno nezavisno) resenje ¢, svoj-
stvene jednacine

Avy = anp,. (3.127)

U odeljku 3.4.1 je napomenuto da se diskretan spektar javlja ukoliko svojstveni prob-
lem opservable ukljucuje neke grani¢ne ili periodi¢ne uslove na talasne funkcije koje
su reSenja tog problema. Ovo je demonstrirano na primeru re§avanja svojstvenog
problema operatora z-projekcije momenta impulsa. Drugi primer je diskretizacija
vrednosti komponenti impulsa Cestice koja se javlja kada se primene periodi¢ni uslovi
(3.26) ili se kretanje Cestice ogranici na konacnu zapreminu (v. odeljak 3.1.6). Re-
dukujuéi domen talasne funkcije na konac¢nu oblast, ovi uslovi takode obezbeduju
njenu kvadratnu integrabilnost. Zakljucak je da svojstvene funkcije koje odgovaraju
diskretnim svojstvenim vrednostima opservable imaju kona¢nu normu i, prema tome,
opisuju prava kvantna stanja.

U odeljku 2.1.5 smo naveli da je prostor stanja kvantnog sistema neki Hilber-
tov prostor, ¢ime je odezbedeno da elementi (vektori) tog prostora imaju konacnu
normu. U prilazu koji ovde koristimo rec je o funkcionalnom Hilbertovom prostoru
Ciji su elementi talasne funkcije. Pomenuto je, takode, da Hilbertovi prostori uvek
sadrZe prebrojiv ortonormirani bazis. Konacno, u odeljku 2.2.5 je navedeno da opser-
vable predstavljaju klasu ermitskih operatora koji imaju osobinu da svojstveni vektori
(odnosno svojstvene funkcije) svakog od njih obrazuju jedan potpun ortonormirani
skup, dakle svojstveni bazis, u Hilbertovom prostoru u kome deluju. U nastavku
¢emo dokazati ovu osobinu tako $to ¢emo pokazati da svojstvene funkcije opservable
koja ima diskretan nedegenerisan spektar ¢ine ortogonalan i potpun skup funkcija u
prostoru u kome ta opservabla deluje.

Kao prvo, uocimo da se svojstvene funkcije ¢, koje su reSenja svojstvenog prob-
lema (3.127) mogu, zbog njihove konacne norme, normirati na jedinicu. U nas-
tavku ¢emo pretpostaviti da su ove funkcije ve¢ normirane. Tada mozZemo reci da
svakoj svojstvenoj vrednosti @, odgovara jedna svojstvena funkcija (odredena do na
proizvoljni fazni faktor, v. odeljke 2.2.4 i 3.1.5). Dalje, na osnovu druge od teo-
rema izloZenih u odeljku 2.2.5 sledi da su funkcije ¥, uzajamno ortogonalne, tj.
Wn,¥w) = 0 ako je n # n’. Navedene osobine se mogu zajedno izraziti u obliku
uslova ortonormiranosti

Wrnstbw) = fl!/Z(f) Y (§) dE = Gy - (3.128)
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Pokazademo sada da svojstvene funkcije ¥, ¢ine potpun skup u prostoru stanja,
tj. da se proizvoljna talasna funkcija i, koja zadovoljava iste grani¢ne uslove kao i
funkcije y,,, moZe napisati kao njihova linearna kombinacija

v = Z ot (3.129)

Za to je dovoljno pokazati da se koeficijenti u gornjem razvoju mogu odrediti za
svaku funkciju ¢ iz prostora stanja. Ako ovaj izraz pomnozimo skalarno sa ¢, sledi
W) = Yuen W ly) = Xpcnlnw = cw, tj. koeficijenti u razvoju (3.129) se
racunaju kao

cn = Wn, ) = f¢2(§)¢(§)d§- (3.130)

Posto je skalarni proizvod u Hilbertovom prostoru definisan izmedu bilo koja dva
elementa tog prostora, a funkcije ¥ i ¥, pripadaju prostoru stanja koji je po svojoj
strukturi neki Hilbertov prostor, sledi da se koeficijenti ¢, uvek mogu odrediti na ovaj
nacin. Prema tome, skup {i,|Vn} je potpun skup funkcija u prostoru stanja u kojem
deluje opservabla A, odakle uz osobinu ortonormiranosti (3.128) sledi da je taj skup
svojstveni bazis ove opservable.

Koristeci razvoj (3.129) i ortonormiranost skupa funkcija i, kvadrat norme proiz-
voljne talasne funkcije s se moze izraziti preko kvadrata modula koeficijenata u tom
razvoju

WP = ) = (Z Catlns ch/w] DU chew W )

n n
2
= 2. 2, Genour = D lenf

U cilju odredivanja verovatnoce uzimamo da je funkcija y normirana na jedinicu,
odakle neposredno sledi
Dl =1. (3.132)

(3.131)

Ovaj izraz se naziva uslov kompletnosti sistema svojstvenih funkcija.
Naveséemo jo§ da su svojstvene funkcije ,(€) opservable koja ima diskretan ne-
degenerisan spektar povezane relacijom zatvorenosti

D UHE () = 6 - £). (3.133)

VaZenje ovog izraza se moZe proveriti razvijajuci delta funkciju po funkcijama ¥, tj.
polazeci od toga da se mozZe napisati 6(¢" — &) = 3, c,(&") ¥, (€). Da bismo odredili
koeficijente c,(£’), pomnoZi¢emo ovaj razvoj sa i, (£), a zatim integraliti po £. Dobija

se Y, (&) = X cn(&) 6w = ('), 0dnosno ¢, (&) = ¢, (&").
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Razmotrimo sada slu¢aj kada opservabla A ima diskretan degenerisan spektar. Tada
za neke (ili svaku) od svojstvenih vrednosti a,, postoji viSe linearno nezavisnih reSenja
Yk svojstvene jednacine

Ak = anpk. (3.134)
Pri tome se svojstvene vrednosti a, kojima odgovara viSe linearno nezavisnih svoj-
stvenih funkcija Y, k = 1,..., gy, nazivaju degenerisane svojstvene vrednosti, a

brojevi g, predstavljaju stepen njihove degeneracije.

Napomenimo da linearno nezavisne funkcije ¥,; za dato n ne moraju biti medu-
sobno ortogonalne. Od njih se, medutim, uvek mozZe konstruisati skup sa istim bro-
jem ortonormiranih funkcija koriste¢i Gram-Smitov postupak. Pretpostavljajuéi da
su skupovi {¢xlk = 1,...,g,} za sve vrednosti kvantnog broja n ovim postupkom
ve¢ ortonormirani, relacija (3.128) se uopStava na

(@ana wn'k’) = flﬁ:k(f) @bn'k’ (é:) dé: = 6rm’ 6kk’ . (3135)

Ortonormirani skup svojstvenih funkcija {¢,x|k = 1,...,g,;VYn} opservable sa
diskretnim degenerisanim spektrom je takode potpun skup u prostoru stanja u kome ta
opservabla deluje. To znaci da se proizvoljna talasna funkcija i, koja zadovoljava iste
grani¢ne uslove kao i funkcije ,x, moZe napisati kao njihova linearna kombinacija

=35 onn. (3.136)

n k=1

Za to je dovoljno pokazati da se koeficijenti u gornjem razvoju mogu odrediti za
svaku funkciju ¢ iz prostora stanja. Ako ovaj izraz pomnoZimo skalarno sa ¢, sledi
(lpn’k’, l//) = an Cnk (‘/’n'k’ank) = an Cnk 6n,n’5k,k' = Cwk» tj~ koeﬁCijenti u razvoju
(3.136) uvek postoje i racunaju se kao

Cnk =(wnk,w)sz;§k(§)w(§>df. (3.137)

Uslov kompletnosti (3.132) se u slucaju degenerisanog spektra uopstava na oblik
8n
2D lewl = 1. (3.138)
n k=1
a relacija zatvorenosti (3.133) postaje

8n

D W€ (&) = 6" - ©). (3.139)

n k=1

Relacije se dokazuju analogno kao u slu¢aju nedegenerisanog spektra.
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3.4.5 Verovatnoca dobijanja odredene vrednosti fizicke
velicine iz diskretnog spektra

Osvrnuéemo se sada na zakljucke iz odeljka 3.4.2 i primeniti ih na opservable sa
diskretnim spektrom. Razmotricemo prvo slucaj kada je spektar nedegenerisan.

Kao prvo, videli smo da kada se talasna funkcija  koja opisuje stanje kvantnog sis-
tema poklapa sa nekom od svojstvenih funkcija i, opservable A, tada fizi¢ka veli¢ina
A ima odredenu vrednost koja je jednaka odgovarajucoj svojstvenoj vrednosti a, te
opservable. To znaci da ¢emo pri ponovljenim merenjima fizicke veli¢ine A u tom
stanju (npr. pri merenju na homogenom kvantnom ansamblu u stanju ,) dobi-
jati uvek istu vrednost a,. Drugim re€ima, verovatnoca dobijanja ove vrednosti pri
merenju u stanju i, jednaka je jedinici.

Ukoliko se, medutim, talasna funkcija ¢ ne poklapa ni sa jednom od svojstvenih
funkcija y, opservable A, tada fizicka veli¢ina A nema odredenu vrednost. U ovom
slucaju, pri ponovljenim merenjima fizicke veliine A u jednom te istom stanju ¢
(npr. pri merenju na homogenom kvantnom ansamblu u stanju ¢) dobijaéemo razlicite
vrednosti a,. Nakon velikog broja merenja dobijena srednja vrednost Ce biti bliska
vrednosti koja sledi iz relacije (3.75).

Postavlja se, medutim, pitanje koliko iznose verovatnoce dobijanja pojedinacnih
vrednosti a, pri merenju veli¢ine A u proizvoljnom stanju . Odgovor na ovo pi-
tanje se moZe dobiti analognim rezonovanjem kao u odeljku 3.1.6, gde je bilo reci
o verovatno¢i dobijanja odredene vrednosti impulsa Cestice pri njegovom merenju
u proizvoljnom stanju. Ovde ¢emo talasnu funkciju ¢, umesto po ravnim talasima,
razviti po skupu svojstvenih funkcija ¥, opservable A i posmatrati koeficijente ¢, u
tom razvoju (izraz (3.129)). Posto svojstvene vrednosti a, opservable A predstav-
ljaju rezultate merenja fizicke veli¢ine A u proizvoljnom stanju ¢, a koeficijenti c,
odreduju stepen uceS¢a odgovarajuéih svojstvenih funkcija ¢,, u tom stanju, osnovana
je pretpostavka da su ovi koeficijenti u relaciji sa verovatnocama dobijanja pojedi-
nacnih vrednosti a,. Na tu vezu najdirektnije ukazuje uslov kompletnosti (3.132). S
obzirom da su |c,|? pozitivni realni brojevi, a njihova suma po svim mogué¢im vredno-
stima kvantnog broja n je prema tom uslovu jednaka jedinici, imajuci u vidu osobine
(3.38), kvadrat modula od ¢, se moZe interpretirati kao verovatnoéa da se pri merenju
veli¢ine A u stanju i dobije vrednost a,, tj.

P, = leal*. (3.140)

Relacija (3.140) je takode u skladu sa formulom za srednju vrednost fizicke veli¢ine
(3.76). Koristeéi razvoj (3.129) i ortonormiranost funkcija i, sledi

(A) =, A‘/’) = Z CnlybmAA Z Cn’lybn’) = (Z Cnins Z Cn’an’d’n’]

n n n

2
= Z Z Czcn’an’(Wna wn') = Z Z Czcn’an’dn,n’ = Z |Cn| ay.
n n n n n

(3.141)
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Porede¢i poslednju sumu sa definicijom srednje vrednosti rezultata merenja (3.37)
sledi da kvadrati modula koeficijenta c, zaista predstavljaju verovatnoce dobijanja
vrednosti a,,.

Analogno rezonovanje se moZe primeniti i na slu¢aj kada opservabla A ima dege-
nerisan spektar. U tom slucaju prvo konstruiS§emo ortonormirani svojstveni bazis
{Ymlk =1,..., g,; Vn} te opservable, a zatim talasnu funkciju  razvijemo po njemu
(razvoj (3.136)). Uslov kompletnosti tada ima oblik (3.138) koji ukazuje da vero-
vatnoéa dobijanja vrednosti a,, pri merenju veli¢ine A u stanju ¢ iznosi

Pu= > leul (3.142)

k=1

Poslednji izraz je takode u skladu sa formulom za srednju vrednost (3.76). Ko-
riste¢i razvoj (3.129) i ortonormiranost funkcija ¥,x, analognim izvodenjem kao za
nedegenerisan slucaj (3.141), dobija se da je srednja vrednost veliCine A €iji operator
ima diskretan degenerisan spektar

&n
Ay =>">" lea. (3.143)
n k=1

Poredeci sada ovaj izraz sa definicijom (3.37) neposredno sledi da izraz (3.142) pred-
stavlja verovatnoc¢u dobijanja vrednosti a, u degenerisanom slucaju.

Na ovom mestu éemo prodiskutovati zasnovanost formule za srednju vrednost
(3.76) (ili alternativno (3.75)). Iz gornje analize proizilazi da ako pretpostavimo da
ta formula vazi u opStem slucaju, onda se izrazi za verovatnoc¢u (3.140), odnosno
(3.142), mogu smatrati njenim posledicama. Podsetimo se, medutim, da je formula
za srednju vrednost upravo dobijena koristeci izraze za gustinu verovatnoe nalaZenja
Cestice u nekoj tacki prostora i verovatnoce dobijanja odredene vrednosti impulsa
Cestice, i to samo za fizicke velicine koje se mogu predstaviti u obliku (3.70). Prema
tome, ako izraze za verovatnocu prihvatimo kao posledice formule za srednju vred-
nost, onda se formula za srednju vrednost mora tretirati kao postulat. Alternativno,
moZe se uzeti da su izrazi za verovatnocu (3.140) i (3.142) postulati i tada se formula
za srednju vrednost dobija kao njihova posledica. (Napomenimo da su i formula
za srednju vrednost i izrazi za verovatnoée potpuno u skladu sa eksperimentalnim
iskustvom.) U nastavku ¢emo videti da se veza izmedu formule za srednju vrednost i
izraza za verovatnoe moze prosiriti i na opservable sa neprekidnim spektrom.

3.4.6 Osobine svojstvenih funkcija opservabli sa neprekidnim
spektrom

Analizirajuci svojstvene funkcije opservabli sa diskretnim spektrom, nekoliko puta je

napomenuto da se kvadratna integrabilnost tih funkcija i diskretnost spektra, objasnja-

vaju prisustvom grani¢nih ili periodi¢nih uslova u okviru svojstvenog problema tog
operatora. Ako ovih uslova nema ili ako oni nisu dovoljno restriktivni, s jedne strane
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

norma svojstvenih funkcija neée biti konacna, a s druge strane nece biti redukcije
skupa svojstvenih vrednosti, tj. ima¢emo neprekidan spektar.

Pretpostavimo da ermitski operator A koji opisuje fizi¢ku veli¢inu A ima Cisto
neprekidan spektar. Radi jednostavnosti uzeéemo da je ovaj spektar nedegenerisan.
Tada za svaku od neprebrojivo mnogo svojstvenih vrednosti a postoji jedno (linearno
nezavisno) reSenje i, svojstvene jednacine

Ay, = ay,. (3.144)

Uprkos tome §to svojstvene funkcije ¢, nisu kvadratno integrabilne, one su medu-
sobno ortogonalne'! i &ine potpun skup funkcija po kome je mogude razviti funkcije
iz prostora stanja. Ovo poslednje znaci da se proizvoljna talasna funkcija ¢ koja za-
visi od istih promenljivih kao i svojstvene funkcije ¥, mozZe predstaviti kao njihova
superpozicija, koja zbog neprekidnosti spektra ima oblik integrala

P(&) = fC(a) Ya(é) da. (3.145)

Potreban uslov za to je egzistencija Furijeovih koeficijenata

c(a) = o, ) = f!l/Z(f) Y(&)de, (3.146)

a ona je obezbedena Cinjenicom da su skalarni proizvodi izmedu funkcija i, koje ne-
maju kona¢nu normu i funkcija ¢ koje pripadaju Hilbertovom prostoru u praksi uvek
definisani (v. odeljak 2.2.6). Pri tome, da bi se koeficijenti c(a) i skalarni proizvodi
(¥4, ) zaista mogli izjednaciti, neophodno je da funkcije ¢, budu normirane na delta
funkciju, tj.

Watpa) = f Ve (£)dé =6(a—a). (3.147)

U to se moZemo uveriti ako u relaciji (3.146) funkciju i zamenimo razvojem (3.145)

c(a>=<wa,w>=(ww f c(a'>wa/da’)= f o(a') Was ) 0 (3.148)

Ocigledno, krajnje strane ovog izraza e biti jednake jedino ako vazi uslov (3.147). Na
osnovu osobina ortogonalnosti i potpunosti sledi da skup svojstvenih funkcija i, ope-
ratora A sa Gisto neprekidnim spektrom, iako ne pripada prostoru stanja u kojem taj
operator deluje (ve¢ odgovaraju¢em opremljenom Hilbertovom prostoru, v. odeljak
2.2.6), jeste njegov svojstveni bazis za funkcije iz prostora stanja. Prema tome, ovaj
operator moZemo smatrati opservablom.

Zahvaljujudi uslovu (3.147), kvadrat norme talasne funkcije ¢ se moZe izraziti kao
suma kvadrata modula svih koeficijenata u razvoju (3.145), koja zbog neprekidnosti

UJotimo da dokaz teoreme koja govori o ortogonalnosti svojstvenih vektora ermitskog operatora (odeljak
2.2.5) vazi i u slucaju kada je spektar tog operatora neprekidan.
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spektra prelazi u integral
WP = W w) = ( f c(a) ¥ da, f c(a’)wa/da’) - f f (@) c(a’) (Yo ) dadd

(3.149)
= ff c(a)’c(@)d(a—a')dada' = flc(a)lz da.

Uzimajuéi da je funkcija  normirana na jedinicu, odavde se dobija uslov komplet-
nosti skupa svojstvenih funkcija ¢, opservable sa ¢isto neprekidnim spektrom

f lc(@)] da = 1. (3.150)

Ako koeficijente c(a) u razvoju (3.145) zamenimo izrazom (3.146), dobija se

¢(§)=fC(a)lﬂa(E)d§=fflﬁi(-f’)!ﬁ(f')lﬁa(-f)df'df- (3.151)

Da bi ova jednakost bila zadovoljena, o¢igledno mora biti

f Y€ Ya(é)da = 6(¢ - &). (3.152)

Ovaj izraz predstavlja relaciju zatvorenosti za skup svojstvenih funkcija neprekidnog
spektra.

Ukoliko spektar opservable sadrZi i diskretne i neprekidne svojstvene vrednosti,
sve prethodno navedene osobine odgovarajucih svojstvenih funkcija ostaju da vaZe i
u opStem slucaju. Npr. svojstvene funkcije su i u ovom slucaju medusobno ortogo-
nalne, s tim da potpun skup funkcija sada ¢ine funkcije iz oba dela spektra. Prema
tome, razvoj proizvoljne talasne funkcije ¢ po svojstvenim funkcijama opservable sa
mesovitim spektrom ima oblik

W) = chl!/n(é")Jr fC(a) Ya(é)da. (3.153)

n

Uslov kompletnosti u tom slucaju glasi

Y + [ le@ida =1 (.154)

dok relacija zatvorenosti postaje

Z U (&) (&) + flﬂZ(f')%(é") da = 6" - &). (3.155)
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3.4.7 Verovatnoca dobijanja vrednosti iz neprekidnog spektra

U slucaju neprekidnog spektra na vezu izmedu Furijeovih koeficijenata i verovatnoce
dobijanja vrednosti iz tog spektra ukazuje uslov kompletnosti (3.150). Imajudi u vidu
uslov (3.40), izraz |c(a)* da se moZe interpretirati kao verovatnocéa da se pri merenju
veli¢ine A u stanju ¢ dobije vrednost u intervalu a, a + da, tj.

dP = |c(a)|*da. (3.156)

Ovaj izraz je takode u skladu sa formulom za srednju vrednost fizicke veliCine. Pola-
ze¢i od formule (3.76), te koristeéi razvoj (3.145) i uslov (3.147), dobija se

(A) = . Ay) = ( f (@) o da, A f c(a’m/da’)
= ffc(a)*c(a’)(wa,At,//ar)dada' (3.157)

= f f c(@)’c(d)d W, ¥o)dadd

= ff ca)cl@)a' d(a—a')dada’ = flc(a)lza da.

Poredeci poslednji izraz sa definicijom srednje vrednosti neprebrojivog skupa rezul-

tata (3.41), sledi da kvadrat modula od c(a) predstavlja gustinu verovatnoce p(a).
Verovatnoca da se pri merenju veliine A u stanju i dobije vrednost iz nekog konac-

nog intervala (@, 8) izraCunava se integraljenjem izraza (3.156) po a u tim granicama

P[wﬁ]:fﬂIC(a)Fda. (3.158)

Ocigledno kada @ — B ova verovatnoca tezi nuli. Prema tome, verovatnocéa dobijanja
odredene vrednosti a koja pripada neprekidnom spektru opservable A jednaka je nuli

Piay = 0. (3.159)

S obzirom da je za dobijanje odredene vrednosti a potrebno i dovoljno da se sis-
tem nalazi u stanju opisanom svojstvenom funkcijom ,, rezultat (3.159) ukazuje
da se kvantni sistem nikada ne moZe naci u stanju opisanom svojstvenom funkcijom
koja odgovara nekoj neprekidnoj svojstvenoj vrednosti. Ovaj zakljucak je u skladu sa
ranije utvrdenom c¢injenicom da ove funkcije ne mogu opisivati prava kvantna stanja
jer nisu kvadratno integrabilne funkcije.

S druge strane, superpozicija funkcija ¥, oblika (3.145) moZe da bude kvadratno
integrabilna funkcija  (uz uslov kompletnosti (3.150)), tj. da predstavlja kvantno
stanje, ali tada fizicka veli¢ina A nema odredenu vrednost. U tom kontekstu treba
shvatiti i ¢injenicu da se verovatnoca dobijanja vrednosti fizicke veliine koje pri-
padaju neprekidnom spektru, za razliku od vrednosti diskretnog spektra, uvek odre-
duje na nekom intervalu.
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3.4.8 Primeri normiranja svojstvenih funkcija opservabli sa
neprekidnim spektrom

Svojstvene funkcije impulsa (ravni talasi). ReSavanje svojstvenog problema
komponente impulsa je predstavljeno kao prvi primer u odeljku 3.4.3. Svojstvene
funkcije opservable p, su ravni talasi (3.116) sa talasnim vektorom usmerenim u
pravcu x-ose. Odgovarajuce reSenje za Cesticu u trodimenzionom prostoru je ravni
talas ¢p(r) = Ae7PT &iji je talasni vektor usmeren u pravcu impulsa estice p. Skalarni
proizvod dva proizvoljna ravna talasa je

f 63(6) oy (1) AV = AP f FPPTAY = AP Qnh) S(p - p). (3.160)

pri ¢emu je primenjena definicija delta funkcije u obliku (2.100). Uslov normiranja
(3.147) tada daje |A|*(27h)? = 1, tj.

Pp(r) = e (.161)

1
Qnny2 €
Skup ovih funkcija je potpun jer je po tom skupu moguce razviti proizvoljnu funkciju
¥(r) konacne norme zahvaljujuéi egzistenciji Furijeovih koeficijenata

f e PTY(r)dV. (3.162)

1
c(p) = (¢p,¥) = Gyl

Svojstvene funkcije koordinate. Neka su funkcije ¥ (r) reSenja svojstvenog
problema operatora koordinate koja odgovaraju svojstvenim vrednostima r’, tj.

B (r) = X' (r). (3.163)

Posto je  multiplikativni operator, tj. £ = r, jednacina se svodi na (r — r’) ¥ (r) = 0,
odakle proizilazi da je Y (r) = 0zar #r iy (r) # 0 zar = r’. (Trivijalno reSenje
Y (r) = 0, Vr zbog nulte norme ne razmatramo.) Prema tome, moZemo ocekivati da
je Y (r) ~ 8(r — r’). Uslov normiranja (3.147) ovde daje

Y (r) = 6(r —1’). (3.164)

Uocimo da se Furijeovi koeficijenti u razvoju proizvoljne talasne funkcije (r) po
svojstvenim funkcijama - (r) svode na vrednosti same funkcije ¢

or') = f WL () Y(r)dV = f S(r — ') y(r)dV = y(r). (3.165)

Zahvaljujudi egzistenciji Furijeovih koeficijenata, skup svojstvenih funkcija koordi-
nate je takode potpun, tj. predstavlja bazis za funkcije iz prostora stanja Cestice. Za-
menjujudi rezultat (3.165) u izraz za verovatnoéu (3.156), dobijamo izraz za vero-
vatnocu nalaZenja Cestice u zapremini dV oko tacke r

dP = |y(r))*dv, (3.166)

Sto nije niSta drugo nego izraz (3.22) za slucaj jedne Cestice.
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3.4.9 Istovremeno merenje vise fizickih veli¢ina. Kompatibilne
opservable

Princip neodredenosti, o kome je bilo re¢i u uvodnoj glavi, tvrdi da medu fizickim
veli¢inama koje odgovaraju istom sistemu, neke nije moguce precizno odrediti isto-
vremeno sa drugim. Ovde ¢emo ispitati pod kojim uslovima dve ili viSe fizi¢kih
veli¢ina mogu da imaju istovremeno (tj. u istom stanju) odredene vrednosti. S
obzirom da fizicka veli¢ina ima odredenu vrednost iskljucivo ako se sistem nalazi
u stanju opisanom talasnom funkcijom koja se poklapa sa nekom svojstvenom funk-
cijom odgovarajuée opservable (v. odeljak 3.4.1), jasno je da je istovremeno i pre-
cizno merenje dve ili viSe fizickih veli¢ina moguée samo ako odgovarajuée opservable
imaju zajednicki skup svojstvenih funkcija.

Dokazaéemo sledecu teoremu: Dve fizicke veli¢ine mogu istovremeno imati odre-
dene vrednosti ako i samo ako njihovi operatori komutiraju.

Pretpostavimo prvo da fizicke veli¢ine A i B imaju odredene vrednosti a, i b, is-
tovremeno, tj. u istom stanju sistema. Radi jednostavnosti uzeéemo da su ove svoj-
stvene vrednosti nedegenerisane. Tada je stan]e sistema opisano funkcijom ¥, koja je
zajedni¢ka svojstvena funkcija operatora A i B, tj.

A n = n¥n,
R ¥ v (3.167)
By, = by,
Mnozeéi ove relacije sa leve strane operatorom B odnosno A, dobijamo
BA n = Ean n :a,,B’ n :anbn ns
. v R v N i i (3.168)
AB‘//n = Abn‘//n = bnAl//n = bnanlﬁm
a njihovim oduzimanjem sledi
(AB~BAYYy = (baay — apby) Y = 0. (3.169)

Posto se proizvoljna talasna funkcija moZe predstaviti kao linearna kombinacija svo-
jstvenih funkcija y,, tj. ¥ = Y, ¢y, dobija se

(AB - BAyy = Z cn(AB - BAYy, = 0. (3.170)
Prema tome, zbog proizvoljnosti ¢, imamo AB — BA = 0, tj.
[A,B]=0 (3.171)

Pretpostavimo sada da operatori A i B komutiraju, tj. daje AB = BA. Uzeéemo opet
da su spektri operatora A i B nedegenerisani. Ako su v, svojstvene funkcije operatora
B, onda je By, = by, a mnoZenjem ovog izraza sa leve strane operatorom A sledi
ABy, = Ab,y,. Zahvaljujuéi komutiranju ovih operatora moZemo pisati

B(Ay,) = by(Ay,). (3.172)
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3.4 Svojstvena stanja i spektri opservabli

Ova jednacina ima oblik svojstvenog problema operatora B, odakle sledi da su Ay,
svojstvene funkcije tog operatora koje odgovaraju svojstvenim vrednostima b,,. Posto
su svojstvene vrednosti nedegenerisane, funkcije ¥, i Ay, se mogu razlikovati samo
do na proizvoljni faktor, tj. Ay, = cy,. Otigledno, faktor c je svojstvena vrednost od
A koja odgovara svojstvenoj funkciji ¥, tj. ¢ = a,. Dakle

Ay, = any. (3.173)

Napomenimo da, ukoliko komutirajuéi operatori A i B imaju degenerisane svoj-
stvene vrednosti, tada svojstvene funkcije i, operatora B u opstem slu¢aju nece biti
svojstvene funkcije operatora A. Medutim, moZe se pokazati da je u tom sluaju uvek
mogude konstruisati linearne kombinacije funkcija iy, koje €e biti svojstvene funkcije
operatora A.

Fizicke veliCine Ciji operatori (opservable) medusobno komutiraju obi¢no se nazi-
vaju kompatibilnim veli¢inama, $to ukazuje na moguénost njihovog istovremenog i
tatnog odredivanja.

3.4.10 Relacije neodredenosti

Prema teoremi iz prethodnog odeljka, dve fizicke veli¢ine ne mogu istovremeno imati
odredene vrednosti ni u jednom kvantnom stanju ukoliko njihovi operatori ne komu-
tiraju. Sada ¢emo pokazati da ako poznajemo njihove komutacione relacije, mozemo
odrediti nejednakosti kojima su povezana srednja kvadratna odstupanja tih veli¢ina
od njihovih srednjh vrednosti, tj. relacije neodredenosti.

Neka su fizickim veli¢inama A i B pridruZeni ermitski operatori A i B. U odeljku
3.3.4 smo pokazali da je tada operator C, koji je definisan izrazom [A, B] = iC, takode
ermitski operator. Radi konciznijeg pisanja uves¢emo operatore odstupanja od sred-
njih vrednosti

SA=A-(A), 6B=B-(B). (3.174)

Tada je
[64,6B] = [A - (A), B-(B)]
= (A—(ANB-(B) - (B-(B))(A - (A))
= AB — (A)B - (B)A + (AXB) (3.175)
—BA + (A)B + (BYA — (AXB)
=AB-BA=[A B =iC.
Da bismo dosli do relacije koja povezuje srednja kvadratna odstupanja veli¢ina A i

B pri njihovom merenju u proizvoljnom stanju ¢, posmatrajmo kvadrat norme izraza
(A6A — i5B)y koji zavisi od nekog parametra A

1) = (164 — isB)y|? (3.176)

i koji je po definiciji realan nenegativan broj. Ovaj izraz se dalje transformiSe na
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sledeci nacin

IA) = ((A6A - i6B)y,(A6A — i6B)WY)
= (,(A6A - i6B) (A6A - i6B)Y)
= (Y, (A6A +i6B)(A16A — i6B)Y)
= (Y, (126A +iA6BSA —iA6AS6B + 6B y) (3.177)
= 22y, 6A%) — iAW, [6A, 6B1Y) + (v, 6B2y)
= L, 64%) + AW, Cy) + (,6B°y)
= 1(AA)* + 1{C) + (AB)*.

Prema tome, /(1) je kvadratna forma po parametru 4. Da bi bio zadovoljen uslov
I(A) = 0, tj. da funkcija /(1) nema realnih nula ili ima samo jednu, diskriminanta ove
kvadratne forme mora biti manja ili jednaka nuli

D = (C)* — 4(AA*(AB)* < 0, (3.178)
Sto daje uslov (AA)*(AB)? > 1 (C)? il

1
AAAB >

KO, (3.179)
Ovo su relacije neodredenosti u opstem slucaju.

Ako izaberemo za veli¢ine A i B medusobno konjugovane komponente koordinate
i impulsa, na osnovu njihovih komutacionih relacija (3.99) sledi da je tada C = #, pa
odgovarajuce relacije neodredenosti glase

h h h
AxAp, > 3 AyApy, > 5 Az Ap, > R (3.180)

Posebnu ulogu u kvantnoj mehanici imaju stanja sa minimalnom neodredenoséu,
tj. kada je AAAB = 1 (C)|. Tada su I(1) = 0i D = 0, odakle je

_ Kol
T 2(AA?

(3.181)

Stanja sa minimalnom neodredenos$¢u koordinate i impulsa se zovu koherentna stanja.

3.4.11 Odredivanje stanja kvantnih sistema. Kompletan skup
kompatibilnih opservabli

Na osnovu postulata o stanjima, talasna funkcija koja opisuje stanje kvantnog sis-
tema potpuno odreduje sve njegove osobine u tom stanju. S druge strane, talasna
funkcija nije merljiva veli¢ina, odakle proizilazi da se stanje sistema ne moZe odrediti
neposrednim merenjem veli¢ine kojom je ono opisano. Umesto toga vrsi se merenje
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drugih (merljivih) fizickih veliina, a onda se stanje odreduje na osnovu dobijenih
vrednosti za te veliCine.

U tom smislu postupak odredivanja stanja u kvantoj mehanici ima slicnosti sa
onim u klasi¢noj mehanici gde je stanje zadato vrednostima nezavisnih dinamickih
promenljivih kojih, ako je broj stepeni slobode sistema N, ima ukupno 2N. To mogu
biti npr. sve nezavisne komponente koordinate i impulsa. Za jednu Cesticu je N = 3,
a njeno stanje je u datom trenutku odredeno tackom u Sestodimenzionom faznom
prostoru.

U kvantnoj mehanici se, medutim, ne mogu istovremeno precizno odrediti fizi¢ke
veli¢ine koje medusobno ne komutiraju. Npr. ako odredimo vrednosti svih kom-
ponenti koordinata, komponente impulsa ostaée neodredene. Slicno se pokazuje
i za neki drugi izbor dinamickih promenljivih. Prema tome, stanje kvantnog sis-
tema Ce biti okarakterisano vrednostima nezavisnih fizickih veli¢ina koje mogu isto-
vremeno imati odredene vrednosti, tj. ¢iji operatori uzajamno komutiraju (kompa-
tibilne veli¢ine). Postavlja se, medutim, pitanje koliki broj kompatibilnih veliina je
potrebno poznavati da bi stanje bilo potpuno odredeno.

Da bismo odgovorili na poslednje pitanje pretpostaviéemo da opservabla A, koja
odgovara veli¢ini A koju merimo u cilju odredivanja stanja, ima nedegenerisan spek-
tar. PoSto je korespodencija izmedu nedegenerisanih svojstvenih vrednosti i svoj-
stevnih stanja jednoznacna, u ovom slucaju znamo da ako veli¢ina A ima odredenu
vrednost a, stanje u kome se sistem nalazi je opisano svojstvenom funkcijom ¢, koja
odgovara toj vrednosti. Prema tome, u ovom slucaju za odredivanje stanja dovoljna je
samo opservabla A, tj. dovoljno je poznavati vrednost samo veli¢ine A. Iz tog razloga
se opservabla Ciji je spektar nedegenerisan naziva kompletna opservabla.

Naravno, moze se desiti da veli¢ina A, iako je odgovarajuéa opservabla kompletna,
nema odredenu vrednost u stanju u kome se sistem nalazi jer ono pre merenja ne
mora da se poklapa ni sa jednim od svojstvenih stanja ove veli¢ine. Medutim, nakon
merenja i dobijanja neke od svojstvenih vrednosti a opservable A, sistem ée biti pre-
veden u svojstveno stanje ¥, koje je tim merenjem potpuno odredeno. Napomenimo
da ovim merenjem nije moguce pouzdano utvrditi u kom stanju se sistem prethodno
nalazio, ¢ak i ako se ono izvrsi veliki broj puta na homogenom kvantnom ansamblu.'?
Izuzetak je slucaj kada je pocetno stanje neko od svojstvenih stanja.

Ako je spektar opservable degenerisan, njene svojstvene vrednosti ne odreduju
potpuno stanje sistema i, prema tome, ona nije kompletna opservabla. Opservable
koje nisu kompletne mogu se dopuniti do kompletnog skupa opservabli, pri cemu te
opservable moraju biti kompatibilne (komutirajuce). Broj opservabli koje ¢ine kom-
pletan skup predstavlja broj stepeni slobode N kvantnog sistema. U velini slucajeva
on se poklapa sa brojem stepeni slobode tog sistema u klasi¢nom opisu.

12 Ako se merenje veli¢ine A ponovi veliki broj puta u istom potetnom stanju (npr. ako se vr§i na ho-
mogenom kvantnom ansamblu), na osnovu relativnih frekvenci dobijenih rezultata moguce je proceniti
verovatnoce njihovog dobijanja. S druge strane, da bismo odredili talasnu funkciju pocetnog stanja
¥ koja se moZe napisati u obliku razvoja po svojstvenim funkcijama ¢,, neophodno je poznavati ko-
eficijente ¢, = (¥, ¥). Verovatoce nam, medutim, daju samo kvadrate modula ovih koeficijenta dok
njihove faze ostaju nepoznate.
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3 Osnovni pojmovi i principi kvantne mehanike

Neka je A;,..., Ay neki kompletan skup kompatibilnih opservabli. U tom slu¢aju
svakoj kombinaciji svojstvenih vrednosti ovih opservabli ay,...,ay jednoznacno je
pridruZena zajednicka svojstvena funkcija ¥, a4y, tj-

: : (3.182)
ANlpal ..... ay =ana| ..... ay s

¢ime je stanje sistema jednoznacno odredeno. Drugim re¢ima, ako su poznate vred-
nosti svih nezavisnih fizi¢kih veli¢ina koje imaju odredene vrednosti u datom stanju,
tada talasna funkcija takvog stanja mora biti svojstvena funkcija svih operatora koji
odgovaraju ovim fizickim veli¢inama.

Potsetimo se ovde da vrednosti neke veliine koje pripadaju neprekidnom spektru
odgovarajuée opservable ustvari ne mogu biti tacno odredene. 1z tog razloga ni odgo-
varajuca svojstvena stanja ne mogu biti tacno odredena. Njihova neostvarljivost je u
vezi sa nenormirano$éu svojstvenih funkcija ¢,, a stanja koja se mogu ostvariti ée
imati oblik superpozicije svojstvenih funkcija koje odgovaraju vrednostima veli¢ine
A iz nekog intervala oko svojstvene vrednosti a (talasni paket). Ovo treba imati u
vidu ako kompletan skup kompatibilnih opservabli sadrzi opservable sa neprekidnim
spektrom.

Uzmimo opet kao primer kretanje slobodne Cestice duz x-ose (jednodimenzioni
problem). U tom slucaju je komponenta impulsa p, kompletna opservabla (svojstvene
vrenosti p, su nedegenerisane). Medutim, ova opservabla ima Cisto neprekidan spek-
tar i njene svojstvene funkcije (ravni talasi) ne predstavljaju kvantna stanja. Njihove
linearne kombinacije (talasni paketi) oblika (3.9), medutim, predstavljaju kvantna
stanja, ali vrednosti p, tada nisu precizno odredene ve¢ leZe u nekom intervalu.
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4 Promena stanja kvantnog sistema
sa vremenom I stacionarna stanja

4.1 Sredingerova jednaédina

4.1.1 Opsti uslovi koje treba da ispunjava jednacina evolucije
kvantnog stanja

Razvijajuéi de Broljevu ideju o talasnim svojstvima materije, Sredinger je 1926.
godine postavio svoju cuvenu jednacinu koja odreduje promenu stanja (evoluciju)
kvantnog sistema sa vremenom. Prema tome, uloga koju Sredingerova jednadina
ima u kvantnoj mehanici analogna je ulozi koju imaju jednacine kretanja u klasi¢noj
mehanici. Njen oblik je

ih— = Hy, 4.1

gde je H Hamiltonov operator (hamiltonijan), koji se dobija kvantizacijom (v. odeljak
3.3.4) Hamiltonove funkcije odgovarajuceg klasi¢nog sistema. Ukoliko su sile koje
deluju na sistem potencijalne, hamiltonijan se poklapa sa operatorom energije i mozZe
se napisati (u nerelativistickom prilazu) kao suma operatora kineticke i potencijalne
energije. ResSenja jednacine (4.1) su talasne funkcije ¥/(&, 1), koje pored prostornih
koordinata £ zavise i od vremena ¢, i na taj nacin opisuju evoluciju kvantnog sistema.
Pokaza¢emo da je oblik kakav ima Sredingerova jednadina potreban da bi talasne
funkcije, kao njena reSenja, zadovoljavale odredene fizicke zahteve.

Kao prvo, Sredingerova jednacina je diferencijalna jedna¢ina prvog reda po vre-
menu i ovaj uslov je neophodan radi principa kauzalnosti. Naime, reSenja jednacine
oblika (4.1) jednoznac¢no odreduju talasnu funkciju (&, f) u svakom trenutku vremena
ukoliko je ona zadata u nekom pocetnom trenutku. Ovo je u skladu sa stavom da je
stanje fizickog sistema potpuno odredeno kada je talasna funkcija jednom data.! Pri
tome, da bi reSenja Sredingerove jedna¢ine mogla da budu periodiéne funkcije po vre-
menu, u jednacini je neophodno da uz izvod ¢/t stoji imaginarna jedinica. Drugi
vazan uslov je linearnost Sredingerove jednacine koji je nophodan da bi vaZio princip
superpozicije. Ovaj uslov je obezbeden linearno$c¢u operatora i1/t i H. Konaéno,

'0vde postoji bitna razlika u odnosu na druge oblasti fizike gde su talasne jednacine obi¢no diferencijalne
jednacne drugog reda po vremenu (npr. jednacine za mehanicke talase ili elektromagnetne talase). U
tom slucaju, da bi reSenje jednacine opisivalo neki odredeni talas, pored vrednosti u pocetnom trenutku,
neophodno je poznavati i vrednost prvog izvoda reSenja po vremenu u tom trenutku.
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Sredingerova jedna¢ina ima oblik koji je analogan obliku nekih jednadina klasiéne
mehanike, $to je u skladu sa principom korespondencije.

Sam Sredinger je pri traZenju jedna&ine po$ao od pretpostavke da ona mora davati
reSenja kao Sto predvida de Broljeva teorija, a da u granicnom sluc¢aju malih talasnih
duZina reSenja treba da budu u skladu sa onim $to daje klasicna mehanika. Poslednji
zahtev je analogan aproksimaciji geometrijske optike kod elektromagnetnih talasa,
gde su putanje svetlosnih zraka odredene u skladu sa Fermaovim (Pierre de Fermat)
principom koji u optici predstavlja pandan principu najmanjeg dejstva iz mehanike.

4.1.2 Sredingerova jednaéina za éesticu u datom potencijalu

Predstavi¢emo rezonovanje koje u osnovi sledi Sredingerovu ideju i ukazuje na oblik
jednacine za talasnu funkciju Cestice u datom potencijalu. Razmotricemo prvo kre-
tanje slobodne Cestice. Kao §to smo videli u prethodnoj glavi (odeljak 3.1.4), talasna
funkcija slobodne Cestice se u opStem slucaju moze napisati u obliku talasnog paketa

w(r, 1) = | A(p) e"®*E0 dp, 4.2)

koji predstavlja superpoziciju monohromatskih ravnih talasa (3.2) ¢ija je frekvencija
E/h povezana sa talasnim vektorom p/7 relacijom koja povezuje impuls i energiju
Cestice mase m
P
E = o 4.3)
Diferenciranjem obe strane izraza (4.2) parcijalno po vremenu i po koordinatama,
dobija se

ih% w(r, 1) = f EA(p) e ®*ED gp, (4.4)
—inViy(r,1) = f pA(p) ei PTE) dp, 4.5)
—RPAY(r, 1) = f P2A(p) en ®TED dp. (4.6)

Uzimajudi u obzir relaciju (4.3), jasno je da su desne strane izraza (4.4) i izraza (4.6)
podeljenog sa 2m jednake. Prema tome, mora da vazi

y(r,n) W

== = = AU 1), 4.7

Ovo je Sredingerova jednacina za slobodnu &esticu i njena reSenja su ravni talasi (3.2),
odnosno njihova superpozicija (4.2).

Uzmimo sada da se Cestica krece u potencijalu V(r) i razmotrimo njen talasni as-
pekt pod pretpostavkom da vaze analogni uslovi kao u aproksimaciji geometrijske
optike. Pretpostavljajuci da je stanje Cestice i u ovom slucaju opisano nekim talasnim
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paketom y(r,?), te polazeéi od principa korespondencije, osnovano mozemo sma-
trati da se u grani¢énom sluc¢aju malih talasnih duZina centar paketa krece priblizno
kao klasi¢na Cestica mase m €iji su poloZaj ry, impuls py i energija Eyy povezani

relacijom
2

|Y
Ex = H(pu,Ta) = 2—; + V(rg), (4.8

gde je H(p,r) Hamiltonova funkcija koja opisuje klasi¢no kretanje te Cestice u po-
tencijalu V(r). Ovde ¢emo pretpostaviti da V(r) ne zavisi eksplicitno od vremena
(. da je sistem konzervativan), mada ovaj uslov nije neophodan za krajnji zakljucak.
Dinamicke promenjive ry i py su pri tome funkcije vremena koje se mogu odrediti
npr. reSavanjem odgovarajué¢ih Hamiltonovih jednacina. U okviru aproksimacije koju
razmatramo mozemo uzeti da je Cestica dobro lokalizovana u prostoru (male talasne
duzine impliciraju velike vrednosti talasnih brojeva i malu neodredenost poloZaja),
te da se potencijal V(r) moZe smatrati pribliZno konstantnim u oblasti prostora reda
veli¢ine talasnog paketa, dakle

V() y(r,n) = V() y(r, 1. (4.9)

Ako se, sa druge strane, ograni¢imo na dovoljno mali vremenski interval da se pro-
mena impulsa py moZe smatrati zanemarljivom, tada se talasna funkcija ¥ moze
aproksimirati talasnim paketom tipa (4.2) Cije su frekvencije u okolini Ey /%, a ta-
lasni vektori u okolini py/%. Pod tom pretpostavkom imamo

ih% Y(r,t) = Eqy(r,1), (4.10)
—ihVy(r, 1) ~ pu Y(r, 1), (4.11)
~I2AY(r, 1) ~ ph UL, 1). 4.12)

Kombinujuéi relacije (4.8)-(4.12), dobijamo

2 2
iha2 Y(r,t) + ” Ay(r,t) = V(@) yY(r, 1) = (Ek1 L V(rkl)] Y(r, 1) =~ 0. (4.13)
t 2m 2m
Prema tome, u okviru razmatrane aproksimacije, talasni paket y/(r, r) zadovoljava jed-
nacinu oblika
oy(r,t) n?
o 2m
Pokazalo se da ova jednacina vazi u opStem slucaju, tj. ¢ak i kada uslov malih talasnih
duzina nije ispunjen. To je Sredingerova jednacina za esticu u potencijalu V(r). S
obzirom da je hamiltonijan ovog sistema oblika (3.108), vidimo da je ona u skladu sa
opstim izrazom (4.1).
Na kraju ove analize moZemo zakljuciti da se Sredingerova jedna¢ina u opstem
slucaju, kao i ostali opSti principi u fizici, ne moze eksplicitno izvesti iz drugih prin-
cipa vec se verifikacija dobija iz eksperimenata, tj. smatramo je postulatom.

ih

AY(r,t) + V(r) y(r, ). (4.14)
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4.1.3 Veza sa klasicnom mehanikom

Do Sredingerove jedna¢ine se moZe doci polazeéi od odgovarajuéih klasi¢nih jed-
nacina kretanja formalnim prelazom sa klasi¢nih veli¢ina na operatore. Pokazuje se
da se taj prelaz najdirektnije ostvaruje polaze¢i od Hamilton-Jakobijeve jednacine

as oS 08
——=H|—,—.,...;¢&,&,...5t 4.15
a1 ( %" 95, &1,6 ) (4.15)
ukojoj H(p1, pa, - - .:&1,&2, . .. ;1) predstavlja Hamiltonovu funkciju posmatranog sis-
tema koja zavisi od svih njegovih nezavisnih koordinata &, &, . . ., konjugovanih im-

pulsa py, p2,...1vremenat, a S je funkcija dejstva koja predstavlja reSenje jednacine.
Konjugovani impulsi su pri tome odredeni relacijama p; = 8S/9¢;. Ukoliko je sistem
konzervativan, Hamiltonova funkcija ne zavisi od vremena, tj. predstavlja integral
kretanja, i obi¢no se poklapa sa ukupnom energijom sistema, tj.

E=H(p1,p2,...;§1,§2,...). (416)

Posto relacije izmedu impulsa i dejstva vaZe u opStem slucaju, iz jednakosti (4.16) i
(4.15) sledi da za konzervativne sisteme vaZzi

oS oS
E = 5 D= % 4.17)
Da bismo izvrsili prelaz sa klasi¢ne na kvantnu jednacinu kretanja, podimo od toga
da Hamilton-Jakobijeva jednacina u slucaju konzervativnih sistema formalno sledi iz
zakona odrZanja energije (4.16) primenjujuci relacije (4.17). Ove relacije, s druge
strane, ukazuju na formalnu vezu izmedu klasi¢nih veli¢ina E i p; i odgovarajuéih
diferencijalnih operatora

E - ih%, pi — —ih% = pi, (4.18)
koju smo ve¢ videli u relacijama (4.10) i (4.11). Ovi operatori delovanjem na talasnu
funkciju, koja je reSenje traZene kvantne jednacine, daju vrednosti odgovarajuéih fi-
zickih veli¢ina pomnoZene tom funkcijom. Sprovodeci prelaze (4.18) sa klasi¢nih
veli¢ina na operatore u jednaini (4.16), $to na desnoj strani daje hamiltonijan A =
H(py, pa,---;€1,&2,. . .), a zatim delujuéi obema stranama na talasnu funkciju, nepo-
sredno se dobija Sredingerova jednadina u obliku (4.1).

4.1.4 Odrzanje norme talasne funkcije, gustina struje
verovatnoce i jednacina kontinuiteta

Iz zakona evolucije stanja kvantnog sistema predstavljenog Sredingerovom jedna-
¢inom sledi da se norma talasne funkcije odrZava u toku vremena. Ova osobina je
od sustinskog znacaja za racunanje verovatnoCe, jer se time omogucava da totalna
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4.1 Sredingerova jednacina

verovatnoca u svakom trenutku bude normirana na jedinicu. Da bismo pokazali nave-
denu osobinu, odredimo prvo parcijalni izvod kvadrata modula talasne funkcije po
vremenu, zamenjujuéi pri tome izvode 9y /dt izrazom (ih)~'Hy koji sledi iz Sredinger-
ove jednacine

6‘7//* alﬁ__l /5 * l g2
i P ih(H!//) Yt (Hy).  (4.19)

Izvod kvadrata norme talasne funkcije po vremenu tada moZemo napisati u obliku

0 2_2 * _ *
WP = W= ey

d »_ d 2 34 ﬁ 2
3 WP = o f (& 0P d¢ = f o W& P dg
(4.20)

1 N 1 N
- f AW D 9,1 A + = f WD HE 1) dE.

Predstavljajuéi skalarne proizvode, koji su ovde izraZeni preko integrala, u simboli¢-
kom obliku i uzimajuéi u obzir da je hamiltonijan ermitski operator, sledi
S WP =~ () + 0 H) = - ) + @A) = 0. (421)
o W= = B9+ W B = = i '
Prema tome, norma talasne funkcije ||y/|| se ne menja u toku vremena. Uoc¢imo da ovo
vaZzi bez obzira da li hamiltonijan zavisi od vremena ili ne.
Posmatrajmo sada parcijalni izvod po vremenu od gustine verovatnoée nalaZenja
Cestice p(r, 1) = |y(r,1)|> kada se ta Cestica krede u polju potencijalnih sila. U tom
slucaju hamiltonijan ima oblik (3.108) na osnovu ¢ega jednakost (4.19) postaje

o _o . (N 1
il ) ——(—%Al//Jerﬂ)l/ﬁL%'ﬁ(—%A'l“fV'ﬁ)

ot ih
(4.22)

h
S WA= wAY).
mi

Krajnji izraz je posledica jednakosti Vy*y = ¢* Vi koja vazi zbog multiplikativnog
karaktera operatora potencijalne energije V(r).

Rezultat (4.22) dobija jasno fizicko znaCenje ako uvedemo gustinu struje vero-
vatnoce

i
Ji= i W V= Vyh). (4.23)
mi

Uocimo da je divergencija ovog vektora jednaka krajnjem izrazu u transformacijama
(4.22) sa promenjenim znakom

. . 0 h * *
divj=V-j= %V'(lﬁ Vy =y Vy)

R TR LR VR AS. (4.24)

h
= o - (WAY — Y AY).
mi
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

Na osnovu toga jednakost (4.22) se moZe napisati u obliku
g—f +divj = 0. (4.25)

Ova relacija je poznata kao jednacinu kontinuiteta. Ona se u istoj formi pojavljuje i
u drugim oblastima fizike kao §to su dinamika fluida i elektromagnetizam. U opstem
slu¢aju jednacina predstavlja zakon odrZanja za veliine koje opisuju neki tok u sre-
dinama bez izvora i ponora, pri ¢emu je p gustina te veliine, a vektorsko polje j
njen fluks. Veli¢ina na koju se odnosi jednacina kontinuiteta u kvantnoj mehanici je
verovatnoca nalaZenja Cestice u nekom poloZaju u prostoru u datom trenutku. Prema
tome, ako se u nekom delu prostora gustina verovatnoCe nalaZenja Cestice menja
(0p/0t # 0), onda se kao posledica toga javlja "protok" verovatnoce okarakterisan
fluksom (gustinom struje) j.

4.1.5 Promena stanja kvantnog sistema

Pored postepene promene stanja u toku vremena (evolucije) koja odraZzava dinamiku
kvantnog sistema i odredena je Sredingerovom jednacinom, videli smo da se stanje
sistema takode menja kada se na njemu izvr§i neko merenje (v. odeljak 3.4.2). Za
razliku od evolucije, ova druga promena je skokovita, nakon Cega se sistem nalazi
u nekom od svojstvenih stanja merene veli¢ine. Najprihvacenije objasnjenje za to je
interakcija kvantnog sistema sa mernim uredajem (v. odeljak 1.4.6). Ipak, do sada nije
predstavljena neka prihvatljiva teorija koja bi mogla da egzaktno opiSe mehanizam te
promene. Dva mogucéa tipa promene stanja su, dakle, bitno razli¢ita. Sredingerova
jednacina jednoznacno odreduje stanje sistema u proizvoljnom trenutku ako je ono
poznato u pocetnom trenutku. Ako, medutim, do promene dolazi usled merenja, tada
znamo da Ce sistem preci u neko od svojstvenih stanja merene veliine ali nije moguce
predvideti u koje. Moguce je jedino izraCunati odgovarajuée verovatnoce prelaza.

U realnim eksperimentima se promena stanja kvantnog sistema obi¢no ostvaruje
kombinacijom navedena dva nacina. Neka je npr. merenjem veliCine A sistem preve-
den u svojstveno stanje ¢, u kojem ta veli¢ina ima odredenu vrednost a. Ovo stanje
nakon toga evoluira (kako to odreduje Sredingerova jedna¢ina) i u nekom trenutku,
kada odluc¢imo da ponovimo merenje, sistem Ce biti u stanju ¢ koje je u opStem slucaju
razlicito od y,. Posto se ovo stanje (kao i bilo koje drugo) moZe predstaviti kao super-
pozicija svojstvenih stanja merene veli€ine, rezultat ponovljenog merenja ne mora biti
vrednost a (kao $to bi se desilo u ponovljenom merenju izvr§enom neposredno nakon
prvog merenja), ve¢ to mogu biti i druge svojstvene vrednosti veli¢ine A. Prema
tome, iskljucivo evolucijom sistem nece preci iz stanja sa jednom (odredenom) vred-
nosc¢u fizicke veli¢ine u stanje sa drugom vrednos$éu. Evolucija ustvari kreira nove
mogucnosti koje su sadrzane u stanju ¢, a proces merenja je taj koji ih ostvaruje (re-
dukcija talasnog paketa).’

20vo je opet interpretacija Kopenhagenske $kole. Protivnici ovakvog shvatanja su pokusavali kroz razne
misaone eksperimenate (najpoznatiji je tzv. "Sredingerova macka") da ga dovedu do paradoksa i tako
ospore. To, medutim, nije umanjilo dominaciju Kopenhagenske $kole medu drugim interpretacijama.
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4.2 Stacionarna stanja i opste reSenje Sredingerove jednacine

4.2 Stacionarna stanja i opste resenje Sredingerove
jednacine

Posmatrajmo sistem &iji hamiltonijan ne zavisi od vremena (9H/dt = 0). Takav sis-
tem se naziva konzervativnim i njegova energija u klasi¢noj mehanici predstavlja
konstantu kretanja. Glavni cilj ovog poglavlja, pored odredivanja opsteg reSenja
Sredingerove jednacine, bice nalaZenje reSenja koja opisuju stanja kvantnih sistema
sa odredenom vredno$¢u energije.

4.2.1 Razdvajanje promenljivih. Stacionarna stanja

Pretpostavimo da postoje refenja Sredingerove jednaline (4.1) koja se mogu pred-
staviti u obliku

W&, 0 = @) f Q). (4.26)

Pokazacemo da ova faktorizacija u slucaju konzervativnih sistema dovodi do razdva-
janja promenljivih £ i ¢ u jednacini.

Zamenjujuéi u Sredingerovoj jednaini nepoznatu funkciju  proizvodom funkcija
(4.26), te imajudi u vidu da operator d/0t deluje samo na funkciju f(¢), a Hamiltonijan
H (posto ne zavisi od vremena) samo na (&), jednacina se moZe napisati u obliku

d N
@)L = fo A, @27)

odnosno
in df 1

f@ dt - y(é)
Uocimo da leva strana poslednje jednacine zavisi samo od vremenske promenljive ¢,
a desna samo od kordinata £. Posto se dve funkcije razlicitih promenljivih ne mogu
izjednaciti osim u specijalnom slu¢aju kada su te funkcije konstante, sledi da i desna
i leva strana jednacine (4.28) treba da budu jednake istoj (tzv. separacionoj) konstanti
koju ¢emo obeleziti sa c. Ova jednaCina se na taj nacin razlaZe na dve nezavisne
jednacine

Hy(&). (4.28)

Hy(€) = cy(é), (4.29)
df _ i
% =7 cdz. (4.30)

Prva od dobijenih jednacdina predstavlja svojstveni problem hamiltonijana. Kod
konzervativnih sistema H je operator energije, a njegove svojstvene vrednosti, tzv.
svojstvene energije, su moguce energije sistema. Prema tome, vrednosti konstante ¢
mogu da budu samo svojstvene energije E. Ako sa g oznaCimo odgovarajuée svoj-
stvene funkcije hamiltonijana, jednacina (4.29) glasi

Ay, () = Ey, (&) (4.31)
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

Ova jednacina se naziva vremenski nezavisna Sredingerova jednacina. Ona se, analog-
no svojstvenom problemu drugih operatora (v. odeljak 3.4.3), reSava uz date granicne
uslove tako da reSenja u mnogim slucajevima (zavisno od tih uslova) postoje samo
za odredene vrednosti energije E. Prema tome, energijski spektar kvantnog sistema
moZe biti diskretan, neprekidan ili kombinovan. Diskretne svojstvene vrednosti ener-
gije, tzv. energijski nivoi, se javljaju kada je kretanje sistema ogranic¢eno na konacnu
oblast konfiguracionog prostora (tzv. vezano kretanje). Odgovarajuca kvantna stanja
se nazivaju vezana stanja, a ono sa najniZom energijom se naziva osnovno stanje.
Stanja koja odgovaraju ostalim energijskim nivoima se nazivaju pobudena stanja.

Zamenjujuéi u jednacini (4.30) konstantu ¢ vrednos$éu neke od svojstvenih energija
E, a zatim integraljenjem jednacine, dobijamo In f = —%Et, odnosno

f@) = e, (4.32)

Prema tome, reSenja Sredingerove jednacine koja se mogu predstaviti u obliku proiz-
voda funkcije koordinata i funkcije vremena glase

WE D = Y, ) e TP (4.33)

Ova funkcija je, kao i sama funkcija i, , svojstvena funkcija hamiltonijana i, ukoliko je
kvadratno integrabilna, predstavlja stanje kvantnog sistema sa odredenom vredno$c¢u
energije. Stanja sa odredenom vredno$¢u energije se nazivaju stacionarna stanja.
Ovaj naziv sledi iz osobina koje navodimo u nastavku.

Iz izraza (4.33) vidimo da je zavisnost talasne funkcije stacionarnog stanja od vre-
mena predstavljena faktorom e 7' i na taj nacin jednoznaéno odredena vredno§éu
energije koju kvantni sistem ima u tom stanju. S druge strane, ovaj faktor uzima vred-
nosti koje leZe na jediniénom krugu u kompleksnoj ravni (le"7%| = 1), odakle prizilazi
da talasna funkcija (4.33) u bilo kom trenutku ¢ predstavlja isto stanje (analogno kao
kod mnoZenja proizvoljnim faznim faktorom, v. odeljke 3.1.3 i 3.1.5). Prema tome,
stanje opisano talasnom funkcijom (4.33) se u sustini ne menja sa vremenom.

1z poslednjeg zakljucka sledi da u stacionarnim stanjima gustina verovatnoce, gus-
tina struje verovatnoce, srednja vrednost proizvoljne fizicke veliCine ¢iji operator ne
zavisi od vremena, kao i verovatnoca dobijanja odredene vrednosti fizicke veliCine, ne
zavise od vremena. Uzmimo kao primer gustinu verovatnoée. Ako je i stacionarno
stanje, imamo

p =y =yeitly, e i = y*y, = const. (4.34)
Zamenjujudi izraz (4.33) i njegov kompleksno konjugovani izraz u formulu (4.23),
analogno se dobija i za gustinu struje verovatnoée, Takode, ako je A opservabla koja
ne zavisi od vremena, njena srednja vrednost u stacionarnom stanju ¢ ée biti

4) = f U EDAYE N E = f Y OAYE), dE = const. (435

Napomenimo ovde da veli¢ina A moZe da ima odredenu vrednost u stacionarnim sta-
njima ukoliko komutira sa hamiltonijanom (v. odeljak 3.4.9). Kona¢no, verovatnoéa
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4.2 Stacionarna stanja i opste reSenje Sredingerove jednacine

dobijanja odredene vrednosti fizicke veli¢ine A (neka je to vrednost a,, iz diskretnog
spektra kojoj odgovara svojstvena funkcija ¢,,) u stacionarnom stanju  iznosi

2
= const. (4.36)

2
- \ f O UnE) dE

P, = \ f U E DU (E) 0

4.2.2 Opste resenje Sredingerove jednaéine

Pokazaéemo da se opste reSenje Sredingerove jednacine, zahvaljujuéi njenoj line-
arnosti, moZe predstaviti kao superpozicija resenja te jednacine sa odredenim vred-
nostima energije (stacionarnih stanja).

Pretpostavimo prvo da hamiltonijan A ima &isto diskretan i nedegenerisan spektar
{E,| Vn}. Opdte redenje Sredingerove jednacine (4.1) se tada moZe predstaviti u obliku

YED =) (@ e i, (4.37)

n
gde su ¥, svojstvene funkcije koje odgovaraju svojstvenim energijama E,, i ¢ine svoj-

stveni bazis hamiltonijana. Uocimo da ¢, predstavljaju koeficijente u razvoju opsteg
reSenja u trenutku r = 0 po svojstvenom bazisu, tj. ¥(£,0) = 3., ¢, ¥,,(€). Zamenjujuéi
razvoj (4.37) u Sredingerovu jedna&inu (4.1), lako se proverava da je on zaista njeno
reSenje. Dobija se

a i A i
i) entn@) 5o e B0 = e A (€) e HE (4.38)

Nakon delovanja operatora §/d¢ i H imamo
ih Z n U@ (~5 Ea) e H = Z cnEnthn(&) i, (4.39)

Sto predstavlja identitet.

Ukoliko je spektar {E,| Vn} diskretan ali degenerisan, hamiltonijan treba dopuniti
do kompletnog skupa kompatibilnih opservabli (v. odeljak 3.4.11) i na taj nacin dobiti
zajednicki svojstveni bazis {{,x| k = 1,...d,; VYn}. Ovde je d,, multiplicitet nivoa E,,, a
kvantni broj k prebrojava razli¢ite funkcije ¥, koje odgovaraju tom nivou. Na analo-
gan natin kao u pretodnom slu¢aju moze se pokazati da je opste resenje Sredingerove
jednacine u ovom slucaju

d, »
YED =) e @) eI, (4.40)

n k=1

pri ¢emu ¢, predstavljaju koeficijente u razvoju ovog reSenja u trenutku r = 0 po
zajedniCkom svojstvenom bazisu, tj. ¥(&,0) = 3, ZZ": | Cnk Yk (E).

Ako je spektar hamiltonijana A neprekidan (ograni¢i¢emo se radi jednostavnosti
opet na nedegenerisan slu¢aj), onda se opste reSenje Sredingerove jednacine (4.1)
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

moZe predstaviti u obliku

VEHE f c(E)y, (&) e ¥ dE, (4.41)

gde su i, svojstvene funkcije hamiltonijana koje odgovaraju svojstvenim energijama
E. Kao i u slucaju diskretnog spektra, c(E) su koeficijenti u razvoju opSteg reSenja u
trenutku ¢ = 0 po svojstvenom bazisu, tj. ¥ (&,0) = f c(EYy (&) dE.

U stanjima (4.37), (4.40) i (4.41) energija u opStem slucaju nema odredenu vrednost
i, prema tome, ova stanja nisu stacionarna. Gustina verovatnoce u nestacionarnim
stanjima zavisi od vremena. Npr. u stanju (4.37) ée biti

p=UENWED = Y cun@et ™ Y ey (E)e i

n . " 4.42
= Z Z C:;Cn’ lﬁ;(é“) lﬁn,(éf)eé(E,l—En,)[. ( )

U nestacionarnim stanjima, medjutim, srednja vrednost energije ne zavisi od vremena.
Tako u stanju (4.37) imamo

(E) = fw*(f,t)lflw(g,z)dg
= [Sewi@ctten Y cpere o
= 22 Cuewel B f Yn&) H (£) €

n n

* S(E,—E )t _ 2
= Z chcn’eh( ) En’(snn’ - Z |Cn| En-
n n n

4.2.3 Promena srednje vrednosti fizicke veli¢ine sa viemenom

(4.43)

U prethodnom odeljku smo pokazali da se u stacionarnim stanjima srednja vrednost
fizicke veliCine, koja ne zavisi eksplicitno od vremena, ne menja sa vremenom. Ispi-
tacemo kako se ova srednja vrednost menja u slucaju proizvoljnog stanja. Neka je
(A) = (i, Ay) srednja vrednost fizitke veli¢ine A u stanju . Tada je

d,  _d, - o - 0A O
3 A = 5 (v.dv) =( Aw) + (w, 5w)+ (w,A—)

dr o’ at
. 0A 1
(3] ) o]
. 9A . (4.44)
=~ (v. HAY) + (w, Ew) = (v Afty)
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4.3 Jednodimenzioni kvantni sistemi. Primeri reSavanja Sredingerove jednacine

Posledni izraz moZemo pisati u obliku

d)y 1 . 0A
- =7 (1A, Ay + <E>' (4.45)

Ova jednacina predstavlja zakon kretanja za srednje vrednosti.’

Ukoliko fizi¢ka veli€ina C ne zavisi eksplicitno od vremena, a operator te veliCine
komutira sa hamitonijanom ([C, H] = 0), iz jednagine (4.45) neposredno sledi da je u
tom slucaju

%0 _,

de

Po analogiji sa klasi¢nom mehanikom, veli¢inu C tada nazivamo konstantom kretanja.
Ako se konzervativan sistem nalazi u stanju koje je opisano nekom zajedni¢kom svoj-
stvenom funkcijom od H i C, to stanje se nece menjati u toku vremena, a energija i
velic¢ina C, tacnije njena svojstvena vrednost ¢, ostaju potpuno odredene i konstantne
u toku vremena. Svojstvene vrednosti ¢ ili indeksi koji ih prebrojavaju se nazivaju
"dobri kvantni brojevi".

(4.46)

4.3 Jednodimenzioni kvantni sistemi. Primeri
reSavanja Sredingerove jednacine

Jednodimenzionim sistemima u fizici nazivamo sisteme ¢ija se dinamika moZe svesti
na jedan stepen slobode. Ovakvi sistemi su od interesa za fiziku ne samo kao jedno-
stavni modeli koji se koriste za proucavanje opstih osobina kvantnih sistema, ve¢ i
zbog toga §to se sloZeniji sistemi u nekim sluCajevima mogu svesti na sisteme sa
jednim stepenom slobode ili, ukoliko su separabilni u nekim koordinatama, mogu se
razloZiti na onoliko jednodimenzionih problema koliko sistem ima stepeni slobode.
Ovde ¢emo razmotriti nekoliko primera za koje je moguce egzaktno resiti vremenski
nezavisnu Sredingerovu jednacinu. Ona se za sisteme sa jednim stepenom slobode
(koordinatu ¢emo oznaditi sa x) svodi na oblik

n d>y

~ 3 VU = Ey). (4.47)

Talasne funkcije ¢(x) koje su reSenja ove jednacine opisuju stacionarna stanja jednodi-
menziog sistema u kojima on ima odredene vrednosti energije E, koje se takode do-
bijaju iz te jednacine.

3Uzimajudi za veli¢inu A osnovne dinamicke promenljive r i p, jedna¢ina (4.45) daje tzv. Erenfestove
jednacine (P. Ehrenfest): md(r)/dt = (p), d(p)/dt = (—VV(r)). lako ove jednaCine podsecaju na
klasi¢ne jednacine kretanja, srednje vrednosti (r) i (p) se u opStem sluc¢aju ne menjaju po istom zakonu
kao klasi¢ne promenljive r i p. Da bi se to desilo, u drugoj jednacini umesto (—VV(r)) treba da stoji
-VV((r)). Pokazuje se da se za izvesne tipove potencijala (npr. za slobodnu Cesticu, Cesticu pod utica-
jem konstantne sile ili za harmonijski oscilator) ova dva izraza poklapaju i u tom slucaju su Erenfestove
jednacine ekvivalentne klasi¢nim jednacinama kretanja.
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

Jednacinu (4.47) je u cilju reSavanja pogodno napisati u obliku

d*y

2
o h—'? [E - V()] y(x) = 0, (4.48)

koji ¢emo koristiti u narednim primerima.

4.3.1 Cestica u asimetriénoj pravougaonoj potencijalnoj jami

Posmatrajmo Cesticu mase m koja se krece u jednodimenzionoj pravougaonoj poten-
cijalnoj jami ¢iji je oblik definisan na sledeéi nacin (slika 4.1)

Vi, x<0 (oblast I),
V(x)=4 0, 0<x<a (oblastll), (4.49)
Vs, xX>a (oblast III).

Slika 4.1. Primer pravougaone potencijalne jame oblika (4.49) (puna linija). Horizontalna
isprekidana linija predstavlja energiju £ < V, .

Analizira¢emo slucaj kada je V, < V10 < E < V,. Ako ovaj problem posma-
tramo sa stanoviSta klasicne mehanike, s obzirom da ukupna energija E (zbog pozi-
tivnosti kineticke energije) ne moZe biti manja od potencijalne, sledi da je kretanje
Cestice ograniceno na oblast II. U kvantnomehani¢kom prilazu ovom slu¢aju odgo-
varaju vezana stanja Cestice. Talasne funkcije koje opisuju ova stanja su re§enja Sre-
dingerove jednacine (4.48) za potencijal (4.49) koja odgovaraju energijama E < V,.

Kada je potencijal prekidna funkcija koja je u razli¢itim intervalima duZ koordi-
natne ose (ovde su to oblasti I, IT i IIT) definisana razlicitim izrazima, onda se reSenja
jednacine (4.48) dobijaju tako $to se jednacina reSava u svakom od intervala zasebno
sa drugacijim izrazom za potencijal, a zatim se reSenja dobijena u intervalima spa-
jaju ("saSivaju") u celovita reSenja, zahtevajuci pri tome da ona budu neprekidne i
diferencijabilne funkcije za sve vrednosti x.
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4.3 Jednodimenzioni kvantni sistemi. Primeri reSavanja Sredingerove jednacine

Primenjujuéi navedni postupak na problem Cestice u potencijalu (4.49), reSenja u
oblastima I, IT i III ¢e biti reSenja jednacina

d2
A 2 -V = (4.50)
d?
s 2 g = 451)
d?
L 2 B~ Vo) = (4.52)

a talasne funkcije vezanih stanja Ce biti oblika

Un(x), x <0,
Y(x) =4 yu(x), 0<x<a, (4.53)
Ym(x), x>a,

pod uslovom da se funkcije ¥, ¥, Y "glatko sasivaju” na granicama oblasti.
Uvodecéi oznake x7 = 2m(Vy — E)/1?, k* = 2mE[h?, %5 = 2m(V, — E)/h?, koje suu
slu¢aju 0 < E < V, pozitivne veli¢ine, jednacine (4.50)-(4.52) uzimaju prostiji oblik

5~ %y =0, (4.54)
d2
% + 12 gy =0, (4.55)
d2
dlgn - %%lﬂlu =0. (4.56)

Poznato je da su opsta reSenja ovih diferencijalnih jednacina*

Y1(x) = ¢ + cre™, (4.57)
Y(x) = c3 sinkx + ¢4 cos kx, (4.58)
Y (x) = 5" + cge . (4.59)

Posto talasne funkcije za sve vrednosti x moraju da budu konac¢ne funkcije, to mora
da vazi i za reSenja ¥y, Y1, Y u njihovim oblastima. Uocimo, medutim, da kada
x — —oo (leva granica oblasti I) drugi ¢lan u izrazu (4.57) divergira, a kada x — +o0
(desna granica oblasti IIT) divergira prvi ¢lan u izrazu (4.59). ReSenja (4.57) 1 (4.59) ¢e
biti konacne funkcije u oblastima I, odnosno III, jedino ako uzmemo da su konstante
2 =c5 =0,1. dasuyy = ciiym = cee”*. UoCimo da sa ovim izborom

4Strogo matematicki, reSenja (4.57)-(4.59) dobijamo tako to jednacine (4.54)-(4.56) napi$emo u obliku
sa bezdimenzionom promenljivom & = x/a. Tada je npr. reSenje u oblasti I (&) = c1e€1¢ + cre kI8,
gde je k; = ax, $to vracanjem smena daje izraz (4.57).
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

celovita reSenja Sredingerove jednacine imaju sledeée asimptotsko ponaSanje

lilp Y(x) = lilp Yi(x) =0, (4.60)
liIP Y(x) = liIP Ym(x) = 0. 4.61)

Da bi resenja (x), data u obliku (4.53), bile neprekidne i diferencijabilne funkcije
u taCkama x = 01 x = a (a time i za sve vrednosti x), mora da vazi

d d
¥1(0) = Yu(0), (%) = (ﬂ) , (4.62)
X x=0 dx x=0
d d
Yu(a) = ym(a), (%) = (ﬂ) . (4.63)
X X=a dx X=a

Kada se ovi uslovi (tzv. uslovi neprekidnosti) primene na reSenja (4.57), (4.58),
(4.57), oni daju sledece relacije medu konstantama cy, ¢z, ¢4, cg

C|1 = Cy4, C|x = C3k, (464)

czsinka + cacoska = cge ™,  c3kcoska — csk sinka = —xnrcqe” 4. (4.65)

Eliminacijom konstanti c¢3 i c4, dobija se homogen sistem od dve linearne jednacine
sa dve nepoznate (c; i cg)

2. _
c1| = sinka + coska|— cge™* =0,
k

(4.66)
c1 (%1 cos ka — ksinka) + cgxre * = 0.
Sistem ima netrivijalna reSenja ako je determinanta sistema jednaka nuli
Zlsinka + coska  —e
. =0, (4.67)
x1coska — ksinka x,e ¢
$to u razvijenom obliku glasi
(% sinka + cos ka) #Hre 2% + (%1 cos ka — k sinka)e™** = 0. (4.68)

Sredivanjem ovog izraza dobijamo (x5, /k — k) sinka + (%1 + %) cos ka = 0, odnosno

k2 — X%
teka = ———— 4.69
R T (+69)

ili eksplicitno

V2mEa _ E - (Vi - E)(V, - E)

= . 4.70
h NEWVi-E+ ;- E) “n

ctg
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4.3 Jednodimenzioni kvantni sistemi. Primeri reSavanja Sredingerove jednacine

Prema tome, resenja Sredingerove jedna¢ine y ée biti neprekidne i diferencijabilne
funkcije samo ako odgovarajuce energije E zadovoljavaju poslednju jednacinu. Posto
su ovakva reSenja jedina koja su fizicki prihvatljiva, proizilazi da jednacina (4.70)
odreduje moguée energije (energijske nivoe) razmatranog sistema.

Resenja jednacCine (4.70), s obzirom da se radi o transcedentnoj jednacini, nije
mogude predstaviti u analitickom obliku. Ona se, medutim, za konkretne vrednosti
parametara sistema (m, a, V| i V,) mogu odrediti koriste¢i numericke metode, Sto
zahvaljujudi raCunarima danas ne predstavlja tezak zadatak. ReSenja se takode mogu
priblizno odrediti grafickim metodom koji ¢emo ovde opisati. U tom cilju uvedimo
funkcije

V2mE a E-\(Vi-E)V,-E)

, E) = 4.71
o PO R w7

Si(E) = ctg

i uo¢imo da se jednacina (4.70) svodi na uslov fj(E) = f2(E). Prema tome, ako ove
funkcije predstavimo na istom grafiku, reSenja jednacine ¢e se nalaziti na mestima
preseka funkcija (slika 4.2).

-
L~

Slika 4.2. Tipicni oblici funkcija fi(E) (puna linija) i f2(E) (isprekidana linija) u slucaju po-
tencijala (4.49). Energijske nivoe sistema predstavljaju vrednosti na apscisi (E£-osa) koje odgo-
varaju tackama preseka funkcija.

Naveséemo neke karakteristike funkcija fi(E) i f2(E). Funkcija f;(E) je prekidna,

a taCke prekida su odredene uslovom V2mE a/h = nn,n = 0,1,2,... iz kojeg sledi
da odgovaraju vrednostima energije

3 n’h*n?

=== (4.72)

Nule funkcije f1(E) se odreduju iz uslova V2mE a/h = 2k + Dn/2,k = 0,1,2,...
koji daje sledece vrednosti energije
%:HWM+W‘

S (4.73)
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

Funkcija f>(E) je definisana i neprekidna u intervalu 0 < E < V,. Vrednosti funkcije
na granicama intervala su

Va
Vi-Vy

lim f(E) = —co, z}i—{l\}z f(E) = 4.74)

Nula funkcije f>(E) se nalazi iz uslova E — (V| — E)(V, — E) = 0. Odgovarajuéa

vrednost energije je
ViV,

Ey= ——. 4.75

T ViV, 475)

Posto je funkcija f>(F) definisana u intervalu 0 < E < V,, sledi da se i energije

vezanih stanja javljaju u tom intervalu. Pri tome, da bi sistem imao bar jedno vezano

stanje, neophodno je da se funkcije fi(E) i f2(E) seku bar u jednoj tacki. S obzirom

da je limg_,o f1(E) = o0, alimg_,0 fo(E) = —oo, tacka preseka postoji ako je fo(V>) >

fiVa), 4.
/ V2mV2a (4.76)
V1 V2

Neka su E, E,, . .. energijski nivoi dobijeni iz uslova fi(E) = f>(E). Za ove vred-
nosti energija sistem jednacina (4.66) ) ima reSenje, tj. koeficijent c¢ se jednoznacno
izrazava preko koeficijenta c;

C6 = C1 (}% sinka + cos ka) e, 4.77)

v P . . 00 .. v . .
Konacno ¢; se odreduje iz uslova normiranja f_ 00|zp(x)|2dx = 1, koji moZemo napisati
u obliku

0 a 00
f Wa(oPdx + fo Wn(oPdx + f Wm(Pdx = 1. 4.78)

(@) ()
— W

n” " J[\E4/\V2
Y\ vV

0 a X 0 a X

Slika 4.3. (a) Najnizi energijski nivo E; i odgovarajuéa talasna funkcija ¢, koja opisuje os-
novno stanje Cestice u jami (4.49). (b) Cetvrti energijski nivo i odgovarajuca talasna funkcija y.
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4.3 Jednodimenzioni kvantni sistemi. Primeri reSavanja Sredingerove jednacine

Oblik talasnih funkcija ¢ (x) 1 ¥4(x) koje opisuju osnovno, odnosno cetvrto vezano
stanje sistema (po kriterijumu rastuéih energija), prikazan je na slici 4.3. Za vezana
stanja gustina verovatnoCe nalaZenja Cestice p(x) = [ (x)[? je najveca unutar jame.
Uoc¢imo, medutim, da postoji konacna verovatnoca da se Cestica nade i u oblasti koja
je klasi¢no zabranjena (x < 0 ili x > a), ali p(x) brzo opada sa udaljavanjem od jame.

4.3.2 Pravougaona potencijalna jama sa simetrichim zidovima

Pravougaona potencijalna jama sa simetri¢cnim zidovima se dobija iz prethodnog slu-
¢aja ako izaberemo V| = V, = Vj. Prema tome, njen oblik je

Vi) = 0, 0<x<a, 4.79)
Y= Vo, x<0Vx>a. ’
V
Y
SR DU 22 I
1 11 I
0 a X

Slika 4.4. Primer pravougaone potencijalne jame sa simetricnim zidovima (puna linija). Hori-
zontalna isprekidana linija predstavlja energiju E < V.

Vezanim stanjima Cestice koja se nalazi u ovoj jami odgovaraju energije E < Vj.
Sredingerova jednadina se re§ava analogno kao u sluaju asimetri¢ne jame. U tom
cilju x-osu delimo na oblasti I, IT i IIT i u njima reSavamo jednaéine (4.50)-(4.52) u
kojima je V| = V, = Vj. ReSenja su, prema tome, oblika (4.57)-(4.59) u kojima je
%) = %y = x, pri éemu je x> = 2m(Vy — E)/h* i k* = 2mE/h*. Uzimajuéi u obzir
asimptotske uslove lim,_,.. ¥(x) = 0, reSenja su

Yi(x) = ¢, (4.80)
Y(x) = c3 sinkx + ¢4 cos kx, (4.81)
Ym(x) = cee™. (4.82)

Primenjujuéi uslove neprekidnosti i sprovodedi istu proceduru kao u prethodnom
slu¢aju, dobija se uslov fi(E) = f>(E) za mogule energije sistema, gde je sada

V2mE 2E -V,
AE) =g~ = —— 0
2\/FVVO—E

n
Uocimo da je funkcija f(E) ista kao u prethodnom slucaju. Funkcija f>(F) je defi-
nisana u intervalu energija 0 < E < V), pri emu je

lim fy(E) = ~o,  lim fy(E) = +eo, (4.84)

(4.83)
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

a nula funkcije je na sredini intervala definisanosti, tj. £y = V;/2. Na osnovu druge
od grani¢nih vrednosti sledi da je uslov f,(Vy) > f2(Vy) uvek ispunjen, te prema tome
simetri¢na pravougaona jama ima bar jedno vezano stanje.

4.3.3 Beskonacno duboka pravougaona potencijalna jama

Beskonac¢no duboka pravougaona potencijalna jama je definisana potencijalom oblika

0, 0<x<a,

Vix) = { (4.85)

oo, x<0Vx>a.

Stacionarna stanja Cestice u ovoj jami se odreduje reSavanjem vremenski nezavisne
Sredingerove jednacine u oblasti 0 < x < a. U toj oblasti jednacina ima oblik

&? 2mE
d_x(i/ + F Y= 0, (4.86)
odnosno N
d
d—‘/z’ +ky =0, (4.87)
X

gde je k> = 2mE /h?. Opste resenje ove jednadine je
Y(x) = ¢y sinkx + ¢, cos kx. (4.88)

Posto je potencijal na zidovima jame beskonacan, Cestica ne moze da napusti jamu, pa
na granicama oblasti talasna funkcija mora biti jedaka nuli, tj. ¥(0) = ¥(a) = 0. Ovi
uslovi daju ¢; = 01 ¢y sinka + ¢, cos ka = 0, $to se svodi na c; sinka = 0. Poslednji
uslov je zadovoljen jedino ako je ka = nrm, gde je n ceo broj. Prema tome, moguéa
stanja i energije Cestice su
252,2
) = crsin x, E, =TT 123 (4.89)
a 2ma?
Slucaj n = 0 se ne uzima u obzir jer je tada ¥(x) = 0.

Uocimo da beskona¢no duboku pravougaonu potencijalnu jamu moZemo tretirati i
kao specijalni slucaj jame sa simetri¢nim zidovima kada V; — co. Energijski nivoi
se dakle mogu dobiti i iz uslova fi(E) = fo(E), pri ¢emu ovde fo(E) — —oo za sve
vrednosti energije E. Prema tome, taj uslov sada ima oblik

\2mE
ctg ’Z ? o, (4.90)

odakle sledi ka = V2mE a/h = nn, §to daje izraz za energiju (4.89).
Ako zahtevamo da talasna funkcija bude normirana, imamo

+00 a A 2
1= f W>dx = f Wdx = |c1|? f sin? 2 x dx = @a, 4.91)
—c0 0 0 a 2
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odakle je ¢; = V2/a. Prema tome, normirane talasne funkcije su’
Yn() = \/gsin%rx O<x<a), n=123,.. (4.92)
Ove funkcije su uzajamno ortogonalne
j: Yn(X) Y (X) = O, (4.93)

a svakom energijskom nivou E, odgovara jedna talasna funkcija v, tj. spektar je
nedegenerisan.

Slika 4.5. Nekoliko najnizih energijskih nivoa beskonacno duboke pravougaone potencijalne
jame (tackaste horizontalne linije) i odgovarajuée talasne funkcije (parne — pune linije, neparne
— isprekidane linije).

Obratimo sada paZnju na Cinjenicu da su potencijali (4.79) i (4.85) simetri¢ni u
odnosu na tacku x = a/2. Ako izvr§imo translaciju x — x — a/2, centar jame Ce biti
lociran u koordinatnom pocetku (x = 0), a zidovi Ce biti u tatkama x = +a/2. Po-
tencijali su tada invarijantni pod transformacijom refleksije u odnosu na koordinatni
pocetak (x — —x), tj. bi¢e parne funkcije (V(—x) = V(x)). Kao posledica toga talasne
funkcije Cestice u ovim potencijalima imaju odredenu parnost, $to znac¢i da mogu
biti ili parne funkcije (za koje vazi y(—x) = ¢¥(x)) ili neparne funkcije (za koje je
Y(—x) = —y¥(x)). Talasne funkcije za nekoliko najniZih energijskih nivoa beskonacno
duboke pravougaone potencijalne jame su prikazane na slici 4.5.

3Izvan jame je ¥(x) = 0, §to znadi da je funkcija u tatkama x = 0 i x = a neprekidna ali nije diferencija-
bilna. Podsetimo se, medutim, da se u tatkama u kojima potencijal ima singularitete uslov diferencija-
bilnosti talasnih funkcija ne zahteva (v. poslednji pasus u odeljku 2.1.5).
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

4.3.4 Potencijalni prag
Potencijalni prag visine Vj definiSemo na sledeci nacin

v 0, x<O0O (oblastl), 404
) = { Vo, x>0 (oblastIl). (4.94)
Sa stanovista klasi¢ne mehanike, kretanje Cestice u ovakvom potencijalu nije vezano
jer u slucaju E < V,; ona moZze da se neograni¢eno krece u negativnom smeru x-ose,
a u slucaju E > Vj u oba smera. U kvantnomehani¢kom prilazu ovom slucaju odgo-
varaju nevezana stanja (stanja kontinuuma) Cestice. Talasne funkcije koje opisuju
ova stanja su reSenja Sredingerove jednaine (4.48) za potencijal (4.94), a dobijaju se
"glatkim saSivanjem" reSenja u oblastima I (sa V =0)iIl (sa V = V).
Jednacina u oblasti I glasi

ey o

—= + kY =0, (4.95)

dx?

gde je k> = 2mE/h?, a njeno opte reSenje se moZe napisati u obliku
Y1(x) = Ae™ + Be ™, (4.96)

Napomenimo ovde da se resenja jednacine (4.95) mogu napisati i u obliku ¥(x) =
c1 sinkx + ¢, cos kx (kao za Cesticu u jami), medutim, kada kretanje nije vezano (kao
u ovom slucaju) pogodnije je ta reSenja predstaviti kao superpoziciju tzv. upadnog (i)
i reflektovanog () talasa (slika 4.6)

=i+, =A™, g, = Be ™ (4.97)
(@) v (b) |4
k k'
T L - ___
= E>T
-k 0
k VO VO
ol EODDERRR
e_ E< V0
1 11 1 11
0 X 0 X

Slika 4.6. Potencijalni prag (pune linije) i energija Cestice (isprekidana linija) u slucajevima:
(@) E < Vyi(b) E > V. Strelicama (znakom) je naznacen smer i intenzitet talasnih vektora
(talasnih brojeva k, —k i k) koji odgovaraju upadnom, reflektovanom i propusteom talasu.

U oblasti II oblik reSenja zavisi od toga da li je energija Cestice E manja ili veca od
visine potencijalnog praga Vj.
U sluéaju E < V) jednacina glasi

d*ym

—3 - %y = 0, (4.98)
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gde je x> = 2m(V,y — E)/h?, a njeno opte resenje je
Yn(x) = Ce** + De ™, (4.99)

1z uslov konacnosti ¢ kad x — oo sledi da je C = 0, tj. Yy = De™*.
U slucaju E > V) jednacina ima oblik

d*y

S =0, (4.100)

gde je k% = 2m(E — V,)/h2, a njeno opéte redenje je

yn = Ce** + De '™, (4.101)
Za Cesticu koja dolazi iz x = —oo u oblasti II nema reflektovanog talasa, tj. mora
biti D = 0. Prema tome odgovarajuce resenje je ¢y = Ce'* = y, i predstavlja tzv.

propusteni (t) talas (slika 4.6(b)).

Za E < V, verovatnoéa nalaZenja Gestice u oblasti IT brzo opada (p ~ e=2**) tako da
Cestica prakti¢no ne prolazi u tu oblast (osim u okolini x = 0). Ako je E > Vj, Cestica
koja iz oblasti I nailazi na potencijalni prag moZe da prode u oblast Il ili da se reflek-
tuje nazad u oblast I. Verovatnoca da se desi refleksija odnosno prolazak (transmisija)
moZe se odrediti pomocu gustina struja verovatnoée odgovarajucih talasa.

Gustine struje verovatnoce upadnog, reflektovanog i propustenog talasa su

T K
dwl 'i)ex — h_ |A|2,
dx

dy, %)e L

h *th d‘ﬁ? e. = nk’ |C|2
X m .

Tada je koeficijent refleksije

il 1B ‘B :
=—=—=|=, (4.102)
il AP 1A
a koeficijent transmisije
il  KICP k" |CP
— =0 = — |= 4.103
i~ KA T & |4 (109
Uslovi neprekidnosti (za E > Vp)
d d
¥1(0) = Y (0), (%) =(ﬂ) (4.104)
X /o dx |,
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daju
kl
A+ B=C, A—B:?C, (4.105)
odakle su ke ok
B=——A, C= A. 4.106
k+k’ k+k’ ( )
Prema tome )
k—k’ 4kk’
=(—1. = 4.107
(k+k') (k+k’)? ( )
odakle sledi
R+T=1. (4.108)
Kao §to smo rekli, koeficijenti T i R predstavljaju verovatnoce da Cestica koja dolazi
iz x = —oo prode potencijalni prag ili da se reflektuje nazad. Ocigledno zbir ovih

verovatnoc¢a mora da bude jednak jedinici, $to objasnjava poslednji rezultat.

4.3.5 Potencijalna barijera. Tunel efekat

Posmatrajmo sada kretanje Cestice koja na delu svog puta nailazi na potencijalnu bari-
jeru konacne visine (razlike maksimalne i minimalne vrednosti potencijala). Raz-
motri¢emo prvo slucaj pravougaone barijere Sirine a i visine Vj koju éemo predstaviti
potencijalom

Vo, 0<x<a,

4.109
0, x<O0Ovx>a. ( )

Vix) = {

V
y
0
L E L
______________________
-k
I 11 111
0 a X

Slika 4.7. Pravougaona potencijalna barijera Sirine a i visine V, (pune linije) i energija Cestice
E < Vy (isprekidana linija). Strelicama (znakom) je naznacen smer i intenzitet talasnih vektora
(talasnih brojeva) koji odgovaraju upadnom, reflektovanom i propustenom talasu.

Ako je 0 < E < V,, reSenja Sredingerove jednacine u oblastima I, IT i III su

Y1 =A™ + Bre ™, (4.110)
Y = Are™ + By, 4.111)
Y = Aze™ + Bye ™, (4.112)

gde su k? = 2mE/H? i x = 2m(V,y — E)/H>. Ukoliko &estica dolazi iz x = —co, onda u
oblasti III nema reflektovanog talasa, tako da je B3 = 0, odnosno Y = Azel**,
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Uslovi neprekidnosti

1(0) = yu(0),  Yula) = Ym(a), (4.113)
d d d d
(ﬂ) = (ﬂ) , (ﬂ) = (_wm) (4.114)
dx x=0 dx x=0 dx x=a dx x=a
u ovom slucaju daju
AL+ By = Ay + By, Ay + Bre = Az, (4.115)
ik(Al - Bl) = %(Az - Bz), %(Aze"“ - Bze_’“’) = ikA3eika. (4116)

Posto se koeficijenti refleksije i transmisije izraZzavaju preko kolicnika By /A i1 A3/A|,
podeli¢emo gornje jednacine sa A; i napisati u obliku

B A B A B oA
_1__2__2:_1’ hu_2+ —%a_z_ezku_3:0,
A] A[ A] Al Al Al
“4.117)
B % Ay + x B, 1 a A2 waB2 Tk g, As 0
A P g &= — —~ _——¢MM =2 =0.
Al ikA1 ikAl Al Al X Al

Ovaj sistem od 4 jednacine sa 4 nepoznate (C /Ay, A2/A1, B2/A1, A3/A1) je neho-
mogen, §to znaci da ima reSenje i u slucaju kada je determinanta sistema razlic¢ita od
nule. Drugim recima, reSenja sistema postoje za svako E < V, i mogu se dobiti u
analitiCkom obliku.

Koeficijenti refleksije i transmisije su u ovom primeru dati izrazima R = |B; /A;|* i

T = |A3/A;[?, gde éemo iskoristiti sledee izraze dobijene reSavanje sistema jednacina
(4.117)

B 2+ k*)sh

B _ G+ k7)s }.ta ’ 4.118)
Ay (4% = k?)shxa — 2ik » chxa

A 2i —ika

4 ik e 4.119)

Ay (k2 —x%?)shxa + 2ik»x chra’

U ovom primeru ¢emo posebno prouciti koeficijent transmisije. Zamenjujuéi po-
slednji izraz u izraz za T, nakon sredivanja dobijamo

Az 1
S e} R (4.120)
Ay 1+ % sh’xa

Posto je koeficijent transmisije razlic¢it od nule sledi da, iako je E < Vj (tj. klasicna
Cestica ne moZe da prede iz oblasti II u oblast III), postoji konacna verovatnoca da se
Cestica nade sa druge strane barijere (oblast III). Ova pojava se naziva tunel efekat.
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

Vo

0 a X

Slika 4.8. Talasna funkcija s Cestice koja se kreée duz x-ose iz x = —oo i nailazi na pravougaonu
potencijalnu barijeru. Delovi talasne funkcije ¢, Y11, Yym odgovaraju superpoziciji upadnog i
reflektovanog talasa, opadajucem talasu kroz barijeru, odnosno propustenom talasu.

U slucaju kada je xa > 1 bice shxa ~ e**/2, na osnovu Cega je

T o2 exp{— %a om(Vo — E) } (4.121)

Vidimo da koeficijent transmisije, tj. verovatnoca "tuneliranja" opada sa poveanjem
mase, Sirine barijere i razlike V, — E.

Ukoliko barijera nije pravougaona ve¢ nekog proizvoljnog oblika, koeficijent trans-
misije moZemo izracunati tako Sto interval x € (a, b) na kome je V(x) > E izdelimo
na uske segmenate Sirine Ax i barijeru aproksimiramo nizom pravougaonih barijera
Sirine Ax (slika 4.9). Ako interval (a, b) podelimo na n semenata, Sirina segmenta je
Ax = (b—a)/n, a koeficijent transmisije kroz i-ti segment barijere je pribiZno

27
T ~ e 20 = exp{— Tx 2m(V,— E) } (4.122)

gde je V; visina barijere na tom segmentu. Kao §to smo ve¢ naveli, koeficijent trans-
misije predstavlja verovatnocu tuneliranja, pa ¢e ukupan koeficijent transmisije 7 biti
jednak je proizvodu koeficijenata T

n 2A n
T=T1T2-~-T,,El_[Ti~exp{—7xZ \/Zm(Vi—E)}. (4.123)
i=1 i=1

U grani¢nom slucaju kada n — oo (Ax — 0), suma u eksponentu prelazi u integral,
tako da je ukupni koeficijent transmisije priblizno

b
T ~ exp {— % f 2m(V(x) = E) dx}. (4.124)

Vv

0 a Ax b x
Slika 4.9. Aproksimacija potencijalne barijere proizvoljnog oblika nizom pravougaonih bari-
jera male Sirine.
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4.3 Jednodimenzioni kvantni sistemi. Primeri reSavanja Sredingerove jednacine

4.3.6 Linearni harmonijski oscilator

Hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora ima oblik

Polos,
H= m + Emw x5, (4.125)

gde je m masa Cestice, a w frekvencija oscilatora. Prema tome, odgovarajuca vremen-
ski nezavisna Sredingerova jednacina glasi

1
-— 4+ —ma)zleﬁ =Ey. (4.126)
Uvodeci novu nezavisno promenljivu & = x Vmw/h jednacina uzima oblik
d? ) . 2E
(E &+ 8) Y(E) =0, gdeje €= e (4.127)

Odredi¢emo prvo reSenje jednacine u asimptotskom slucaju & — co. Tada je |¢] <«
£ i jednacina se svodi na

d? )
(d_gz _ )¢(§) ~ 0. (4.128)
Resenje ¢emo potraZiti u obliku ¢ ~ e, Zamenjujuéi ovaj izraz za ¥ u poslednju
jednacinu, sledi b = +1/2, tj. reSenja su e*'12. Pogto reSenje 12 divergira kad
¢ — +oo, zadrzavamo samo resenje koje eksponencijalno opada, tj.

W& ~ e kad € > +oo. (4.129)

Opste reSenje trazimo u obliku Y (&) = u(€) €2, Zamenjujuéi ovu pretpostavku u
jednacinu za y/(£), dobijamo jednacinu za u(¢)

d*u du
E—2§d—§+(s—l)u=0. (4.130)

Resenje ove jednaine traZimo u obliku reda u(€) = Y2, axé*. Zamenjujuéi ovaj
razvoj u poslednju jednacinu, sledi

00

Z ark(k — 1)&2 - 2_52 ak &+ (e - 1) Z a =0, (4.131)
k=1 k=0

k=2

odnosno

oo

Z apaa(k + 2)(k + 1)&k — 252 ak &+ (- 1) Z i = 0. (4.132)
k=1 k=0

k=0
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja
Svodenjem na zajedni¢ku sumu imamo

a2 1+(e—Dag+ Z[ak+2(k + 2k + 1) = 2aik + (e — Dalé* = 0. (4.133)
k=1

Polinom na levoj strani bi¢e jednak nuli samo ako su svi koeficijenti uz & jednaki
nuli, $to daje

1-¢ 2k+1-¢

= = = k=(0),1,2,3,.. 4134
B P T S YU T R © (4.134)

Poslednja formula predstavlja rekurentnu relaciju koja povezuje svaki drugi koefici-
jent a;. Prema tome, imacemo dve klase reSenja — reSenja sa parnim i reSenja sa
neparnim stepenima.

Da bi reSenja u obliku reda bila fizicku prihvatljiva, neophodno je da red sa koefi-
cijentima odredenim rekurentnom formulom konvergira. Iz kriterijuma
Af+2

2
lim =lim—-=0 (4.135)

k—oo  ay k—o0

ne sledi automatski da red mora da divergira. Da bismo to proverili ispitatemo po-
nasanje ¢lanova reda za velike vrednosti indeksa k. Kada k& — oo, imamo ay.o/a; —
2/k 1 sukcesivno dalje

2 2 2 2 2

ax = — ag-p — ——— - =qa

k R s S (4.136)

=_%

(k/2)!
Za velike vrednosti promenljive ¢ dominantni ¢lanovi u sumi ;7 a;£* su oni sa
velikim rednostima k. Prema tome, asimptotsko ponasanje reSenja moZemo proceniti
na osnovu ovih ¢lanova. Tako je npr. reSenje sa parnim koeficijentima

00

© f_‘;:k °° §2k )
u@) = aé* ~ ag —=— =gy » 2—=apeé . (4.137)
2 k/;o %/2)! kzz(; k!

k/2=0

Tada je W(&) = u(@e*'/2 ~ ¢¢'/2, a ovaj izraz otigledno divergira kad & — co.

Posto su reSenja u obliku beskonac¢nog reda divergentna, jedina moguénost da se
dobije konacno resenje je da njegov razvoj ima konacan broj ¢lanova. To je moguée
ukoliko je za neko k = n: a; # 01 agy2 = 0. 1z rekurentne formule sledi da su tada i
svi visi koeficijenti jednaki nuli tako da suma postaje konacan polinom (n-tog reda).
Zamenjujuci navedene uslove u rekurentnu formulu, sledi

2n+1-¢

T TS ay = apyr =0, (4.138)

Sto daje 2n + 1 — & = 0, odnosno & = 2n + 1. Konacno iz definicije parametra ¢ sledi

E,=hw(n+1), n=0,12,... (4.139)
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4.3 Jednodimenzioni kvantni sistemi. Primeri reSavanja Sredingerove jednacine

Posto konac¢na reSenja postoje samo za ove vrednosti energije, E, predstavljaju mogu-
¢e energijske nivoe linearnog harmonijskog oscilatora. Za svaku energiju E,, postoji
samo jedna talasna funkcija v, te je spektar diskretan i nedegenerisan. Uocimo da
je najniZi energijski nivo (energija osnovnog stanja) Ey = hw/2, $to znaci da energija
linearnog harmonijskog oscilatora nikada nije nula (v. "energija nulte tacke", odeljak
1.2.2). Ovo se moZe tumaciti relacijama neodredenosti.

Na osnovu predstavljene analize sledi da konacna reSenja u(¢) zadovoljavaju dife-
rencijalnu jednacinu

2
g?z - 253—; + 2nu(¢é) = 0, (4.140)

koja poznata kao Ermit-Veberova diferencijalna jednacina i ¢ija su reSenja Ermitovi
polinomi H,(¢). Prema tome, stacionarna stanja (svojstvene funkcije hamiltonijana)
linearnog harmonijskog oscilatora se mogu napisati u obliku

Uu(0) = N, e €PH,(6), €= % x. (4.141)
Norma N, se dobija iz uslova
* IN.J? C e
f W/n(X)lz dx = W e ¢ Hn(f) df =1 (4142)

11znosi

N, = (4.143)
MozZe se pokazati da su funkcije ¢,,(x) medusobno ortogonalne
f Yn(X) Y () dx = 6. (4.144)
Vv
S W D N S L
BN N
............. s e .
B N S
............. iy S,
X0
0 by

Slika 4.10. Nekoliko najniZih energijskih nivoa linearnog harmonijskog oscilatora (tackaste
linije) i odgovarajude talasne funkcije (parne — puna linija, neparne — isprekidana linija).
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4 Promena stanja kvantnog sistema sa vremenom i stacionarna stanja

Navedimo takode da funkcije i,(x) imaju odredenu parnost koja se podudara sa
parnoscéu kvantnog broja n. Ovu osobinu smo veé uocili kod talasnih funkcija pravo-
ugaone potencijalne jame sa simetri¢nim zidovima. U opS$tem slucaju odredena par-
nost talasnih funkcija kvantnog sistema je posledica invarijantnosti njegovog hamil-
tonijana pod transformacijom inverzije (ovde je to x — —x), tj. Cinjenice da je V(x)
parna funkcija.
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5 Cestica u centralnosimetri¢énom
potencijalu. Teorija orbitalnog
ugaonog momenta

U ovoj glavi ¢emo razmotriti kvantnomehanicki problem Cestice u centralnosimetric-
nom potencijalu. Za razliku od primera iz prethodne glave gde je kretanje bilo ograni-
¢eno na jedan stepen slobode, ovde je reC o problemu u tri dimenzije koji je sa mate-
mati¢kog stanovi§ta zahtevniji za reSavanje, ali moZe da se primeni za opis realnih
fizickih problema kao $to je atom sa jednim elektronom. Da bismo odredili ener-
gijske nivoe i odgovarajuéa (stacionarna) stanja ovakvih sistema, reSavacemo vre-
menski nezavisnu Sredingerovu jedna¢inu koriste¢i metod razdvajanja promenljivih.
Videcemo da se pri tome, kao deo ukupnog problema, pojavljuje svojstveni problem
operatora kvadrata momenta impulsa Cestice (tzv. orbitalnog ugaonog momenta). Iz
tog razloga u okviru ove glave, kao posebno poglavlje, bice predstavljena i teorija
orbitalnog ugaonog momenta.

5.1 Sredingerova jednacina za éesticu u
centralnosimetricnom potencijalu

5.1.1 Hamiltonijan cestice u polju centralnih sila

Centralnom silom nazivamo silu koja je usmerena ka jednoj tacki u prostoru koju
zovemo centrom sile. Ove sile u opStem slucaju imaju oblik F = f(r,¥,f)r/r, gde
je r vektor poloZzaja Cestice u odnosu na centar sile. Od Sireg interesa su, medutim,
sile Ciji intenzitet zavisi samo od intenziteta vektora poloZaja r = |r|, tj. sile oblika
F = f(r)r/r. Centralne sile poslednjeg oblika su uvek konzervativne. Za njih je
karakteristicno da potencijalna energija Cestice na koju deluju ne zavisi od pravca
vektora r ve¢ samo od njegovog intenziteta. Naime,

V(r) = —fF~ dr = —ff(r)dr = V(r). 5.1

Za takav potencijal kazemo da je centralnosimetrican ili sfernosimetrican. Realisti¢ni
primeri su Kulonov i gravitacioni potencijal, dok se u mnogim modelima u fizici Cesto
koristi potencijal izotropnog trodimenzionog harmonijskog oscilatora.
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5 Cestica u centralnosimetri¢nom potencijalu. Teorija orbitalnog ugaonog momenta

Ako sa u ozna¢imo masu Cestice,! hamiltonijan koji opisuje njeno kretanje u cen-
tralnosimetri¢nom potencijalu V(r) glasi

I =
H=—-—A+V(). (5.2)
2u

Zbog centralne (sferne) simetrije potencijala ovde je pogodno preci u sferne koordi-
nate (r,J, ¢). Potencijal je tada funkcija samo jedne nezavisne promenljive — radijalne
promenljive r (umesto tri promenljve x, y, z u pravouglom koordinatnom sistemu,
povezane relacijom r = (x* +y? +z%)!/?). Kao $to je poznato, veza izmedu pravouglih
i sfernih koordinata je data slede¢im relacijama

x = rsindcos g,

y
z

rsind sin g, (5.3)
rcos .

Da bismo hamiltonijan (5.2) predstavili u sfernim koordinatama, iskoristiéemo izraz
za Laplasov operator (laplasijan) u njima

1a(,0\ 1[ 1 & P T
A=V?= P— |+ —— —|. 5.4
2 ar( ar) - r2[51nﬁ aﬁ(sm )+ Sin2g a¢2] )

S druge strane, moZe se pokazati (koriste¢i npr. izraze (3.104)-(3.107) i (5.3)) da
operator kvadrata orbitalnog momenta impulsa u sfernim koordinatama ima oblik

o 1 0 0 1 8
?=-n 0— — | 55
[smﬁ 619( sin 80) sin29 aw] >-)
Prema tome, hamiltonijan (5.2) moZemo predstaviti u obliku
R 10(,0 12
H=- Vv 5.6
2u 2 6r( 6r) o VO (56)
Ako uvedemo operator
10
jh— — 5.7
! r 6r 5.7)

za koji se pokazuje da je ermitski, nije teSko pokazati da je prvi ¢lan u hamiltonijanu
(5.6) ustvari p: 2/ (2u). Prema tome, hamiltonijan (5.6) moZemo pisati u obliku
. B P
H= +—+V 5.8
2 3 VO (5.8)
koji je ekvivalentan obliku Hamiltonove funkcije za isti problem u klasi¢noj mehanici.
Odavde sledi da je p, operator radijalne komponente impulsa p, = u#, pri cemu je

N

p? = p? + 12/r?, kao $to vazi i za odgovarajuce klasi¢ne veliine.

1'U ovoj glavi éemo masu Zestice obeleZavati sa u, umesto uobi¢ajene oznake m koja je ovde rezervisana
za kvantni broj projekcije orbitalnog ugaonog momenta. S druge strane potencijal V() u realnosti
opisuje interakciju dve Cestice, a taj problem se obi¢no reSava prelaskom u sistem centra mase ¢ime se
svodi na problem jedne Cestice redukovane mase .
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5.1.2 Sredingerova jednacina u sfernim koordinatama i
razdvajanje radijalne od ugaonih promenljivih

Vremenski nezavisna Sredingerova jednacina (4.31) koja odreduje stacionarna stanja
i energijske nivoe Cestice u centralnosimetricnom potencijalu V(r) glasi

h2
"o AY(r) + V() (r) = Eg(r). (5.9)
Koriste¢i izraz za hamiltonijan u sfernim koordinatama (5.6), jednacina uzima eks-
plicitniji oblik
_m 9 ra_‘”+—+V(r) (r,9,¢) = E¥(r,9, ¢), (5.10)
2ur? ar\" or 2ur? v v)=Ey ¢ '
koji nakon mnoZenja sa 2ur? i prebacivanja svih ¢lanova na jednu stranu, postaje
20 (200w
—h 6_ P + 120 (r, 9, @) + 2ur*[V(r) — Elg(r, 9, ¢) = 0. 5.11)
r

Da bismo izvrsili razdvajanje radijalne od ugaonih promenljivih u jednacini, pret-
postavicemo da se talasna funkcija moZe napisati u obliku proizvoda

Y(r) = R(NY(9, ¢). (5.12)
Zamenjujuéi ovako faktorisanu talasnu funkciju u jednacinu (5.11), dobijamo

1Y (S, o) — (r ?)+R(r)le(19 ©) +2ur’[V(r) — EIR(HY (S, ) =0,  (5.13)

Sto nakon deljenja sa leve strane sa R(r)Y (¢, ¢) i prebacivanja ¢lana u kome se po-
javljuje opertor 1> na desnu stranu, daje

H? R .
d ( 24 Y@, ). (5.14)

R(r) 7\ )+ 2/,”' [V(r)—E] =-

1
Y (@, ¢)
U poslednjoj jednacini izraz na levoj strani zavisi samo od radijalne promenljive r,
dok je izraz na desnoj strani neka funkcija uglova 9 i ¢. Jednakost ova dva izraza
je moguca jedino ako su oba izraza jednaka proizvoljnoj konstanti. Ako ovu, tzv.
separacionu konstantu obeleZimo sa —7*1, dobijamo sledece jednacine

PY®,¢) = Y9, ). (5.15)
wod ,dR A
"o dr( dr) [2# V(r)]R(r) ER(). (5.16)

Prva, tzv. ugaona jednacina, predstavlja svojstveni problem operatora orbitalnog
ugaonog momenta, dok se druga naziva radijalna jednacina.
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5 Cestica u centralnosimetri¢nom potencijalu. Teorija orbitalnog ugaonog momenta

5.2 Teorija orbitalnog ugaonog momenta

5.2.1 Komutacione relacije

Operator orbitalnog ugaonog momenta smo uveli u glavi 3 izrazom (3.104), a njegove
komponente u pravouglim koordinatama su date izrazima (3.105)-(3.107). Koristeéi
ove izraze, komutacione relacije (3.99) i osobine komutatora, dobija se da medu kom-
ponentama orbitalnog ugaonog momenta vaze slede¢e komutacione relacije

(., 0] = inl, [L,0]=inl, [L,1]=inl,. (5.17)

Npr. prva od njih se pokazuje na sledeci nacin

~

[lm i}] = [)A)ﬁz - 2p\y, 213)( - )%ﬁz] = [j\}ﬁzvzﬁx] _[zﬁw 2ﬁx] - [)A)ﬁz, -%ﬁz] + [2]5)), fcﬁz]
——

= 92Dz, Pxl + 9Pz 21Px + 219, Pl Pz + (9, 21PePx + - - (5.18)
= —ih§py + -+ = ih(XPy — py) = ikl,.
Uvode¢i oznake [, = 1, lAy = [, I. = I3, ove komutacione relacije se mogu napisati u

jedinstvenom obliku
3

01 = in Y ek, 0,j=1,2,3, (5.19)
k=1

gde je & simbol Levi-Civita (Levi-Civita) koji uzima vrednosti

-1, zaijk =321 ilicikli¢cne permutacije, (5.20)

1, zaijk =123 iliciklicne permutacije,
Eijk =
0, u ostalim slucajevima (bar 2 indeksa ista).

Na osnovu ovih komutacionih relacija zakljucujemo da istovremeno i precizno mere-
nje komponenti orbitalnog ugaonog momenta nije moguce.

Operator kvadrata orbitalnog ugaonog momenta izraZen preko komponenti ; glasi
2= l?c + i)z + iz Za razliku od komponenti koje medusobno ne komutiraju, ovaj
operator komutira sa sve tri komponente, tj.

2i1=0. i=xyz (5.21)
Ovo se pokazuje koriste¢i komutacione relacije (5.19) i osobine komutatora

[Z l”%,i,} == > B = = > Al 1) + 10 1 (5.22)
J j j

J J

—ih Z (i] Z 8ijkik + Z gijkikij] = —ih Z Sijkijik —ih Z gijkikij
I % T 7 7

—ih Z Sijkijik + ih Z Sikjikij = —ih Z Sljkl lk + ih Z Sljki Z
Jok ik

1271

118



5.2 Teorija orbitalnog ugaonog momenta

Na osnovu navedenih komutacionih relacije zakljuujemo da je moguce istovre-
meno i precizno izmeriti kvadrat orbitalnog ugaonog momenta i jednu od njegovih
komponenti. Po konvenciji se uzima komponenta /,. Ovo takode znaci da operatori
12 i I imaju zajednicke svojstvene funkcije. U glavi 3 (odeljak 3.4.3) smo razmotrili
svojstveni problem operatora . i pokazali da on ima &isto diskretan spektar, pri éemu
su odgovarajuce svojstvene vrednosti [, = im, m = 0,x1,+2,... U nastavku ¢emo
razmotriti svojstveni problem operatora 2.

5.2.2 Svojstveni problem operatora 2. Razdvajanje
promenljivih

Koristeéi izraz (5.5) za operator kvadrata orbitalnog ugaonog momenta, svojstveni
problem ovog operatora (5.15) se svodi na jednacinu

1 o 1) 4 1 Y
—|sin— —— — + AY(H,¢) = 0. 5.23
sin® 99 (sm (919) - sinZ9 Op? A, ) ( )

U pitanju je parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda sa uglovima ¢ i ¢ kao
nezavisno promenljivim. ReSenje ove jednacine ¢emo potraziti u obliku proizvoda

Y(#, ¢) = O D(g), (5.24)

ocekujuéi da Ce pri tome doci do razdvajanja promenljivih i ¢ u jednacini. Zamenom
izraza (5.24) u jednacinu (5.23) dobijamo

1 d () 1 do
w4y | POt S5 1 (y) = 2
sind dﬁ(smﬁdﬁ) @O+ o g O HON B =0, (525)

$to nakon mnoZenja sa leve strane izrazom sin®9/(@®) i prebacivanja ¢lana u kome
se pojavljuje drugi izvod po uglu ¢ na desnu stranu, daje

1 do
D(p) de?

sin? d
o) d¥

sintt— | + sin“¥ 1 = — 5.26
[sin0'55 5.26)
Posto izraz na levoj strani u poslednjoj jednacini zavisi samo od ugla ¥, a izraz na
desnoj strani samo od ugla ¢, jednakost je moguéa jedino ako su oba izraza jednaka
proizvoljnoj konstanti koju éemo obeleZiti sa c. Prema tome, jednacina se razlaze na
dve nezavisne jednacine u kojima figuriSe ista separaciona konstanta ¢

. d(. .dO .9
sin ¢ 9 (sm ﬁ@) + (sin“? A — ¢) O =0, 5.27)
d’®
__d(,oz = c D(p). (5.28)
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5 Cestica u centralnosimetri¢nom potencijalu. Teorija orbitalnog ugaonog momenta

Ako poslednju jedna¢inu pomnozimo sa %% i uo¢imo da je [> = —#20?/3¢? (na
osnovu izraza (3.119) za operator /,), jednacina se svodi na svojstveni problem ope-
ratora kvadrata z-projekcije momenta impulsa

[2d(¢) = h*c D(y). (5.29)

Posto su u opstem slucaju svojstvene funkcije nekog operatora i kvadrata tog ope-
ratora medusobno jednake, a odgovarajuce svojstvene vrednosti drugog se poklapaju
sa kvadratima svojstvenih vrednosti prvog,? proizilazi da su funkcije ®(p) ustvari
svojstvene funkcije ®@,,(¢) operatora [, koje su date izrazom (3.126), a A2c su kvadrati
odgovarajuéih svojstvenih vrednosti tog operatora #i>m? (prema tome, ¢ = m?), gde je
m kvantni broj z-komponente orbitalnog ugaonog momenta (m = 0, £1, +2,...).

Zamenjujuéi separacionu konstantu u jednacini (5.27) izrazom m?, dobijamo jed-
nacinu za funkcije @(:)

1 d doe m?
— [sin?— A- o) =0. 5.30
Snd o (Sm dﬁ) " ( sinzﬂ) @ -39
Uvodeci smenu x = cos ¢, jednacina se transformise u oblik
d de m>
— (1 - 22t J = 0. 31
dx[( x)dx +(/l 1_x2)®(x) 0 (5.31)

Odredi¢emo prvo resenja ove jednacine za slucaj m = 0, a zatim ¢emo polazeci od
ovih reSenja odrediti i reSenja u sluc¢aju kada je m # 0.

5.2.3 Resenja jednacine za funkciju ® u sluéaju m =0

Uzimajuéi u jednacini (5.31) da je m = 0, jednacina se svodi na
d do
—|(1 =) —|+210(x) = 0. (5.32)
dx dx

Resenja ove jednacine ¢emo potraziti u obliku reda

oo

Ox) = Z ax’. (5.33)
r=0
Zamenjujuci ovaj razvoj funkcije ® u jednacinu, dobijamo
Z ar(r—Dx2 - Z ar(r+ Dx"+ 4 Z a.x" =0, (5.34)
r=2 r=1 r=0

$to se takode mozZe napisati u obliku

Z Aran(r +2)(r + D" — Z ar(r+ Dx + 1 Z ax =0, (5.35)
r=0 r=1 r=0

21z Ayq = ay, neposredno sledi A%y, = AAy, = Aay, = d*y,.
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5.2 Teorija orbitalnog ugaonog momenta
odnosno

2a; + Z[ar+2(r +2)(r+ 1) —ar(r+1)+da]x" + Aay = 0. (5.36)

r=1

Posto je polinom jednak nuli jedino ako su koeficijenti uz sve ¢lanove x” jednaki nuli,
iz poslednje jednakosti sledi
A rr+1)—24

=-Zay, aup=——"""a, r=(0),1,2,... 5.37
as 5 a0 Are (r+2)(r+l)a r=(0) (5.37)

Uocimo da ova rekurentna relacija povezuje koeficijente u svakom drugom ¢lanu reda,
Sto znaci da su koeficijenti sa parnim i neparnim indeksima r medusobno nezavisni.
Posledica toga je da postoje dve klase reSenja u obliku reda — reSenja sa parnim i
reSenja sa neparnim stepenima, odnosno funkcije ®(x) mogu biti ili parne ili neparne.
Da bi razvoj funkcije ®(x) u red (5.33) sa koeficijentima odredenim rekurentnom
relacijom (5.37) mogao da bude fizicki prihvatljivo reSenje, tj. konacna funkcija,
neophodno je da red bude konvergentan. Kako je, medutim, grani¢na vrednost koli¢-
nika dva uzastopna ¢lana u razvoju funkcije ®(x) odredene parnosti
rr+1)—24

. ary2 .
1 =lim ——— =1 5.38
rg?o a, rg?o (r+2)(r+1) ’ ( )

tj. nije manja od 1, sledi da red (5.33) i sa parnim i sa neparnim vrednostima indeksa
divergira. U tom slucaju jedina mogucnost da resenje oblika (5.33) bude konacno je
da koeficijenti a, za sve vrednosti indeksa r koje su vece od neke fiksne vrednosti
koju ¢emo obeleziti sa / budu jednaki nuli. Razvoj (5.33) se tada svodi na sumu sa
konacnim brojem c¢lanova (red se "prekida" posle /-tog ¢lana), koja iz tog razloga
ima konac¢nu vrednost za svako x. Iz rekurentne formule (5.37) sledi da ¢e se ovo
desiti ako je aj.» = 0ia, # 0 zar < [. Naime, ukoliko je a;.» = 0, onda je takode
a4 = a6 = - -+ = 0. Rekurentna formula (5.37) za r = [uz zahteva;,, = 0ia; # 0
daje

(+1H -2

i+20+n"

Izraz na levoj strani moZe biti jednak nuli jedino ako je /(I + 1) — 2 = 0, tj. ako
je 4 = I(l+1). S obzirom da / (maximalni stepen u "prekinutom" redu) moZe biti
bilo koji nenegativan ceo broj, time su odredene moguée vrednosti konstante A, tj.
svojstvene vrednosti operatora 12 koje odgovaraju svojstvenim funkcijama (5.24) za
m=20

| =4aj = 0 (539)

PA=rIl+1), 1=0,1,2,... (5.40)

Vidimo da su fizicki prihvatljiva reSenja jednacine (5.32) ustvari reSenja diferenci-
jalne jednacine

i[(1 - xz)@ +I(I+1)O(x) =0. 5.41)
dx dx
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5 Cestica u centralnosimetri¢nom potencijalu. Teorija orbitalnog ugaonog momenta

1z teorije specijalnih funkcija je poznato da su reSenja ove jednacine tzv. LeZandrovi
(Legendre) polinomi koji se mogu predstaviti u obliku P;(x) = (2,11,) g, (1 — x»)! (Ro-
drigezova formula). Prema tome, funkcije ®(:%) koje su reSenja jednacine (5.30) za
m =0 su

O = Pi(x) = Pi(cos), [=0,1,2,... (5.42)

5.2.4 ResSenja jednacine za funkciju © za proizvoljno m

Jednacinu (5.31) sa proizvoljnom vrednoséu m ¢emo prepisati u obliku

2
x2]®(x) =0, (5.43)

(1- )_ B 2xd®

i LR

pri cemu treba pokazati da parametar / i ovde uzima nenegativne celobrojne vrednosti.
Uoc¢imo da ova jednacina ima singularitet za x = +1. Radi eleminacije singulariteta
uvodimo smenu O(x) = (1 — x2)*u(x). Zamenjujuéi ovu smenu u jednacinu, imamo

2 _

2
(1-x2)—-2x(2 +1)—+ l(l+1)—2s(23+1)+4s }u(x)— . (5.44)

Singularitet se eleminie ako je 45> — m?> = 0, tj. s = +|m|/2. Izabraéemo reSenje
s = |m|/2. Jednacina za u tada postaje

2
(1- xz)% —2x(|lm| + l)% + [+ 1) = |m|(jm] + D] u(x) = 0. (5.45)
X dx

Uocimo da se u jednacini (5.30) kvantni broj m javlja u obliku kvadrata m?. U
poslednjoj jednacini on se pojavljuje kroz apsolutnu vrednost |m|. U oba slucaja jed-
nacina ne zavisi od znaka kvantnog broja m, te o¢ekujemo da se reSenja ©,,(x) zam i
—m sustinski ne razlikuju. Drugim re¢ima, ona se mogu razlikovati do na proizvoljni
faktor

O_j(x) = const Oy (x). (5.46)

Sluéaj m > 0. U ovom slucaju je [m| = m, tako da jednacina (5.45) postaje

2
(- xz)d—lj o+ DY U ) = mm+ D]u) = 0. (547)
dx dx

Da bismo odredili u(x) po¢i¢emo od diferencijalne jednacine za LeZandrove polinome

a&ep, _ dp,

(1—x2)——2xd +il+ 1P = (5.48)

Nakon viSestrukog diferenciranja (m puta) jednacine po x dobijamo

dm+2 m+1 m

— 2x(m +1)d +[l(l+1)—m(m+1)]d P

(1-x% s =0. (549
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5.2 Teorija orbitalnog ugaonog momenta

Porededi dobijenu jednacinu sa jednacinom (5.47) sledi da, ukoliko je u ovoj drugoj
[ nenegativan ceo broj, njena reSenja su u(x) = d"P;/dx™. Pokazuje se da su ovo
(kao i u specijalnom slucaju m = 0) jedina konac¢na reSenja jednacine (5.47). Prema
tome, fizicki prihvatljiva reSenja jednacine (5.31), odnosno (5.43), postoje samo za
A=1Il+1),gdejel=0,1,2,..., kojau sluéaju m > 0 imaju oblik

m de n
Om(x) ~ (1 — x%)* Wl = P'(x). (5.50)

Funkcije P}'(x) se nazivaju pridruZeni (asocirani) LeZandrovi polinomi, a jednaCina
oblika (5.43) sa celobrojnim nenegativnim vrednostima od / predstavlja njihovu dife-
rencijalnu jednacinu.

Da bismo izvrsili normiranje ovih funkcija i odredili njihov oblik za m < 0, isko-
ristiéemo osobinu ortogonalnosti pridruzenih LeZandrovih polinoma?

SR 2 (+m)
L P (x)Py(x) dx = 1 =] S (5.51)

i relaciju medu polinomima sa suprotnim znakom od m

(I-m)!
I+ m)!

Relacija (5.51) za [ = I’ daje kvadrat norme ovih polinoma

P (x) = (—1)" Pl'(x). (5.52)

1
2 (+m)!
Pl (x)Pdx = . :
L' Y= T o) (5-33)
Posto se uzima da su funkcije ®;,,(1%) normirane na jedinicu, tj.
T 1
f 1O (9)? sin ¥ d} = f 1@ (x)Pdx = 1, (5.54)
0 -1
iz (5.53) dobijamo koeficijent proporcionalnosti izmedu |@,| i |P}'|
O 20+ 1 (I-m)!
M - +1U—m , (5.53)
[P (Xl 2 (+m)!
odakle je
O 21+ 1 (I-m)!
m(x) +1({-m) (5.56)

Pry "\ T2 a+mr

gde je a,, proizvoljni fazni faktor (Ja,| = 1). U literaturi se najcesce biraju vrednosti
am = 11ia, = (=1)". Mi ¢emo izabrati ovu drugu vrednost, dakle

2+1 (I-m)!
2 d+m)!

30rtogonalnost pridruzenih LeZandrovih polinoma po indeksu m neéemo razmatrati posto e nam biti
dovoljna ortogonalnost funkcija @,,(¢) po m.

Op(x) = (=1)"

P'(x) za m>0. (5.57)
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5 Cestica u centralnosimetri¢nom potencijalu. Teorija orbitalnog ugaonog momenta

Slucaj m < 0. Resenja jednacine (5.43) za m < 0 treba na osnovu relacije (5.46)
da budu proporcionalna reSenjima za m > 0 sa istom vrednoscu |m|, pri Cemu se
za normirana reSenja konstanta prorcionalnosti svodi na fazni faktor jedini¢ne norme.
Konstantu ¢emo izabrati tako da relacija (5.57) bude invarijantna pod transformacijom
m — —m. Ovaj zahtev, a zatim primena relacije (5.52), daje

o 2L+ 1+ m)! 20+ 1 (I —m)!
B =(=1)™ pom - pr .
O1-m(x) = (=1) 2 Uom (x) > Uaml (x),  (5.58)
gde je i dalje m > 0, odnosno
20+ 1 (1= |mD!
= — P <0. .
Opu(x) > Urmn (x) za m<0 (5.59)

Porededi ovaj izraz sa izrazom (5.57) vidimo da se funkcije @, (x) zam <0im >0
sa istom vredno$¢éu |m| zaista razlikuju samo za faktor (—1)".
Konaéno, izrazi (5.57) i (5.59) se mogu napisati u opStem obliku za proizvoljno m

w2041 (L= |m])!

Om(x) = (-1)7 ——= P"(x), 5.60
) = (D[ s P (5.60)
odakle takode sledi ve¢ pomenuta osobina

O1-m(x) = (=1)" O (). (5.61)

Indeks [ koji, pored kvantnog broja m, prebrojava funkcije ®;,(x), a takode i razlicite
svojstvene vrednosti operatora i2 (izraz (5.40)), naziva se orbitalni kvantni broj i uzi-
ma nenegativne celobrojne vrednosti (/ =0, 1,2,...).

U odeljku 3.4.3 smo pokazali da kvantni broj m koji prebrojava svojstvene funkcije
operatora [, moze da ima bilo koju celobrojnu vrednost. Ovo, medutim, ne vazi za
funkcije ©j,(x). Pokaza¢emo da su pridruzeni Lezandrovi polinomi P'l’”l(x), a time i
funkcije ®;,(x), jednaki nuli ako je |m| > [. U tom cilju iskoristi¢emo izraz

! ]
m, _ (=1) S d
P(x) = (1 =-x7> Ao+l

ST (1-x (5.62)

koji se dobija iz izraza za pridruZene Lezandrove polinome naveden u relaciji (5.50)
i tzv. Rodrigezove formule za LeZandrove polinome. Posto je (/ + |m])-ti izvod ¢lana
sa najveéim stepenom u razvoju (1 — x%)! = 1 — Ix> + ... + (=1)'x* jednak nuli ako
je |m| > I, to vaZi za sve ¢lanove ovog razvoja odnosno za ceo izraz (1 — x*)!. Prema
tome, kvantni broj m koji prebrojava funkcije ®;,,(x) sa datom vredno$¢u orbitalnog
kvantnog broja / uzima vrednosti

m=0,+x1,+£2, ..., =+l (5.63)
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5.2 Teorija orbitalnog ugaonog momenta

5.2.5 Sferni harmonici

Zamenom izraza (5.59) i (3.126) za funkcije ®;, odnosno ®,, u relaciju (5.24), dobi-
jamo
me+lm| 20+ 1 (l - |m|)'

YP9) = (D)7 [T mP',’"'(cosﬁ)eim‘”, (5.64)

pricemusul/=0,1,2,...im = 0,+1,+2,..., +I. Funkcije Y]"({, ¢) se nazivaju sferni
harmonici i predstavljaju zajednicke svojstvene funkcije operatora i i I.. Prema
tome, zajednicki svojstveni problem ovih operatora moZemo pisati u obliku

Y@, ¢) = 51+ )Y, 9), (5.65)
LY@, ¢) = imY}" (9, ¢). (5.66)

Iz relacije (5.61) i izraza za funkciju ®@,, sledi sledeca osobina sfernih harmonika
Y@, ) = (=) Y] (D, ). (5.67)

Eksplicitne izraze za sferne harmonike moZemo odrediti koriste¢i formulu

cll+\m|

i G Vi ey
P (cos ) = ST sin ﬁ(dcosﬁ)“'m' sin“* 19, (5.68)

koja je dobijena vracanjem smene x = cos ¢ u izraz (5.62). Tako su npr.

1 d
P(cos®) =1, PYcos®) = 3 Toosd sin’> ¢ = cos 9, (5.69)
Pl(cos ) = —l sin —2 sin? ¢ = sin ¢ (5.70)
! 2 (d cos 9)? B ’ ’

odakle dobijamo izraze za sferne harmonike sa/ = 01 1

1 3 3 .
Y=—. Y=,/ cos# Yil= .= singe 5.71
= h 1 08 N 1, Sinde (5.71)

5.2.6 Parnost sfernih harmonika

Operator parnosti P deluje na proizvoljnu talasnu funkciju ¥(r) na sledeéi nacin
Py(x) = y(-x). (5.72)

Na osnovu toga je P2y (r) = Py(-r) = y(r), pa moZemo reéi da je jedina svojstvena
vrednost kvadrata operatora parnosti P> = 1. Odavde zaklju¢ujemo da sam operator
parnosti ima dve svojstvene vrednosti, P = 1 i P = —1. Svojstvene funkcije operatora
parnosti koje odgovaraju ovim svojstvenim vrednostima su parne funkcije (za koje
vazi y(—r) = Y(r)) odnosno neparne funkcije (za koje je y(—r) = —iy(r)).
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5 Cestica u centralnosimetri¢nom potencijalu. Teorija orbitalnog ugaonog momenta

Posto je transformacija r — —r ekvivalentna skupu transformacija {r — r,9J —
m—19, ¢ = m+ ¢}, operator parnosti deluje na sferne harmonike na sledeéi nacin

PYM9,¢) = Y'"(x — 0,7 + ). (5.73)
Koristeéi relacije: sin(r — ) = sind, cos(r — ) = —cos®}, ™+ = (=1)"e¥ i

rezultat

PMl(—cos®) = cy sin 9 (= 1) _amm sin? @ = (=DM Pl cos ),
! 201 (d cos F)i+Im! !
(5.74)
dobijamo

V' (=0, m+ @) = (D=1 Y@, ) = (D' Y, ), (5.75)

odnosno
PY[®,¢) = (1) Y]"(®, ). (5.76)

Prema tome, parnost sfernih harmonika (tj. odgovarajuéa svojstvena vrednost opera-
tora parnosti) je (=1)!. Sferni harmonici su dakle parne ili neparne funkcije, zavisno
od parnosti orbitalnog kvantnog broja /.

5.3 Radijalni problem
5.3.1 Opsta teorija

Vratimo se sada na hamiltonijan za Cesticu u sferno-simetricnom potencijalu dat
izrazima (5.6), odnosno (5.8). Posto 12 zavisi samo od uglova 9 i ¢, operatori i

[, komutiraju sa operatorom (5.7), a time i sa prvim (radijalnim) ¢lanom u Hamiltoni-
janu i sa celim Hamiltonijanom, tj.

~

(A, 11=0, [Al]1=0, [P} L]=0. (5.77)

Odavde sledi da operatori A, 1> i [. imaju zajednitke svojstvene funkcije (oblika
(5.12)), odnosno da je moguce istovremeno i tacno izmeriti energiju Cestice, kvadrat
njenog orbitalnog ugaonog momenta i z-projekciju tog momenta.

Mogucée vrednosti poslednje dve veli¢ine smo odredili u prethodnom poglavlju.
Znajuéi da su svojstvene vrednosti operatora kvadrata orbitalnog ugaonog momenta
R1(1+1),1=0,1,2,..., odnosno da je separaciona konstanta koja se pojavljuje u
radijalnoj jednacini (5.16) A = I(I + 1), jednacinu sada moZemo pisati u obliku

nd [ ,dR\ [RII+1) )
Tou dr (’ 5) + [W + V(r)}R(r) = ER(r). (5.78)

Uoc¢imo da se u radijalnoj jednacini ne javlja kvantni broj m tako da ni radijalna
funkcija R(r), kao ni energija E, ne zavise od tog kvantnog broja. Prema tome, E e
biti najmanje 2/ + 1 puta degenerisana (2/ + 1 vrednosti zam uyy = RY}").
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5.3 Radijalni problem

Radijalna jednacina uzima jednostavniji oblik koriste¢i smenu u(r) = rR(r). Tada

dR  1{ du _d{,dR\ du
dr ~ 12

- _ —| == r—. Vi
rdr " dr d dr rdr2 (5.79)

Zamenjujudi ove izraze u radijalnu jednacinu dobijamo jednacinu za u(r):

2 32 2
h” du [ WU+ Dy = Eugr. (5.80)

-—— —+|V(@)+
2u dr? ) 2ur?

Jednadina ima identi¢an oblik kao Sredingerova jedna¢ina nekog jednodimenzionog

problema, s tim $to se ovde umesto pravog potencijala V(r) pojavljuje efektivni po-

tencijal

R+ 1)
2ur?

koji pored V(r) ukljucuje i tzv. centrifugalnu barijeru.

Ver(r) = V(r) + (5.81)

5.3.2 Resavanje radijalne jednacine za Kulonov potencijal.
Diskretni energijski spektar atoma sa jednim elektronom

Posmatrajmo kretanje elektrona u polju jezgra nalektrisanja Z. Njihova interakcija sa
jezgrom na rastojanju r je opisana Kulonovim potencijalom

1 Zé?

V(ir) = - .
" dnegy r

(5.82)

Ako je masa elektrona m,, a masa jezgra m;, relativno kretanje ovog sistema je ekvi-
valentno kretanju Cestice efektivne mase u = mem;/(m, + m;) u sistemu centra mase.
U ovom slucaju jednacina za u(r) ima oblik

K d%u N
2u dr?

1z RUI+1
Ze WU+ D

_47T80 p 2 u(r) = Eu(r). (5.83)

Ovde ¢emo razmotriti vezano kretanje elektrona koje za ovaj tip potencijala odgovara
energijama E < 0.
Prebacujuéi sve ¢lanove na levu stranu i mnoZeéi sa —2u/#2, jednacina ima oblik

Gu fw( 1 7\ W
drr |2 \dney r r?

u(r) = 0. (5.84)

Ovde je pogodno uvesti bezdimenzionu promenljivu p = +/—8uE /K% r. Uz ovu smenu
jednacina, nakon delenja sa —8uE /%%, postaje

2
du+(_l(l+1) A1

Toa[ERL L Z)u(p) _ 0, (5.85)
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5 Cestica u centralnosimetri¢nom potencijalu. Teorija orbitalnog ugaonog momenta

gde je
_ Ze? M
47T80h 2F ’

(5.86)

Odredi¢emo prvo asimptotsko reSenje kada p — oo. Jednacina se u tom slucaju
svodi na oblik

d? 1
d—': - Julp) =0, e jeresenje  u(p) = Ae + B, (5.87)
o
Da bi talasna funkcija u limitu p — oo ostala kona¢na mora biti B = 0, tj. asimptotsko
reSenje je u(p) ~ e /2.
U slede¢em koraku posmatramo ponasanje funkcije u(p) u okolini koordinatnog
pocetka, tj. kad p — 0. Jednacina se u ovom slucaju svodi na oblik

d’u _la+ 1)

o u(p) =0, &ije je reSenje  u(p) = Cp™*' + Dp~. (5.88)
0

Naime, ako potraZimo reSenje u obliku u = p*, zamenom u gornju jednacinu sledi
s(s — Dp*2 = I(1 + 1)p*2 = 0, odnosno s(s — 1) = (I + 1), $to daje s = [ + 1, L
Posto reSenje p~' divergira kad p — 0, uzimamo D = 0 tako da je reSenje u okolini
koordinatnog pocetka u(p) ~ p'*!.

Uzimajuéi u obzir ponasanje funkcije u(p) prip — 01 p — oo, opste reSenje cemo
potraZiti u obliku

u(p) = p'* e u(p). (5.89)

Prvi i drugi izvod od u po p tada glase

du

=|(l+1-p/2w+ p—] le=/2, (5.90)
du _ f[id+1)
do> | »p

Zamenjujuéi ove izraze u jednacinu za u dobija se

-I-1+

d d?
g v+(2l+2—p)£ +pa;}ple_p/2. (5.91)

d*v dv
{ d 2+(21+2— )—

l(l+1)—1—1+3}u

a1 (5.92)
+ [— i+1) +A - B}U}ple”/2 =0,
0 4

odnosno
2

d
pafz’+(zz+2—p)£+(1\—z—1)v=0. (5.93)
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5.3 Radijalni problem

Regenje poslednje jednacine trazimo u obliku reda v(p) = Y2, cxo’. Koristeci ovaj
razvoj i izraze

dv <« _ - v o _
o =2 ket = Ykt Dewpt, = ) kk+ Deeapt™ (5.94)
do = k=0 do* =

jednacina za v postaje
Z k(k+ g1 pF+(21+2) Z(k+ l)ck+1pk—z ke +(A=1-1) Z it =0, (5.95)
k=0 k=0 k=0 k=0

odnosno

Z[(k + 20+ 2)(k + Degar + (A —k—1— Deglpb =0, (5.96)
k=0

Da bi izraz na levoj strani bio nula, svi koeficijenti uz &lanove p* moraju biti nule, §to
daje
Chel _ k+1+1-A ' (5.97)
Ck k+2l1+2)k+ 1)
Za veliko k imamo cy41/cxy — 1/k, odnosno cx+; = 1/k!. Na osnovu toga je v(p) =
S0Pkl = pef, tj. funkcija u(p) odnosno R(r) rastu kao e”/?, dakle divergiraju
kad p — oo.

Prema tome, jedini nacin da reSenje bude kona¢no je da razvoj v(p) = 3 cxo* ima
konacan broj ¢lanova. Iz rekurentne formule (5.97) sledi da Ce to biti slu¢aj ukoliko
za dato [ pri nekoj vrednosti od k, koju cemo obeleZiti sa n,, imamo ¢, # 0ic,,+1 = 0.
Tada ¢e svi koeficijenti ¢, sa k > n, takode biti jednaki nuli, tj. red se prekida posle
vrednosti k = n,. Rekurentna formula (5.97) za k = n,, uz zahtev ¢,, # 0icp4+1 =0,
daje

ntl+1-A ey
(n+20+ 2, +1) ¢,

=0. (5.98)

Izraz na levoj strani moze biti jednak nuli jedino ako je A = n, + [/ + 1. Posto je

A = A(E), proizilazi da su i energijski nivoi odredeni vrednostima A = n, gde je
n=n,+1+1 (5.99)

tzv. glavni kvantni broj. 1z Cinjenice da su n, (tzv. radijalni kvantni broj) i n nenega-
tivni celi brojevi sledi da je n prirodan broj (n = 1,2,3,...). S druge strane, o¢igledno
je n > [+ 1, odakle proizilazi za dato n orbitalni kvantni broj moZe da ima vrednosti

[=0,1,...,n—-1. (5.100)
Konacno, koristeéi izraz (5.86), relacija A = n daje formulu za energijske nivoe

uz*e*

= 5.101
(4reg)*h22n? ( )
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5 Cestica u centralnosimetri¢nom potencijalu. Teorija orbitalnog ugaonog momenta

koji se poklapa sa Borovom formulom. Uocimo da energijski nivoi zavise samo od
glavnog kvantnog broja, tj. u principu su degenerisani. Da bismo odredili stepen
degeneracije, uocimo da za svako [ postoji 2/ + 1 razliitih vredosti od m. Prema
tome, za dato n postoji n? razlicitih parova (I, n)

n—1 n—1 n—1
Z(zz+ 1 =221+Z 1=2(n-Dn/2+n=n*—n+n=n (5.102)
=0 =0 =0

Ovo znaci da energijskom nivou E, odgovara n? razli¢itih svojstvenih stanja /,, tj
ovi nivoi su n* puta degenerisani.

5.3.3 Svojstvene funkcije vezanih stanja atoma sa jednim
elektronom

Uzimajuéi A = n, diferencijalna jednacina za v(p) postaje
2

32+(21+2 p)—+(n—l—1)v— (5.103)

Takode, posto su energije odredene formulom (5.101), promenljivu p moZemo pisati
u obliku

p="r (5.104)

gde je a = 4megh?/(u €*) Borov radijus pri redukovanoj masi .
1z teorije specijalnih funkcija je poznato da Lagerovi polinomi, koji se mogu pred-

staviti u obliku L, (x) = dxm (x™e™), zadovoljavaju Lagerovu difrencijalnu jed-
nacinu )
d°L,, dL,
x—— +(1 - x)— +mlL,, = 0. (5.105)
dx dx

Ako se jednacina diferencira k puta dobija se

dk+2 dk+1 Lm dk Lm
¥ F ke =) ——m = k)= = 0. (5.106)

Ovo je ustvari diferencijalna jednacina za pridruZene (asocirane) Lagerove polinome
L¥(x) = d*L,,/dx* koja glasi

d2 (k) (k)
xg g+ (ke 1= x)= + (m -kbLY =0. (5.107)

Uocimo da se jednacina (5.103) svodi na diferencijalnu jednacinu za pridruzene
Lagerove polinome ako izaberemo k = 2/ + 1 i m = n + [. Prema tome, njena reSenja
su

Q141 d2l+1 20+1 n+l
+ — —
vn(p) = L.y 7 (p) = A2+l Lui(p) = dx2+1 [epdxn+1

(P"e ™). (5.108)
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5.3 Radijalni problem

Navescemo neke osobine Lagerovih i pridruzenih Lagerovih polinoma. Vaze slede-
¢e rekurentne formule

dL, dL,_
=n 'Ly, Lei=@n-1-xL, - n*L,,. (5.109)
dx dx
Funkcija izvodnica je
1 s = 5"
et = Z:(; —Li(). (5.110)

Pridruzeni Lagerovi polinomi se mogu predstaviti u obliku reda

n—s ')Zxk
L9 = ) (—1k (n . 5.111
w () ;( kT =k =9 (.11
Kvadrat norme ovih polinoma (uz odgovarajuce teZinske funkcije) iznosi
0 2n - 1)(n!)?
f dxx”le_x[Lﬁf)(x)]z - M (5.112)
0 (n—ys)!

Zamenjujudéi rezultat (5.108) u smenu (5.89), radijalne funkcije R(r) = u(r)/r ko-
nacno imaju oblik
Ru(r) = Nuple 2LV (p). (5.113)

Norma N, se dobija iz uslova [~ dr r’R2(r) = 11 relacije (5.112)

3
Nu = - \/(22) fn—l= DV (5.114)

an) 2n[(n+ D'P°

non

Faza (zna

pozitivan.
U literaturi se ¢esto umesto pridruZzenih Lagerovih polinoma koriste uopsteni (ge-

neralisani) Lagerovi polinomi L;(x) koji zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu

) je proizvoljna ali je izabrana tako da najvisi stepen polinoma bude

2 s

dLs
+(s+1—x)d +vL) = 0. (5.115)
X

N
\4
X

dx?

Ako su ovi polinomi normirani na sledeéi nacin
v+ s)!

f dxx e [LS ()] = ——, (5.116)
0 y!

onda je njihova veza sa pridruZzenim Lagerovim polinomima

LY() = (=1's! (v = 9)! (E) Ly (0. .117)
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5 Cestica u centralnosimetri¢nom potencijalu. Teorija orbitalnog ugaonog momenta

Uzimajuéidaje s = 21+ 1 i v = n + [ odatle sledi

L) = ~(n+ DL (o). (5-118)

n+l
Prema tome, radijalne funkcije se mogu napisati u obliku
Ru(r) = Ny p'e PP L35 (o), (5.119)

n

pri ¢emu je u ovom sluc¢aju norma

.2z -1
= \/(E) 2+ D! (5.120)

Konac¢no, svojstvene funkcije koje odgovaraju energijskim nivoima E,, su

Wnim(r) = Rnl(r)Ylm(ﬁs ®). (5.121)

Verovatnoéa da se elektron nade u elementu zapremine dV oko tacke odredene
vektorom poloZaja r tada iznosi

Wnim(OIAV = [Ru(HP Y79, )P rPsin # dr dd dep, (5.122)
$to moZemo pisati u obliku
Wim (O AV = Wy (r) [Y7 (9, @) sind drdd de, (5.123)

gde je wy,; = r[Ru(r)]? tzv. radijalna gustina verovatnoce nalaZenja elektrona.

w w

0.2 n=2,1=0 0.2 n=21=1

0.1 0.1
% 5 10152 2530 7 % 5 101520 25 30 '
w w

0.1 n=3,1=0

0.05

rla rla rla

0() 5 10 15 20 25 30 00 5 10 15 20 25 30

00 5 10 15 20 25 30

Slika 5.1. Elektronske radijalne gustine w,; = r2[R,;(r)]* za nekoliko najniZih energijskih nivoa
atoma vodonika (Z = 1).
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5.3 Radijalni problem

Navedimo na kraju jednu zanimljivu ¢injenicu koja daje kvantnomehanicki smisao
Borovim orbitama. Naime, radijus n-te Borove orbite predstavlja upravo rastojanje
na kojem radijalna gustina verovatnoce za dato n i maksimalno / (I = n — 1) ima
maksimum. Da bismo ovo pokazali uo¢imo da je R,,,_1 ~ p"'e®/ ZL(zi':l) . Posto je
L(Zi”:ll) = const, sledi da je radijalna gustina verovatnoée w = r*(R,,,_1)* ~ r*"e™”. Da
bismo odredili rastojanje r gde se javlja njen maksimum, izraCuna¢emo izvod

d 27
AR P ) L (—)rz"ep (5.124)
an

iizjednaciti ga sa nulom. Jednacina dw/dr = O se svodi na

27
m-r=Z =0, (5.125)
an

. r= an¥Z = r,.
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