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6 Opsta formulacija kvantne
mehanike

6.1 Predstavljanje kvantnih stanja pomocu vektora

6.1.1 Apstraktni Hilbertov prostor kao prostor stanja

U formulaciji kvantne mehanike koju nazivamo talasna mehanika i koja je pred-
stavljena u prvom delu ovog kursa (Kvantna mehanika 1) stanje fizickog (kvantnog)
sistema opisano je talasnom funkcijom. Kvadrat modula talasne funkcije predstavlja
gustinu verovatnoce nalaZenja kvantnog sistema u posmatranoj tacki konfiguracio-
nog prostora, a ista funkcija odreduje i verovatnoce pojavljivanja mogucih vredno-
sti fizickih veli¢ina pri njihovom merenju u tom stanju. Skup svih talasnih funkcija
nekog kvantnog sistema, zahvaljujuéi principu superpozicije i definisanom skalar-
nom proizvodu, predstavlja jedan beskona¢nodimenzioni ermitski vektorski prostor
koji zovemo prostor stanja tog sistema. Uz to, probabilisticka interpretacija talasne
funkcije zahteva da njena norma bude konacna, ¢ime se prostor stanja ograni¢ava na
skup kvadratno-integrabilnih funkcija. Dakle, u navedenoj formulaciji kvantne meha-
nike prostor stanja kvantnog sistema je funkcionalni Hilbertov (Lebegov) prostor £>
(v. odeljak 2.1.5 u prvoj knjizi)!.

Ekvivalentnost razli¢itih formulacija kvantne mehanike (npr. talasne i matri¢ne me-
hanike) proizilazi iz ¢injenice da opsti principi kvantne mehanike jednoznacno odre-
duju algebarsku strukturu prostora stanja (v. odeljke 2.1.1 i 2.1.5), ali ne i formu ele-
menata tog prostora. Kao posledica toga, kvantna stanja mogu biti predstavljena kako
funkcijama iz £ tako i elementima svakog drugog prostora koji je izomorfan sa £2,
ukljucujudéi i apstraktni Hilbertov prostor H ¢iji elementi nemaju odredenu formu.
Zbog izomorfizma prostora £ i H, stanje koje je u prvom od njih opisano nekom
talasnom funkcijom u drugom Ce biti predstavljeno odgovaraju¢im vektorom stanja,
a linearna kombinacija (superpozicija) talasnih funkcija — linearnom kombinacijom
vektora stanja sa istim koeficijentima kao u superpoziciji funkcija (v. odeljak 2.1.3).
Vektori stanja, kao i talasne funkcije, s obzirom na to da su elementi odgovarajucih
Hilbertovih prostora, imaju konacnu normu, ¢ime je obezbedena korektna interpreta-
cija verovatnoce. Prelazeéi na vektorsko predstavljanje stanja, dinamickim varijabla-
ma, analogno kao u talasnoj mehanici, bice pridruZeni odgovarajuéi ermitski operatori
(opservable), u ovom slucaju takvi da deluju na vektore iz prostora stanja .

IStrogo govoredi, prostor stanja nesto je uZi skup od £2, tacnije on je njegov potprostor &iji su elementi
kvadratno-integrabilne funkcije, koje, pored toga, moraju biti i dovoljno regularne (v. odeljak 2.1.5).



6 Opsta formulacija kvantne mehanike

Ideja o predstavljanju kvantnih stanja vektorima prirodno se namece analizirajuéi
razvoj talasne funkcije u nekom bazisu. Na primer, neka je ¥(r) talasna funkcija koja
opisuje stanje Cestice, a skup funkcija {¢;(r), ¢2(r),...} neki ortonormirani bazis u
prostoru stanja te Cestice. Tada je

Y(r) = i), ©.1)
gde suc¢; = (¢, ¥) = f @) Y(r) d’r koeficijenti razvoja (tzv. Furijeovi koeficijenti,
v. odeljak 2.1.4 u prvoj knjizi). Pri tome, posto svaka talasna funkcija u cilju racunanja
verovatnoée treba da bude normirana na jedinicu, imamo Y;|c;|*> = 1. Kako je skup
koeficijenata razvoja talasne funkcije u izabranom bazisu jednoznacan, kazemo da on
reprezentuje (predstavlja) datu funkciju u tom bazisu (v. odeljak 2.1.3), a samim tim i
odgovarajuée kvantno stanje koje ¢emo ovde simbolic¢ki oznaciti sa i, dakle

Yy — {cr, e, ) (6.2)

Bilo kakav racun sa kvantnim stanjima u principu moze se sprovesti zadajuéi ta stanja
preko koeficijenata razvoja. Naravno, pri tome se podrazumeva da se sva stanja, ali i
drugi Cinioci u racunu (npr. operatori fizickih veli¢ina), reprezentuju u jednom istom
bazisu (v. odeljak 2.2.2). Prelaze¢i na ovakav opis, matematicki oblik funkcija koje
¢ine bazis viSe nije od znacaja. Njih tada moZemo zameniti ortonormiranim skupom
vektora {e}, e, ...} iz apstraktnog Hilbertovog prostora 9 koji je izomorfan prostoru
stanja kvantnog sistema i u kome su vektori e; likovi funkcija ¢;(r). U tom slucaju
stanje zadato pridruzivanjem (6.2) bi¢e predstavljeno linearnom kombinacijom

v=) ce (63)

koja je takode vektor iz H. Pri tome, ako je talasna funkcija (6.1) bila normirana na
jedinicu (3; |c;* = 1), uo¢imo da isto vaZi i za vektor stanja (6.3). Posto se na opisani
nacin svakom stanju kvantnog sistema pridruzuje jedan vektor jedinicne norme iz
apstraktnog Hilbertovog prostora HH, taj prostor sada predstavlja prostor stanja tog
sistema. Napomenimo da i ovde, kao i pri predstavljanju talasnim funkcijama, imamo
nejednozna¢nost do na fazni faktor, tj. vektori ¢ i €%y (Ya € R) predstavljaju isto
kvantno stanje (v. odeljak 3.1.5).

Izgradnja kvantne teorije polazeci neposredno od koncepta vektora stanja, bez po-
zivanja na odredenu reprezentaciju, pokazala se privlacnom idejom iz viSe razloga.
Vektorsko predstavljanje, osim $to pojednostavljuje kvantnomehanicki formalizam,
istovremeno ga i uopStava. Naime, kod kvantnih sistema postoje stepeni slobode, kao
$to je spin, koji se ne mogu na adekvatan nacin opisati pomocu talasne funkcije. Na-
suprot tome, u prilazu preko vektora stanja takvih ograni¢enja nema. Iako vektori
stanja u principu pripadaju Hilbertovom prostoru, spinska stanja se mogu adekvatno
opisati vektorima iz prostora koji su kona¢ne dimenzije. U poglavlju 11.3 videéemo
da je prostor spinskih stanja pojedinacnog elektrona dvodimenzioni unitarni prostor.
Sli¢no vaZi i za prostor stanja polarizacije fotona. U slucaju linearne polarizacije taj
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prostor svodi se na samu ravan polarizacije jer su odgovarajuca stanja jednoznacno
predstavljena jedini¢nim vektorima u toj ravni. U nastavku ¢emo razmotriti tipi¢an
eksperiment sa fotonima koji se odnosi na merenje njihove polarizacije i na tom jed-
nostavnom primeru sagledati kako se opsti principi i koncepti kvantne mehanike (kao
$to su princip superpozicije i neodredenosti, te koncept merenja i promene stanja pri
merenju) ispoljavaju pri vektorskom predstavljanju stanja.

6.1.2 Primer predstavljanja stanja pomocu vektora:
Polarizacija fotona

Iz optike je poznato da se linearno polarizovana svetlost moZe dobiti iz nepola-
rizovane svetlosti propustanjem kroz tzv. polarizator. Podsetimo se da kod linearno
polarizovane svetlosti vektor elektri¢nog (odnosno magnetnog) polja, koji je zbog
transverzalnog karaktera elektromagnetih talasa normalan na pravac prostiranja, ima
odredenu (fiksnu) orijentaciju u prostoru (tzv. pravac polarizacije). Nepolarizovana
svetlost, s druge strane, predstavlja rezultat mesanja svetlosti iz velikog broja izvora
koji emituju svetlost razli¢itih pravaca polarizacije. Polarizator ima osobinu da pro-
pusta samo komponentu svetlosti odredenog pravca polarizacije, karakteristicnog za
taj polarizator. Ocigledno, obrtanjem polarizatora za neki ugao oko ose duz koje dola-
zi upadni nepolarizovani snop moZemo menjati pravac polarizacije dobijene linearno
polarizovane svetlosti.

y analizator

polarizator

Slika 6.1. Nepolarizovani snop svetlosti koji se prostire duz z-ose (levo) delimi¢no prolazi kroz
polarizator koji je postavljen tako da propusta komponentu svetlosti Ciji pravac polarizacije
zaklapa ugao 6 (u xy-ravni) u odnosu na x-osu. Tako dobijen linearno polarizovani snop prolazi
kroz analizator (drugi polarizator) koji je postavljen tako da propusSta komponentu svetlosti
polarizovanu u pravcu x-ose. Pravci i amplitude elektricnog polja u sve tri faze prostiranja

snopa predstavljene su strelicama ortogonalnim na z-osu.

Pretpostavimo sada da snop linearno polarizovane svetlosti pocetnog intenziteta /
prolazi kroz drugi polarizator (tzv. analizator). Neka je pravac prostiranja svetlosti
izabran za z-osu i neka je analizator postavljen tako da propusta komponentu svetlosti
polarizovanu u pravcu x-ose (slika 6.1). Tada, ako je polarizacija upadnog snopa (iz
polarizatora) u pravcu x-ose, propusteni snop ¢e imati intenzitet I’ = I, dok ¢e u slu-
¢aju kada je polarizacija u pravcu y-ose snop biti potpuno apsorbovan (I’ = 0). Ako,



6 Opsta formulacija kvantne mehanike

medutim, vektor polarizacije zaklapa proizvoljni ugao 6 u odnosu na x-osu (kao na
slici 6.1), intenzitet propustenog snopa odreden je tzv. Malusovim zakonom (Etienne-
Louis Malus)
I’ = I cos’6. (6.4)
Ovaj rezultat se lako objaSnjava tretirajuci svetlost kao polarizovan ravan elektro-
magnetni talas. Upadni snop je tada okarakterisan elektri¢nim poljem oblika?

&(r,1) = Eee ke, (6.5)
gde je &) njegova amplituda, a ort
€ =cosfe, +sinfe, (6.6)

odreduje pravac polarizacije upadnog snopa. Intenzitet svetlosti / proporcionalan je
kvadratu modula polja |E(r, )|> = |Eo[*. Propusteni snop ¢e, medutim, biti polarizovan
duz x-ose posto kroz analizator prolazi samo x-komponenta elektricnog polja

E'(r,1) = Eycosfe, e he, (6.7)

Prema tome, intenzitet propustenog snopa je I’ ~ |&'(r, H)]> = |Eol* cos?6, odakle sledi
relacija (6.4).

Razmotrimo ovaj rezultat sa stanovi$ta pojedinacnih fotona. Kao prvo, naglasimo
da, ako je snop svetlosti potpuno polarizovan duz nekog pravca, tada su svi fotoni koji
¢ine snop polarizovani u tom pravcu. Ovaj zaklju€ak sledi iz rezultata eksperimenata
sa fotoelektri¢nim efektom dobijenim koriste¢i polarizovanu svetlost. Pokazalo se da
se elektroni u tom slucaju emituju sa ugaonom raspodelom koja zavisi od pravca po-
larizacije upadnog snopa. Posto u fotoelektricnom efektu pojedinacni fotoni izbacuju
pojedinacne elektrone, proizilazi da svakom fotonu moramo pripisati polarizaciju, tj.
da se svaki foton nalazi u izvesnom stanju polarizacije. Druga vazna Cinjenica jeste da
se fotoni uvek detektuju kao cele Cestice. Dakle, za svaki foton koji naide na analizator
postoje samo dve moguénosti —ili ée proéi kroz analizator ili ¢e biti apsorbovan. Tada
rezultat (6.4) znaci da je od ukupnog broja fotona N iz upadnog snopa njih N cos?6
proslo kroz analizator i da je, prema tome, N sin’6 fotona apsorbovano. Pri tome nije
moguce predvideti sa sigurnoS¢u da li ¢e upadni foton pro¢i ili ¢e biti apsorbovan,
osim u slucajevima 6 = 01 6 = n/2, kada svi fotoni prolaze kroz analizator, odno-
sno kada se svi apsorbuju. Sve Sto moZemo redi jeste da svaki foton ima verovatnoéu
P’ = cos?6 da prode kroz analizator i verovatnoéu P” = sin’6 da bude apsorbovan.

Ove verovatnoce, ocigledno, u direktnoj su vezi sa koeficijentima koji stoje uz or-
tove e, i e, pri dekompoziciji vektora polarizacije (6.6). Pre svega, uo¢imo da, ako je
€ = e,, prolazak fotona kroz analizator gore izabrane orijentacije je siguran dogadaj
(#’ = 1), a njegova apsorpcija nemogu¢ dogadaj (P” = 0), dok je u slucaju € = e,
situacija obrnuta. Medutim, ako vektor polarizacije € ima proizvoljan pravac (6.6),
vidimo da je verovatnoca svakog od dva moguéa dogadaja (prolazak ili apsorpcija

2Za razliku od talasne funkcije, koja je suitinski kompleksna funkcija, fizi¢ki smisao ima samo realni deo
talasa (6.5) (Re[&(r, 1)] = Epecos(kz — wt)), a kompleksna notacija koristi se iz prakti¢nih razloga.
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fotona) jednaka kvadratu apsolutne vrednosti koeficijenta koji stoji uz ort za koji je
taj dogadaj siguran. Pri tome je zadovoljen uslov da suma verovatnoéa svih mogu-
¢ih dogadaja bude jednaka jedinici (' + #”" = 1). Ova analiza pokazuje da se stanje
polarizacije fotona moZe adekvatno opisati vektorom (ortom) polarizacije € i da se iz-
raz (6.6) moZe interpretirati kao superpozicija stanja reprezentovanih ortovima e, i e,
za koja su prolazak odnosno apsorpcija fotona respektivno sigurni dogadaji®. Prema
tome, prostor stanja linearne polarizacije fotona jeste sama ravan polarizacije, dakle
dvodimenzioni realni (euklidski) prostor.

Ovaj prostor, medutim, nije dovoljan ako na analogan nacin Zelimo da opiSemo
stanja fotona sa cirkularnom ili elipticnom polarizacijom. Na primer, elektri¢no polje
cirkularno polarizovanog elektromagnetnog talasa moze se predstaviti izrazom (6.5)
jedino ako uvedemo kompleksni ort polarizacije oblika € = (e, + ie,) /V2 (znak ,+”
ili ,,—” ispred imaginarne jedinice odgovara levo, odnosno desno cirkularno polari-
zovanom talasu). Koristeéi ort ovog oblika javlja se fazna razlika od #m/2 izmedu x
i y-komponente elektri¢nog polja, §to dovodi do cirkularne polarizacije*. Prema to-
me, da bismo opisali stanja nelinearne polarizacije fotona vektorima koji imaju oblik
superpozicije ortova e, i e,, neophodno je dozvoliti da koeficijenti u superpoziciji uzi-
maju kompleksne vrednosti. Dakle, prostor stanja polarizacije fotona u opStem slucaju
jeste dvodimenzioni kompleksni (unitarni) prostor.

6.1.3 Promena stanja fotona pri merenju polarizacije

Razmotrimo na kraju stanje polarizacije fotona koji su u gore opisanom eksperi-
mentu prosli kroz analizator. Prema elektromagnetnoj teoriji, svetlost je nakon prola-
ska kroz analizator, koji je orijentisan kao na slici 6.1, potpuno polarizovana u pravcu
orta e, (izraz (6.7)). Ovo se lako proverava eksperimentalno ako iza analizatora stavi-
mo drugi, isti takav i jednako orijentisan analizator. Snop, koji je kroz prvi analizator
prosao uz smanjenje intenziteta odredeno Malusovim zakonom (6.4), kroz drugi ana-
lizator proéi ¢e bez promene intenziteta. U okviru Cesticne slike ovo znaci da svi
fotoni koji produ kroz prvi analizator proci ¢e i kroz drugi. Prema tome, bez obzira
na to u kom su pravcu bili prethodno polarizovani, fotoni koji produ kroz analizator
biée polarizovani isklju¢ivo u pravcu orta e, >.

Poslednji zaklju€ak izrazava Cinjenicu o kojoj smo diskutovali u viSe navrata u pr-
vom delu ovog kursa (Kvantna mehanika 1), a to je da svako merenje izvr§eno na
mikroskopskom (kvantnom) sistemu suStinski remeti (menja) stanje tog sistema. U
gornjem primeru kvantni sistem na kome se vr$i merenje je foton, a merni instrument
je analizator sa detektorom fotona postavljenim iza njega. U ovom slucaju, kao §to
smo videli, moguca su dva rezultata merenja (dogadaja): merni instrument registruje
ili prolazak fotona ili apsorpciju fotona. Pre prolaska kroz analizator svi fotoni snopa
nalaze se u stanju okarakterisanom ortom €, a oni koji produ kroz analizator nalazi-

30rt polarizacije opisuje stanje polarizacije (unutrainje stanje) fotona. Da bismo dobili kompletno stanje
fotona, treba ga dopuniti prostorno-vremenskom komponentom.

4Realni deo talasa (6.5) u ovom sluCaju ima oblik Re[&(r, 1)] = Eplexcos(kz — wt) F eysin(kz — wt)]/\/f.

50vo se uopitava na fotone bilo koje prvobitne polarizacije, ukljuéujuéi i nelinearnu polarizaciju.
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¢e se u stanju okarakterisanom ortom e,. Prema tome, sam proces merenja dovodi
do skokovite promene stanja kvantnog sistema (fotona), a dobijeni rezultat merenja
(prolazak fotona kroz analizator) je za svako ponovljeno isto takvo merenje u novodo-
bijenom stanju dalje siguran dogadaj. Stanje sa ovom osobinom zvali smo svojstveno
stanje za dobijeni rezultat merenja (v. odeljak 3.4.2). U ovom primeru postoje dva
svojstvena stanja fotona i ona su predstavljena ortovima e, i e,, a poCetno stanje je
njihova superpozicija predstavljena izrazom (6.6).

Primetimo da se proizvoljno stanje polarizacije € moZe dobiti superpozicijom bilo
koja dva nekolinearna vektora koja leZze u xy-ravni (koji ¢ak ne moraju biti medu-
sobno ortogonalni), naravno uz drugacije koeficijente. Npr. ako analizator zarotiramo
za neki ugao oko z-ose tako da je sada pravac polarizacije svetlosti koju polarizator u
potpunosti propusta usmeren duz neke x-ose, svi fotoni koji produ kroz analizator na-
lazice se u stanju okarakterisanom ortom e,.. U ovom sluc¢aju, umesto dekompozicije
(6.6), moZemo pisati € = cos §’e, +sin 6’e,,. Prema tome, moguce su razli¢ite dekom-
pozicije istog pocetnog stanja, ukljucujuéi i dekompoziciju po svojstvenim stanjima,
pri ¢emu skup ovih poslednjih zavisi od izbora §ta se zapravo meri.

U prethodna dva odeljka analizirali smo jednostavan primer kvantnog merenja na
kome smo mogli videti kako se opsti principi i koncepti kvantne mehanike ispolja-
vaju koristeci vektorski opis stanja. U nastavku ¢emo predstaviti opsti formalizam u
kome su kvantna stanja predstavljena vektorima iz apstraktnog Hilbertovog prostora,
koristeci narocito pogodnu Dirakovu notaciju (Paul Adrien Maurice Dirac).

6.2 Dirakova notacija

6.2.1 Ket i bra vektori. Skalarni proizvod

Slede¢i Dirakovu notaciju, vektor iz apstraktnog Hilbertovog prostora koji pred-
stavlja neko kvantno stanje ¢emo pisati u obliku |¢) i zvati ket vektor ili ket. Simbol
unutar zagrada (ovde je to uobicajena oznaka za talasnu funkciju ) u principu moze
biti proizvoljno izabran. U nekim slucajevima, medutim, pogodno je koristiti oznake
koje precizno odreduju kvantno stanje. Na primer, vektor svojstvenog stanja opserva-
ble A koji odgovara nedegenerisanoj svojstvenoj vrednosti a moZe se obeleZiti sa |1, )
ili jednostavno sa |a). ViSe detalja o tome bice izneseno u odeljku 6.2.4.

Za svaka dva keta |¢) i |) koja pripadaju istom Hilbertovom prostoru H definisan
je skalarni proizvod (|¢), |¢)) koji je u opStem slucaju kompleksan broj (v. osobine
skalarnog proizvoda u odeljku 2.1.4). Uo¢imo da se, koriste¢i skalarni proizvod, sva-
kom izabranom ketu |¢) iz prostora stanja H moze pridruziti jedno preslikavanje ¢
ketova |y) € H u kompleksne brojeve

(1) = (1¢). 1¥)). (6.8)

Preslikavanje ¢ je, prema tome, linearni funkcional® definisan na prostoru ketova.

SLinearni funkcional je operacija koja vektore preslikava u skalare, a proizvoljnu linearnu kombinaciju
vektora u skalar koji je brojno jednak istoj linearnoj kombinaciji skalara koji su likovi tih vektora.
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Moze se pokazati da skup svih linearnih funkcionala definisanih na prostoru ke-
tova H takode Cini vektorski prostor. Taj prostor ¢emo zvati dualni prostor od H i
obelezavati sa H*, a njegove elemente ¢emo zvati bra vektori. Posto je svakom ketu
iz H relacijom (6.8) pridruZen jedan linearni funkcional, zakljucujemo da je svakom
ketu iz H pridruZen jedan bra vektor iz H* 7. Bra vektor (ili kratko bra) koji je na taj
nacin pridruzen ketu |¢) obeleZava¢emo sa (¢|. Koriste¢i ovaj formalizam, preslika-
vanje ¢(|y)) moZemo predstaviti kao delovanje bra vektora (¢| (slicno operatoru) na
ket vektor |) u obliku (¢ |¢). U tom slucaju ovo preslikavanje zadato je izrazom

@ly) = (). 14)). (6.9)

Na osnovu ove jednakosti skalarni proizvod vektora |¢) i [¢) u Dirakovoj notaciji
predstavlja se izrazom (¢|y). Ako vektore koji ulaze u skalarni proizvod na desnoj
strani relacije (6.9) napiSemo izostavljajuéi oznake za ketove, tj. ako jednakost napise-
mo u obliku {(¢|¥) = (¢, ¢), vidimo poreklo Dirakove notacije i bra-ket terminologije.
Naime, nazivi ,,bra” i ,,ket” za prvi, odnosno drugi ¢lan u skalarnom proizvodu dolaze
od prvog, odnosno drugog sloga engleske reci bracket sa znaenjem ,,zagrada”.

6.2.2 Dejstvo linearnog operatora na ket i bra vektore
Linearni operator A svakom ketu |} € H pridruzuje drugi ket [/') € H. Pisaéemo
Alg) =19). (6.10)

Kao $to je uobicajeno, operator na ket vektore deluje sleva nadesno.

Matri¢ni element operatora A izmedu vektora |¢), |¢) € H definisan je skalarnim
proizvodom (|¢),A|1//)) koji u Dirakovoj notaciji, na osnovu jednakosti (6.9), piSemo
(|(A|¥)). Ovaj izraz predstavlja uzastopno delovanje operatora A i funkcionala ¢
na vektor |i), Sto (analogno uzastopnom delovanju dva operatora) mozemo smatrati
proizvodom funkcionala i operatora koji deluje na taj vektor. Dakle, moZemo pisati

(1), Aly)) = (BlAly)) = (Bl A)W). (6.11)

Posto je matri¢ni element kompleksan broj, sledi da proizvod (¢|A deluje na ket | )
kao linearni funkcional, tj. predstavlja neki bra vektor (¢’| € H*. Dakle

(D14 = (¢'l. (6.12)

Prema tome, za razliku od delovanja na ketove, operatori na bra vektore deluju zdesna
nalevo. Primetimo, takode, da poloZaj malih zagrada u krajnjem izrazu za matri¢ni
element (6.11) nije od znacaja, pa se one u principu izostavljaju

(1), Aly)) = (plA]y). (6.13)

7U opstem slu¢aju prostor stanja H i njegov dualni prostor {* nisu izomorfni. Naime, iako svakom ketu
iz H odgovara bra iz H*, obratno ne vazi (sem kada je H kona¢nodimenzioni prostor). Ako, medutim,
umesto prostora stanja 9 posmatramo njegov natprostor, koji, pored vektora iz H, sadrZi i uopstene
vektore (tzv. opremljeni Hilbertov prostor, v. odeljak 2.2.6), onda ¢e svakom bra vektoru odgovarati
jedan ket vektor iz ovog natprostora. Vise o ovom problemu moZe se procitati u prvom tomu knjige
,,Kvantna mehanika” Koen-Tanudija (C. Cohen-Tannoudji) i koautora (bibl. ref. 1.2).
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6.2.3 Ermitska konjugacija

U poglavlju 2.2, koristeci operaciju skalarnog proizvoda, uveli smo pojam adjun-
govanog operatora (odeljak 2.2.3). Naime, svakom linearnom operatoru A koji deluje
u unitarnom ili Hilbertovom prostoru, zahvaljuju¢i definisanom skalarnom proizvodu,
relacija (2.53) pridruZuje odgovarajuéi adjungovani operator A*. Operator A* naziva
se takode ermitski konjugovan operator operatora A. U istom odeljku navedene su
najvaznije osobine operacije adjungovanja (relacije (2.54)-(2.57)).

Na osnovu relacija (2.55) i (2.56) sledi da se delovanje ove operacije prosiruje i
na skalare, pri ¢emu adjungovanje skalara znaci njegovo kompleksno konjugovanje.
Uopstenu operaciju adjungovanja u nastavku ¢emo zvati ermitska konjugacija i ozna-
Cavati simbolom (+). Prema tome, ako je A skalar, a A linearni operator, onda je

AP = AW = AF. (6.14)

Pojam ermitske konjugacije dalje se uopStava prosirujuéi svoje dejstvo na vektore.
Da bismo operaciju definisali u toj oblasti, pokaza¢emo da vazi

W'y = Ay = =2l (6.15)
Wy =Aly) = W)= WlA* (6.16)

Obe implikacije se dokazuju koriste¢i osobine skalarnog proizvoda:

(i) Neka je |¢) = Aly). Tada V| ¢) € H vazi (|¢'),|4)) = (), 1)) = °(1¥), 1)),
pri ¢emu je iskoriStena osobina antilinearnosti skalarnog proizvoda po prvom cla-
nu. Koristeéi relaciju (6.9) dalje moZemo pisati (’|¢) = A*(¥|¢), odakle, zbog pro-
izvoljnosti vektora | @), sledi izraz na desnoj strani implikacije (6.15).

(ii) Ako je [¢') = Aly), tada Y|¢) € H vazi (1¥'),16)) = Aly),18)) = (¥, A*|9)),
gde je primenjena definicija adjungovanog operatora: (¢, Ay) = (A*¢,y) (relacija
(2.53)). Na osnovu relacija (6.9) i (6.11) sledi (¢/|¢) = (WI(A*|¢)) = (W|A")|p), a
time i izraz na desnoj strani implikacije (6.16).

Ako, s druge strane, izraze na levoj strani (pretpostavke) implikacija (6.15) i (6.16)
ermitski konjugujemo, koriste¢i pri tome relacije (6.14) i pretpostavljajuéi da osobina
(2.56) i dalje vazi, dobi¢emo

W)= aly)y = 1) =, (6.17)
W)= A1) = [y =y AT (6.18)

Poredenjem relacija (6.15) i (6.17), odnosno relacija (6.16) i (6.18), sledi
™ = wl, W™ =1y). (6.19)

Prema tome, za ket | ) i odgovarajuci bra (| moZemo reci da su uzajamno ermitski
konjugovani.
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Relacije (6.14), (6.19) i (2.56) Cine skup pravila koja nam omogucavaju da for-
malno odredimo ermitski konjugovan izraz bilo kog izraza koji se sastoji od skalara,
ket vektora, bra vektora i operatora. Dakle, pri ermitskom konjugovanju nekog izraza
treba primeniti sledeca pravila:

(a) zameniti skalare njihovim kompleksno konjugovanim vrednostima,
(b) zameniti ket vektore bra vektorima i obratno,

(c) zameniti operatore njihovim adjungovanim operatorima,

(d) izmeniti redosled faktora u proizvodu.

Kao primer naves¢emo odredivanje kompleksno konjugovane vrednosti matricnog
elementa (¢|A|y). Koriste¢i osobine skalarnog proizvoda i definiciju adjungovanog
operatora, sledi

(BlAIYY" = (¢, AY)" = (Ay, ¢) = (W, A" ¢) = (Y| A™|9). (6.20)

Isti rezultat se dobija koristeéi pravila ermitske konjugacije

(PlAlyy" = (Pl Al)D = Al)) P (BID = [yyPAD (PP = (w|AT|g).  (6.21)

6.2.4 Oznacavanje svojstvenih vektora opservabli

U prvom delu ovog kursa (druga i trea glava) videli smo da se fizickim veli¢inama
pridruZuju ermitski (autoadjungovani) operatori, tacnije uza klasa ovih operatora koji
imaju osobinu da svojstveni vektori svakog od njih obrazuju potpun ortonormirani
skup (svojstveni bazis) u prostoru stanja H i koje nazivamo opservablama (v. odeljke
2.2.513.3.2). Takode smo videli da su svojstvene vrednosti opservabli uvek realne i da
za datu opservablu njihov skup (spektar) moZe biti diskretan (prebrojiv), neprekidan
(neprebrojiv) ili meSovit. Pri tome, svojstvene vrednosti mogu biti nedegenerisane ili
degenerisane (v. odeljak 2.2.4).

Ako je spektar opservable A nedegenerisan (tzv. kompletna opservabla, v. odeljak
3.4.11), njene svojstvene vrednosti a jednoznacno (do na fazni faktor) odreduju od-
govarajuée svojstvene vektore koje u Dirakovoj notaciji moZemo oznaciti sa |y, ) ili
sa |a). U ovom drugom slu¢aju svojstveni problem opservable A pisemo u obliku

Ala) = ala). (6.22)

Skup vektora koji su reSenja ove jednacine, prema definiciji opservable, ortogonalan
jeipotpun i moZemo ih sve normirati na jedinicu (ako je spektar diskretan) ili na delta
funkciju (ako je spektar neprekidan). Tada za dva proizvoljna svojstvena vektora |a) i
|a’) u slucaju diskretnog spektra vazi

(ald’) = baar (6.23)
dok u slucaju neprekidnog spektra imamo

{ald’y = 6(a - a’). (6.24)
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Specijalno u slucaju diskretnog (i nedegenerisanog) spektra svojstvene vrednosti i
svojstvena stanja mogu se jednoznacno okarakterisati nekim kvantnim brojem n. Tada
svojstvene vektore koji odgovaraju svojstvenim vrednostima a,, moZemo oznaciti sa
), |an) ili ). Koristeéi poslednju oznaku, svojstveni problem opservable A glasi

Aln) = aln), (6.25)
a ako su svojstveni vektori normirani, uz to imamo
(nln’) = O (626)

Ukoliko je spektar opservable A degenerisan (§to znaci da A nije kompletna opser-
vabla, v. odeljak 3.4.11), svojstveni vektori nisu jednozna¢no odredeni svojstvenim
vrednostima te opservable, te se ona mora dopuniti do kompletnog skupa kompati-
bilnih (komutirajucih) opservabli i posmatrati zajednicki svojstveni problem. Ako je
{A, B, C} neki kompletan skup kompatibilnih opservabli u prostoru stanja i ako su a, b,
¢ svojstvene vrednosti tih opservabli koje odgovaraju jednom njihovom zajednickom
svojstvenom vektoru, onda ove vrednosti jednozna¢no (do na fazni faktor) odredu-
ju taj vektor i on se u tom sluc¢aju moZe oznaciti sa |a, b, ¢). Zajednicki svojstveni
problem ovog skupa tada piSemo u obliku

Ala,b,c) = ala,b,c),
Bla,b,c) = bla,b,c), (6.27)
Cla,b,c) = cla,b,c).

Zajednicki svojstveni vektori kompletnog skupa kompatibilnih opservabli takode su
medusobno ortogonalni, a njihovo normiranje zavisi od tipa pridruZenih svojstvenih
vrednosti. Npr. ako opservabla A ima &isto neprekidan spektar, a opservable B i C
imaju Cisto diskretan spektar, njihovi zajedniCki svojstveni vektori normiraju se tako
da za svaka dva vektora |a, b,c)i|a’,b’,c") vazi{a,b,c|la’,b’,c")y = 6(a — @’ )Opp e -

Ako su spektri opservabli koje ¢ine kompletan skup svi diskretni, njihove svojstve-
ne vrednosti, a time i svojstveni vektori, mogu se okarakterisati skupovima kvantnih
brojeva. U tom slucaju zajednicki svojstveni vektor gore navedenog skupa opserva-
bli moZemo pisati u obliku |/, m,n), gde su [, m,n kvantni brojevi koji karakterisu
svojstvene vrednosti a;, by, ¢, a zajedniCki svojstveni problem glasi

All,m,ny = aj|l,m,n),
Bllm,ny = by |l,m,n), (6.28)

Cll,m,ny = cyll,m,n).

Pri tome, ako su zajednicki svojstveni vektori normirani na jedinicu, za bilo koja dva
vektora |I,m,n) i |l',m’,n") vazi {{,m,n|l',m’,n") = 8116 pm O .

Ukoliko su spektri opservabli koje ¢ine kompletan skup razli¢iti ili meSoviti, mogu-
¢e su razlicite kombinacije u oznacavanju njihovih zajednickih svojstvenih vektora.
Tako, ako opservabla A ima &isto neprekidan spektar, a opservable B i C imaju &isto
diskretan spektar, vektori |a, b, c) se alternativno mogu oznaciti sa |a, m, n).
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6.2.5 Projektori

Uvodenjem bra i ket vektora operacija skalarnog proizvoda predstavljena je na na-
¢in blizak operatorskom formalizmu (operacija nad vektorom = delovanje operatora
na taj vektor). Naime, na osnovu relacije (6.9) skalarni proizvod ketova |¢), |¢) € H
moZe se predstaviti kao rezultat delovanja bra (¢| (koji je u dualnom prostoru H*
vektor, a u H deluje kao linearni funkcional) na ket |¢), koje piSemo u obliku {(@|).
Postavlja se, medutim, pitanje ima li neko znacenje u okviru tog formalizma izraz sa
obrnutim redosledom ova dva vektora, dakle proizvod |¢)(¢|. Delovanje ovog izraza
na proizvoljni ket |y) € H razlaZe se na uzastopno delovanje prvo bra (¢| na ket |y),
a zatim keta |¢) na dobijeni skalar, tj. ()@ x) = [¥)({@|x)). Krajnji rezultat je ket
|) pomnoZen skalarom (¢| x), $to je opet neki ket iz H. Prema tome, izraz | y){(¢|
deluje na proizvoljni ket kao operator.

Posmatrajmo sada operator definisan proizvodom

Py = ly)wl, (6.29)

gde je ket i) (a time i bra (y|) vektor jedini¢ne norme, tj. (¢ |¥) = 1. Ako je |¢)
proizvoljni ket iz H, imamo

Pylo) = ly)wle) = Wip)ly). (6.30)

Rezultat delovanja operatora I3¢ na proizvoljni ket |¢) € H je, dakle, ket propor-
cionalan ketu |¢), pri ¢emu je koeficijent proporcionalnosti skalarni proizvod (¥ |¢).
Geometrijsko znacenje ovog rezultata je ortogonalna projekcija vektora |¢) na vektor
|y), zbog Cega se f’w naziva projektor na ket | ). Da ovaj operator zaista spada u
projektore, potvrduje osobina idempotentnosti (v. poglavlje 2.2, relacija (2.62))

P = )yl = )| = Py, (6.31)
koja sledi iz normiranosti keta |¢) na jedinicu.
Neka je dalje [¢1),|#2), . ..,|d,) neki skup ortonormiranih vektora koji pripadaju
Hilbertovom prostoru H. Prema tome,
(pilgj) =6y, i, j=12,...,n. (6.32)
Tada na osnovu definicije (6.29) moZemo uvesti n odgovarajucih projektora
Pi=lgiXeil, i=1,2,...,n (6.33)

Svaki od njih sve vektore gore navedenog skupa, sem vektora kojem je pridruZen,
projektuje u nulti vektor, tj.

Pilg)) = ¢ il ) = 6101 (6.34)

Navedeni skup vektora |¢;) obrazuje potprostor dimenzije n u prostoru H. Ozna¢imo
ovaj potprostor sa V i uvedimo operator

Py = Z |6i)(il = Z P;. (6.35)
i=1 i=1

11
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Posto je

n n n

P} = eXild )il = > > 1eoidil = Y 1giXeil = Py, (6.36)
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

sledi da je operator Py takode projektor i nazivamo ga projektor na potprostor V.

6.2.6 Relacija zatvorenosti

Neka je skup ketova {...,|u;),...} jedan diskretan bazis u Hilbertovom prostoru
H,askup {...,|w,),...} jedan neprekidan bazis u istom prostoru (¢iji elementi, me-
dutim, pripadaju odgovarajuéem opremljenom Hilbertovom prostoru, v. odeljak 2.2.6)
i neka su ovi bazisi ortonormirani, tj. (u;jlu;) = 6;; 1 (wWalwg) = 6(a@ — B). Proizvoljni
vektor stanja |y) € H razvija se u njima na sledeée nacine

Wy =" cilus, (6.37)

1

ly) = fda(S(a)Iwa>. (6.38)

MnoZeci ove jednakosti s leve strane sa (u;|, odnosno sa (wgl, te koriste¢i ortonormi-
ranost bazisa, sledi (u;|y) = X; ci{ujlu;y = 3 ¢i0ji = ¢ i {wgly) = fdac(a)(w,;lwa)
= [dac(@)d(B - @) = c(B). Dakle

ci = (uily), (6.39)
c(@) = (walyh). (6.40)
Zamenjujuéi u razvojima (6.37) i (6.38) koeficijente ¢; i c(a) ovim izrazima, sledi

W) = )" ciluy = > Gulidlur) = D lui)uily) = [Z |u,-><u,-|) W), (641

i

) = fdac(a/)lwa> = fda{wa|¢>lwa> = fdalwaxwall//) = (fdalwaxwal)ll//)-

(6.42)
Uporedujuéi krajnje strane ovih jednakosti, zbog proizvoljnosti vektora [y) imamo

Z iyl = 1 il Z =1 (6.43)

1

fd(Z|Wa><W(,| = i7 (6.44)

gde je I jedini¢ni operator u prostoru . Ovi izrazi se nazivaju relacije zatvorenosti
za diskretni, odnosno neprekidni ortonormirani bazis (v. relacije zatvorenosti (3.133),
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(3.139) i (3.152) za skupove svojstvenih funkcija opservabli koje deluju u £?). Rela-
cija zatvorenosti za dati ortonormirani skup vektora predstavlja kriterijum potpunosti
tog skupa u prostoru H i, prema tome, uslov da on bude bazis u ovom prostoru.

Podsetimo se na kraju da bazis u prostoru stanja moZe biti i meSovit. U tom slucaju
on se sastoji od diskretnog svojstvenog podbazisa, ¢iji su elementi vektori konacne
norme |u;), 1 od neprekidnog svojstvenog podbazisa, €iji su elementi uopsteni vektori
|wq). Relacija zatvorenosti za takav bazis ima oblik (v. odgovarajucu relaciju zatvo-
renosti (3.155) u prostoru £2)

Sl + [ datwa)oval =7 (645)

Razvoj proizvoljnog vektora stanja po nekom ortonormiranom bazisu neposredno
sledi iz relacije zatvorenosti za taj bazis. Ako npr. izaberemo gore pomenuti mesoviti
bazis, imamo

Wy =y = > lus)uily) + f der|wa)(walt) = D cilus) + f doc(@)lw,), (6.46)

i

gde su ¢; 1 (@) definisani izrazima (6.39) i (6.40).

6.2.7 Spektralna forma opservable

Neka je {...,|n),...} skup svojstvenih vektora (svojstveni bazis) opservable A sa
Cisto diskretnim nedegenerisanim spektrom {...,a,, ...}. Tada, koristeéi relaciju za-
tvorenosti (6.43), sledi

= Al = Z|n><n| ZA|n><n| Zan|n><n|, (6.47)

odnosno

A=>a,P, (6.48)
Ovaj izraz, odnosno krajnji izraz na desnoj strani jednakosti (6.47), naziva se spek-
tralna forma opservable A.

Ukoliko je spektar opservable A diskretan i degenerisan, njena spektralna forma
zadrZava oblik (6.48), ali operatori P, u tom slucaju predstavljaju projektore na svoj-
stvene potprostore koji odgovaraju svojstvenim vrednostima a,,. Akoje {...,|uu), ...}
svojstveni bazis opservable A, ovi projektori imaju oblik

8n
Py= > it (6.49)
k=1

gde je g, stepen degeneracije svojstvene vrednosti a,.

13
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Ako je, medutim, spektar opservable A neprekidan (i nedegenerisan), njena spek-
tralna forma ima oblik

A= f daala)al, (6.50)

gde su a svojstvene vrednosti opservable, a |a) odgovarajuéi (uopSteni) svojstveni
vektori.

Konacno, ako je spektar opservable A meSovit, tj. ako sadrZi i diskretne i neprekid-
ne svojstvene vrednosti, a, odnosno a (radi jednostavnosti pretpostavi¢emo da su sve
nedegenerisane), njena spektralna forma ima oblik

A= Za,,|n)<n| +fdaa|a)(a|. (6.51)

6.2.8 Reprezentovanje ket i bra vektora matricama

Ako je skup ketova {...,|u;), ...} diskretan ortonormirani bazis u H, tada u dual-
nom prostoru H* postoji odgovarajuéi bazis braova {..., (i, ...}. Svaki ket [¢) € H
i njemu pridruZeni bra (¢/| € H* onda se razvijaju u prvom, odnosno drugom bazisu,
pri ¢emu su ti razvoji u relaciji preko pravila ermitske konjugacije (v. odeljak 6.2.3)

W) = 3 cily > Wl= Y ciul. (652)

Pri tome su ¢; = (u;y) (izraz (6.39)) i ¢ = (wily)™ = (Ylu;).
Zbog jednoznacnosti razvoja, ket [) se u bazisu {..., |u;), ...} reprezentuje matri-
com kolonom ¢iji su elementi koeficijenti c; (v. odeljak 2.1.3 i relaciju (2.21)), tj.
i
W) — | €2 . (6.53)

Pokazacemo da se njemu pridruZeni bra (¢ u tom istom bazisu reprezentuje matricom
vrstom sa odgovaraju¢im kompleksno konjugovanim elementima, tj.

Wl = (c1¢y ). (6.54)

U tom cilju posmatrajmo dva keta |¢),|¥’) € H i njihove razvoje u istom bazisu,
dakle razvoj (6.37) (ili razvoj na levoj strani relacije (6.52)) i razvoj

W'y =" c/lu, (6.55)
gde su ¢/ = (u;|y'). Ketovi |¢) i [¢') u datom bazisu reprezentuju se matricama
kolonama pridruZivanjem (6.53), odnosno

2!
¢

Wy — | < |. (6.56)
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Skalarni proizvod ova dva vektora je

’
¢

W'y = ch;cjf(u,-m,) = ch;‘c;éi,- = Zcfci' =(cic )] | (657
i J i i i

Prema tome, bra (/| se u datom bazisu reprezentuje matricom vrstom (cj ¢; - - - ). Uo-
¢imo da je ova matrica adjungovana (tj. transponovana i kompleksno konjugovana)
matrica matrice kolone kojom je reprezentovan ket |¢), §to je u skladu sa relacijom
Wl = Y)Y (v. odeljak 6.2.3).

6.3 Postulati kvantne mehanike

U ovom poglavlju éemo, koristeci opsti formalizam uveden u prethodnom poglav-
lju, dati pregled osnovnih principa na kojima se zasniva kvantna mehanika u formi
postulata. Te principe smo u prvom delu ovog kursa (Kvantna mehanika 1) uvodili in-
duktivno na osnovu empirijskih ¢injenica i propratne teorijske analize, i to u razli¢itim
fazama kursa u kojima je odgovarajuci formalizam bio dovoljno razvijen. Koristeci
vektorsko predstavljanje stanja i Dirakovu notaciju sada ih moZemo formulisati u op-
Stijem obliku kao minimalni skup postulata iz kojih se, koristec¢i usvojeni formalizam,
razvija celokupna teorija. Prema tome, drugi deo kursa (naredne glave) uglavnom e
biti zasnovan na deduktivnom prilazu. U nastavku ¢emo predstaviti sedam postulata
kvantne mehanike, zaklju¢no sa postulatom o evoluciji kvantnog sistema, a nakon to-
ga bice reci o kvantnoj statistici i meSanim stanjima. VIII postulat, koji se odnosi na
princip nerazlikovanja identi¢nih Cestica, o Cemu nije bilo reci u prvom delu kursa,
bice dat u glavi 12.

6.3.1 Opis stanja kvantnog sistema

U prvom delu ovog kursa uveli smo pojam talasne funkcije i formulisali postulat
o stanjima prema kome ove funkcije u potpunosti opisuju stanja fizickog (kvantnog)
sistema (v. poglavlje 3.1). Sastavni deo postulata je princip superpozicije, zahvaljujuci
kome skup talasnih funkcija predstavlja jedan beskonacnodimenzioni vektorski pros-
tor — prostor stanja kvantnog sistema. Videli smo da u cilju racunanja verovatnoce
norma talasne funkcije mora biti konacna (uslov kvadratne integrabilnosti), §to pros-
tor stanja definiSe kao funkcionalni Hilbertov prostor £2 (v. odeljak 2.1.5).

Na pocetku ove glave (odeljak 6.1.1), medutim, pokazali smo da se, zbog izomorfi-
zma prostora £ i apstraktnog Hilbertovog prostora 74, kvantna stanja, umesto talas-
nim funkcijama, mogu predstaviti vektorima iz H. Koriste¢i vektorsko predstavljanje
postulat o stanjima moZe se formulisati na slede¢i nacin:

I postulat: Stanje kvantnog sistema predstavljeno je u svakom trenutku nekim vekto-
rom iz prostora stanja tog sistema.

15
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Postulat pre svega zahteva da skup svih stanja kvantnog sistema bude vektorski
prostor (prostor stanja), Sto podrazumeva vaZenje principa superpozicije. Dakle, sva-
ka linearna kombinacija vektora stanja opet je neki vektor iz istog prostora. Dalje,
posto je prostor stanja po svojoj strukturi Hilbertov prostor: (i) definisan je skalarni
proizvod vektora stanja, kao i skalarni proizvod ovih vektora sa uopstenim vektorima
iz odgovarajuceg opremljenog Hilbertovog prostora, §to omogucava dekompoziciju
proizvoljnog stanja po nekom bazisu u tom (ili opremljenom) prostoru; (ii) vektori
stanja imaju kona¢nu normu i uvek se mogu normirati na jedinicu. Obe navedene po-
sledice od suStinskog su znacaja pri raCunanju verovatnoce. Ovde treba naglasiti da
vektor stanja, bez obzira na to da li je normiran ili ne, opisuje isto stanje. General-
no, uzima se da on opisuje isto stanje i nakon mnoZenja proizvoljnim kompleksnim
brojem. Obic¢no se kaZe da je kvantno stanje opisano pravcem (jednodimenzionim
potprostorom) u prostoru stanja. Nejednoznacnost do na fazni faktor zadrzava se i
nakon normiranja vektora. Dakle, dva vektora jedini¢ne norme koji se razlikuju po
faznom faktoru predstavljaju isto stanje. Da je ova pretpostavka ispravna, videéemo
u nastavku kada budemo naveli ostale postulate. Pokazace se da rezultat racunanja
merljivih veli¢ina u kvantnoj mehanici ne zavisi od ovog faktora®. U nastavku ée-
mo za obeleZavanje vektora stanja koristiti Dirakovu notaciju, tj. kvantna stanja ¢emo
predstavljati ket vektorima.

6.3.2 Predstavljanje i moguce vrednosti fizickih velic¢ina u
kvantnoj mehanici

IT postulat: Merljive fizicke veli¢ine u kvantnoj mehanici opisuju se operatorima iz
skupa opservabli koji deluju u prostoru stanja kvantnog sistema.

Podsetimo se da je opservabla ermitski operator koji ima osobinu da skup svih
njegovih svojstvenih vektora Cini ortonormirani bazis u prostoru u kome taj opera-
tor deluje. Kao posledica toga, vektor proizvoljnog stanja kvantnog sistema moze se
razloZiti na komponente duZ svojstvenih vektora operatora koji opisuje neku fizicku
veli¢inu, tj. moZe se izraziti kao linearna kombinacija tih vektora.

III postulat: Jedini mogudi rezultat merenja fizicke veliCine jeste neka od svojstvenih
vrednosti odgovarajuée opservable.

S obzirom na to da su svojstvene vrednosti ermitskih operatora, a time i opservabli,
realne, rezultat merenja fizicke velicine, kao §to se i ocekuje, uvek je realan broj.

Prethodno pomenuta moguénost razlaganja vektora stanja po svojstvenim vektori-
ma opservable pridruZene fizickoj veli¢ini koja se meri od presudnog je znacaja za
racunanje verovatnoce dobijanja rezultata merenja odredenih III postulatom.

80vde, medutim, treba imati na umu da, ukoliko se fazni faktori vektora stanja koji ulaze u neku linearnu
kombinaciju promene nezavisno jedni od drugih, onda rezultujuéi vektor opisuje sustinski drugacije
stanje posto se na taj nacin menjaju koeficijenti u superpoziciji stanja.
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6.3.3 Postulat o verovatno¢ama

IV postulat (slucaj diskretnog spektra): Kada se fizicka veli¢ina A meri na sistemu
u stanju opisanom normiranim vektorom |¢), verovatnoca da rezultat merenja bude
svojstvena vrednost a, iz diskretnog spektra odgovarajuce opservable A iznosi

Plan) = WIPIY), (6.58)

gde je P, projektor na svojstveni potprostor pridruZen svojstvenoj vrednosti a,,.

Koristeéi relaciju zatvorenosti (6.43), lako se proverava da je suma verovatnoéa
(6.58) po svim mogucim rezultatima merenja veli¢ine A jednaka jedinici. Naime,

D P@) = D Wby = @l [Z ﬁn) ) = willyy =@y =1. (659

Ako je svojstvena vrednost a, nedegenerisana, projektor P,, ima oblik [u, )(u|, gde
je |u,) normirani svojstveni vektor opservable A pridruZen svojstvenoj vrednosti a;,.
Verovatnoca dobijanja svojstvene vrednosti a, u tom slucaju data je izrazom

Pan) = [(un ). (6.60)

Primetimo da poslednji izraz nije niSta drugo nego kvadrat modula koeficijenta ¢, =
(un|r) koji u razvoju vektora |i) po svojstvenom bazisu opservable A stoji uz svoj-
stveni vektor |u,). Imamo, dakle, P(a,) = |c,|?, §to se poklapa sa izrazom za verovat-
nocu (3.140) dobijenim u okviru talasne mehanike.

Ukoliko je svojstvena vrednost a, degenerisana g, puta, odgovarajuéi projektor
ima oblik f’n = i”zl [t ) unil, gde je {|um), k = 1,2,...,g,} ortonormirani skup
vektora koji predstavlja bazis u svojstvenom potprostoru pridruZenom svojstvenoj
vrednosti a,,. U ovom slu€aju verovatnoca dobijanja svojstvene vrednosti a,, glasi

8n

Plan) = ) Kl (6.61)

k=1

Sto predstavlja sumu kvadrata modula koeficijenata c,; = (u,|¥) koji u razvoju vek-
tora [/) po svojstvenom bazisu opservable A stoje uz svojstvene vektore |u,) pridru-
Zene svojstvenoj vrednosti a,, dakle P(a,) = ngl leal? (izraz (3.142)).

Uoc¢imo da, ako se merenje veliCine A vr$i u nekom od svojstvenih stanja |u,, )
@i |uyp)) pridruZene opservable A, onda na osnovu izraza (6.60) (odnosno (6.61))
verovatnoca da se kao rezultat merenja dobije svojstvena vrednost a, te opservable,
zbog ortonormiranosti skupa svojstvenih vektora, iznosi $(a,) = 6,,. Prema tome,
ukoliko se sistem nalazi u stanju opisanom svojstvenim vektorom |u,) (ili |uu)) ko-
ji odgovara svojstvenoj vrednosti a, opservable A, rezultat merenja veli¢ine A bice
pouzdano (tj. sa verovatnocom P(a,) = 1) upravo ta svojstvena vrednost. Ako se,
medutim, merenje vr3i u stanju koje nije svojstveno stanje opservable A, rezultat a,
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6 Opsta formulacija kvantne mehanike

nije siguran dogadaj (0 < P(a,) < 1), poSto rezultat merenja tada moze biti i ne-
ka druga svojstvena vrednost iste opservable. U primeru merenja polarizacije fotona
opisanom u odeljcima 6.1.2 i 6.1.3 slucaj merenja u svojstvenom stanju odgovarao bi
uglu izmedu polarizatora i analizatora jednakim nuli, dok poslednji slucaj odgovara
proizvoljnom uglu izmedu 0 i /2.

IV postulat (slucaj neprekidnog spektra): Kada se fizicka veli¢ina A meri na siste-
mu u normiranom stanju |y), verovatnoca dobijanja rezultata u intervalu (a, a + da) iz
neprekidnog spektra odgovarajuée opservable A iznosi

dP(a) = Kaly)l*da, (6.62)

gde je |a) svojstveni vektor, normiran na delta funkciju, koji odgovara neprekidnoj
svojstvenoj vrednosti a opservable A.

Koristeéi relaciju zatvorenosti (6.44) neposredno sledi da je integral izraza (6.62)
po celom spektru opservable A jednak jedinici. Naime,

fdﬁ”(a) = f(lﬂla)(aldf)da = <!l/|(f|a><a|da)lw> = Wllly) = Wly) = 1. (6.63)

Izraz (6.62) predstavlja kvadrat modula Furijeovog koeficijenta c(a) = {(a|y), koji
u razvoju vektora |) po neprekidnom svojstvenom bazisu opservable A stoji uz svoj-
stveni vektor |a), pomnoZen Sirinom intervala da. Prema tome, verovatnoc¢a dobijanja
rezultata u intervalu (a, a + da) jednaka je dP(a) = |c(a)|*da (izraz (3.156)).

Veli¢ina p(a) = |c(a)|> = [{aly)* naziva se gustina verovatnoce dobijanja rezultata
a pri merenju fizicke veliine A u stanju ). Integral od p(a) na kona¢nom intervalu
a € (a,B) daje verovatnoéu dobijanja rezultata merenja veli¢ine A u tom intervalu
(izraz (3.158)). Napomenimo i ovde da je verovatnoca dobijanja odredene vrednosti a
koja pripada neprekidnom spektru opservable A jednaka nuli (P, = 0, izraz (3.159)).

Uocimo na kraju da su svi navedeni izrazi za verovatnoce invarijantni na promenu
faznog faktora vektora stanja koji u njih ulaze. Ako npr. napisemo |¥') = € @|y) i
I,y = €“*luy), gde @, € R, imademo (/| = e (W] i (U, | = e ™ (uyl, $to
daje P! = P, i ('|P!|y’) = (¥|P,|y). Ovo potvrduje pretpostavku iz odeljka 6.3.1
da vektori koji se razlikuju samo po faznom faktoru predstavljaju isto stanje.

6.3.4 Srednja vrednost opservable

Prema III postulatu, vrednosti koje se dobijaju merenjem fizicke veli¢ine A pripa-
daju iskljucivo skupu svojstvenih vrednosti (spektru) odgovarajuée opservable A. Ako
se merenje visi na sistemu u stanju |i) i ako opservabla A ima &isto diskretan spek-
tar, verovatnoca dobijanja svojstvene vrednosti a, na osnovu IV postulata odredena je
izrazom (6.58). Srednja vrednost veli¢ine A tada iznosi

A= aP@) = ) awlPly) = Wl (Z anﬁn] ) = WiAly),  (6.64)
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6.3 Postulati kvantne mehanike

pri ¢emu je iskoriSten izraz (6.48) za spektralnu formu opservable. Isti rezultat se
dobija ako opservabla A ima &isto neprekidan spektar. Tada je

(A) = f ap(a)da = f a<w|a><a|¢>da:<¢|( f a|a><a|da)|w>=<w|/i|¢>, 6.65)

gde je iskoriSten izraz (6.50). Konacno, koristeéi izraz (6.51) nije teSko pokazati da
se isti rezultat dobija i u slu€aju meSovitog spektra. Izraz (¥/|A|¢) naziva se srednja
vrednost opservable Au stanju y i oznaCava sa (A)(,, ili (A). Prema tome, (A) = (A) °.
Obratimo paznju na to da je izraz za srednju vrednost takode invarijantan na promenu
faznog faktora vektora stanja, $to ide u prilog pretpostavci da vektori |¢) i €|y)
predstavljaju isto stanje.

6.3.5 Promena stanja kao posledica merenja

V postulat: Ako merenje fizicke veli¢ine A na sistemu u stanju i) daje rezultat a,,,
sistem se neposredno nakon tog merenja nalazi u stanju koje je normirana projekcija
stanja |y) na svojstveni potprostor pridruZen svojstvenoj vrednosti a,. Dakle, dolazi
do skokovite promene stanja

dap pn
) - 1y = —l )

\/<w|ﬁn|w>'

Stanje u kome se sistem nalazi nakon merenja moZe se, takode, napisati u obliku

(6.66)

1 8n
U = ——=——= D curlttnt), (6.67)

\ fnzl |an|2 k=1
gde je g, stepen degeneracije svojstvene vrednosti a,, {|ux),k = 1,2,..., g,} je pot-

pun ortonormirani skup vektora u svojstvenom potprostoru pridruZenom toj vrednosti
i ey = (unl|). PoSto svi svojstveni vektori |u,;) koji ulaze u superpoziciju (6.67)
odgovaraju istoj svojstvenoj vrednosti a, opservable A, i ova superpozicija je svoj-
stveni vektor opservable A koji odgovara toj istoj svojstvenoj vrednosti.

Na osnovu V postulata, verovatnoca dobijanja svojstvene vrednosti a, moZe se
tumaciti i kao verovatnoéa prelaza iz stanja |¢) u stanje |i,,). Ako su vektori oba
stanja normirani, ova verovatnoéa je data izrazom (6.58), odnosno izrazima (6.60) i
(6.61), ili generalno

Py = W) = KWal W) (6.68)

Svojstveni vektori |u,,) u principu se odreduju dopunjavanjem (nekompletne) op-
servable A do kompletnog skupa kompatibilnih opservabli (v. odeljak 3.4.11) i resa-
vanjem zajednickog svojstvenog problema. Ako se izvr$i istovremeno merenje odgo-
varajuéih fizi¢kih veli¢ina, sistem u tom slucaju prelazi u neko od svojstvenih stanja

zraz (A) = (W|A|) za srednju vrednost fizi¢ke veli¢ine A Gesto se tretira kao jedan od postulata kvantne
mehanike. U tom slucaju izrazi za verovatnoce dobijanja rezultata merenja (IV postulat) predstavljaju
njegove posledice.
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|u,x) koja su sadrzana u superpoziciji (6.67), pri cemu je Py — ) = lcml* '°.
Specijalno, ako je rezultat merenja fizicke veliCine A nedegenerisana svojstvena vred-
nost a,, sistem ée se nakon merenja nalaziti u svojstvenom stanju |u,) opservable A
koje odgovara toj svojstvenoj vrednosti, dakle

) 2 [uy), (6.69)

a verovatnoéa prelaza je P(ly) = |u,)) = |cal? = [(unl ).

Promena stanja kvantnog sistema koje je posledica merenja neke fizicke veliCine
diskutovana je u viSe navrata u prvom delu ovog kursa (odeljci 1.4.6, 3.4.2, 4.1.5),
kao i u nekim od primera (npr. u analizi merenja polarizacije fotona u odeljku 6.1.3).
Prihvatljivo objasnjenje ove pojave jeste interakcija kvantnog sistema sa mernim ure-
dajem koja se, za razliku od merenja na makroskopskim sistemima u klasi¢noj meha-
nici, ne moZe proizvoljno redukovati. Cinjenica je, medutim, da do danas nije pred-
stavljena neka zadovoljavajuca teorija koja bi mogla egzaktno da opiSe mehanizam
te promene i V postulat (kao i ostali) formulisan je na osnovu empirijskih ¢injenica.
U svakom slucaju, uzima se da se pocetno stanje kvantnog sistema pri merenju neke
fizicke veli¢ine skokovito menja prelazeci u svoju projekciju na svojstveni potprostor
pridruzen dobijenom rezultatu. Pri opisu stanja talasnim funkcijama ovaj kvantni skok
zvali smo redukcija talasnog paketa odnosno kolaps talasne funkcije (odeljak 3.4.2).

6.3.6 Kanonska kvantizacija

II postulat uvodi jedan od klju¢nih koncepata kvantnomehanickog formalizma —
operatore fizickih veli¢ina (opservable). Postupak pridruZivanja operatora fizickim ve-
licinama naziva se kvantizacija (kvantovanje) i obi¢no se navodi kao zaseban postulat.
Kvantizacija se moZe formulisati na razli¢ite nacine, ali u svim slu¢ajevima u osnovi
ima princip korespondencije (v. odeljak 1.2.4).

U okviru opste formulacije kvantne mehanike najcesée se koristi kanonska kvan-
tizacija koju je predloZio Dirak. Po njemu, klasi¢nim dinamickim varijablama A i B
pridruZuju se operatori A i B tako da Puasonova zagrada

0A OB OB 0A
Ap =Y (2228 o804 i
. 5] Z(a% dpi  0q; opi)’ (670)

i
u kojoj ¢; i p; predstavljaju nezavisne koordinate fizickog sistema, odnosno njima
konjugovane impulse, prelazi u komutator

[A, B]

A

AB-BA (6.71)

po pravilu

{A,B} — %[A, B]. (6.72)

10Uotimo da svojstveno stanje (6.67) preko koeficijenata razvoja c,; zavisi od potetnog stanja |y, dok
je svojstveno stanje |u,x) od njega nezavisno. Istovremeno merenje fizickih veli¢ina ¢iji operatori ¢ine
kompletan skup kompatibilnih opservabli predstavlja nacin da se sistem prevede u odredeno kvantno
stanje (definisano skupom dobijenih vrednosti tih veli¢ina).
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Na taj nacin dobijaju se komutacione relacije koje potpuno odreduju osobine i delo-
vanje operatora koji su njima povezani.

Korespondencija (6.72) izmedu Puasonovih zagrada i komutatora moZe se uociti
poredenjem zakona kretanja u klasi¢noj i kvantnoj mehanici, o cemu Ce biti nesto vise
reci u odeljku 9.3.6. Treba, medutim, ukazati na to da se kod primene ovog pravila
na proizvoljne fizicke veli¢ine mogu pojaviti poteskoce zbog nekomutiranja operatora
dinamickih promenljivih koje ulaze u izraze za te veliCine. PoteSkoce se ispoljavaju
u vidu nejednoznacnosti operatorskog uredenja u izrazima za operatore fizickih veli-
gina'l.

VI postulat: Koordinate x; i kanonski konjugovani impulsi p; fizi¢kog sistema, tj. di-
namicke promenljive koje su u klasi¢noj mehanici povezane Puasonovim zagradama
na slede¢i nacin

{xi, pj} = by, (6.73)

u kvantnoj mehanici predstavljaju se opservablama X; i p;, koje su povezane komuta-
cionim relacijama
[%i, pj] = ihoy;. (6.74)

Opservabla A, pridruZena fizickoj veli¢ini A, koja je funkcija koordinata x; i impul-
sa p;, dobija se zamenjujuci ove promenljive u pogodno simetrizovanom izrazu za
veli¢inu A operatorima X; i p;.

Simetrizacijom se, u stvari, reSava problem nejednoznacnosti uredenja operatora za
svaki konkretan slucaj. Potreba za simetrizacijom najcesée se javlja ukoliko izraz za
fizicku veliCinu sadrzi proizvod promenljivih Ciji operatori ne komutiraju, npr. pro-
izvod neke od koordinata x; i kanonski konjugovanog impulsa p;. U odeljku 3.3.4
pokazali smo da proizvod dva ermitska operatora koji ne komutiraju nije ermitski
operator. Prema tome, prosta zamena promenljivih odgovarajuéim operatorima moze
imati za posledicu ne samo nejednoznacnost nego i neermitski karakter operatora
pridruZenog fizi¢koj veli¢ini. U istom odeljku pokazano je da, ako su B i C ermitski
operatori, tada su njihovi (anti)simetrizovani proizvodi %(B’CA‘ +CB)i1i(BC - CB)
takode ermitski operatori. Dakle, ukoliko je [B,C] # 0, kvantizacija veli¢ine A =
f(BC) vrsi se tako da se proizvod BC zameni pogodnim simetrizovanim proizvodom
odgovarajuéih operatora, npr. A = f (% (BC + Ch)).

U sledecoj glavi na razli¢itim primerima vide¢emo kako se, koriste¢i ovaj postu-
lat, moZe reSiti svojstveni problem opservable u apstraktnom Hilbertovom prostoru,
dakle bez prelaska na odredenu reprezentaciju. Ovaj tzv. algebarski prilaz prvo Ce-
mo primeniti na reSavanje svojstvenog problema operatora koordinate, a zatim na

pokazuje se da se vodeci doprinos tj. ¢lan linearan po 7, za koji se pokazuje da je proporcionalan Pu-
asonovoj zagradi, ipak moZe jednoznacno odrediti. PredloZene su razliite Seme kvantizacije da bi
se nejednoznacnost operatorskog uredenja reSila, od kojih je najpopularnija Vejlova Sema (Hermann
Weyl). Vise detalja o ovom problemu moZe se naci u knjizi ,,Lekcije iz kvantne mehanike” M. Buri¢ i
D. Latasa (bibl. ref. II.A.1), str. 90. Opisani postupak se iz navedenih razloga ogranicava na osnovne
dinamicke promenljive, komponente koordinata i kanonski konjugovanih impulsa i to u pravouglom
koordinatnom sistemu.
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reSavanje svojstvenog problema hamiltonijana linearnog harmonijskog oscilatora.
Takode, u glavi 11 algebarskim prilazom ¢emo reSavati zajednicki svojstveni problem
operatora kvadrata i z-komponente ugaonog momenta.

6.3.7 Evolucija kvantnog sistema

VII postulat: Vremenska evolucija vektora stanja | /(7)) odredena je Sredingerovom
jednacinom

d N
ihd_tW(t» =HOY (1)), (6.75)

gde je H(r) opservabla pridruZena energiji sistema (hamiltonijan).

Sredingerova jedna¢ina (Erwin Schrodinger), njeno reSavanije i analiza re$enja, ko-
risteéi talasne funkcije za opis kvantnih stanja, detaljno su predstavljeni u Cetvrtoj
glavi. Svi zakljucci opsteg karaktera (tj. oni koji nisu vezani za specificnu reprezenta-
ciju) koji su tamo izvedeni vaZe i u ops$toj formulaciji kvantne mehanike. Ovde éemo
izdvojiti odrZanje norme vektora stanja u toku vremena i pokazati kako sledi iz Sre-
dingerove jednacine u formi (6.75)

4o = 4 (4 a4
Elllﬁ(t)ll a(lﬂ(t)llﬁ(t» = (dt <l!/(t)|)|¢/(t)> + ((!/(l)|dt|!,l/(t))

(6.76)

—%wanﬂ(nlwa» + %w(r)m(t)w(r» =0.

U poglavlju 4.2 videli smo da za konzervativne sisteme (kod kojih hamiltonijan
ne zavisi od vremena) postoji klasa re$enja Sredingerove jednacine kod kojih se za-
visnost od vremena javlja isklju¢ivo preko faznog faktora vektora stanja. To su tzv.
stacionarna stanja, koja u Dirakovoj notaciji pisemo |¢,)e” 1. Svojstveni vektori
|dnk) 1 energije E, reSenja su svojstvenog problema hamiltonijana (vremenski nezavi-
sne Sredingerove jednacine)

Hl¢uw) = Edldu), k=1,...,8 (6.77)

S obzirom na to da je skup vektora {|¢.); k = 1,..., g,; Yn} svojstveni bazis hamil-
tonijana, opSte reSenje Sredingerove jednacine za te sisteme moZe se predstaviti u
obliku supepozicije stacionarnih stanja

8n

W)= > > culduore 15, (6.78)

n k=1

Pomenimo da Sredingerova jednacina predstavlja tzv. diferencijalni oblik zakona
kretanja u kvantnoj mehanici. U glavi 9 ¢emo videti da se vremenska evolucija kvant-
nog sistema moZe opisati na jedan formalniji nacin uvodeci evolucioni operator, koji
se naziva integralni oblik zakona kretanja.
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6.4 Kvantna statistika

6.4.1 Kvantni ansambli. Cista i me$ana stanja

Stanje fizickog sistema u klasi¢noj mehanici u svakom trenutku odredeno je vred-
nostima osnovnih dinamickih promenljivih tog sistema, tj. vrednostima svih njegovih
nezavisnih koordinata i impulsa. PoSto su ostale dinamicke promenljive funkcije ovih
osnovnih, u klasi¢noj mehanici ne postoji principijelna prepreka da vrednosti svih tih
veli¢ina budu poznate istovremeno. Kao §to smo videli, u kvantnoj mehanici ovo ne
vaZi zbog principa neodredenosti. Prema postulatu o stanjima (v. odeljak 3.1.1), sve
$to je moguce saznati o kvantnom sistemu odredeno je talasnom funkcijom koja opi-
suje njegovo stanje. Ovo vazi i u opStem formalizmu, gde je stanje kvantnog sistema
predstavljeno nekim vektorom iz prostora stanja tog sistema (v. odeljak 6.3.1). Ta-
lasne funkcije i vektori stanja, medutim, nisu merljive veliCine, pa se informacija o
stanju sistema dobija posredno, merenjem nekog skupa fizic¢kih veli¢ina &iji operatori
¢ine kompletan skup kompatibilnih opservabli za taj sistem (v. odeljak 3.4.11).

Ovde treba naglasiti da proces merenja zapravo prevodi kvantni sistem iz proiz-
voljnog pocetnog (poznatog ili nepoznatog) stanja u neko od zajednickih svojstvenih
stanja kompletnog skupa kompatibilnih opservabli'?, $to je u principu slu¢ajan pro-
ces i jedino $to se moZe predvideti jeste verovatnoéa prelaza (v. odeljak 6.3.5). Iz tog
razloga prevodenje sistema u unapred zadato kvantno stanje (tzv. preparacija) vrsi se
merenjem odgovarajuceg skupa fizickih veli¢ina na kvantnom ansamblu, tj. na veli-
kom broju istovetnih kvantnih sistema (v. odeljak 1.4.7), a zatim izdvajanjem onih
sistema kod kojih rezultat merenja korespondira zadatom stanju. Na taj nacin formira
se podansambl (deo celog ansambla) koji se sastoji od sistema u Zeljenom stanju, a od-
nos broja sistema u tom podansamblu i ukupnom ansamblu (tzv. relativna frekvencija,
v. odeljak 3.2.1) konvergira verovatno¢i dobijanja odgovarajuceg rezultata merenja.

Dva kvantna ansambla smatramo ekvivalentnim ako merenje istog skupa fizic-
kih veli¢ina na njima daje jednaku raspodelu verovatnoce po rezultatima merenja.
Za kvantni ansambl koji je ekvivalentan svakom svom podansamblu kaZzemo da je
homogen ili cist, a stanje kvantnog sistema koji pripada tom ansamblu zovemo
cisto stanje. OcCigledno, gore pomenutim postupkom preparacije formira se homogen
(pod)ansambl sa sistemima u unapred zadatom cistom kvantnom stanju. Sva stanja
koja smo do sada proucavali (u oba dela kursa) spadaju u Cista stanja i postulat o sta-
njima odnosi se na njih. Dakle, moZemo reci da se Cisto kvantno stanje predstavlja
talasnom funkcijom ili vektorom iz prostora stanja kvantnog sistema, pri ¢emu oba
reprezenta nose kompletnu informaciju o sistemu u tom stanju.

U praksi, medutim, informacija o kvantnom sistemu koju nosi talasna funkcija,
odnosno vektor stanja, Cesto nije poznata u potpunosti, pa kazemo da stanje kvant-
nog sistema nije potpuno odredeno. Statisticki gledano, to znaci da sistem sada moZe
biti u razli¢itim stanjima i da, prema tome, odgovarajuci kvantni ansambl nece biti

120v0 se desava i ako skup kompatibilnih opservabli nije kompletan, npr. ako se meri jedna fizi¢ka veli¢ina
C¢ija opservabla nije kompletna. Medutim, u tom slucaju, za razliku od merenja kompletnog skupa,
rezultujuce stanje zavisi i od pocetnog stanja sistema (relacija (6.67)).
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6 Opsta formulacija kvantne mehanike

homogen. Najvise $to u tom slu¢aju mozemo znati jesu statistiCke tezine homogenih
podansambala sastavljenih od sistema u po jednom od zastupljenih stanja. Postavlja se
pitanje kako kvantnomehanicki formalizam prilagoditi nepotpunom poznavanju sta-
nja kvantnog sistema tako da predvidanje teorije bude u skladu sa eksperimentalnim
rezultatima. UoCimo da ovde postoje dva razlicita uzroka za statisticku prirodu re-
zultata merenja. To su: (i) nekompletna informacija o stanju sistema, koju imamo i
u klasi¢noj statistickoj fizici, i (ii) neodredenost vezana za sam proces merenja, koja
je specifi¢na za kvantnu mehaniku. Potrebno je, dakle, pronaci pogodnu matematic-
ku formu koja na korektan naCin uracunava oba elementa statistiCnosti, pri emu je
jasno da to ne moZze biti talasna funkcija ili vektor stanja. Do traZene forme mozemo
do¢i racunajudi verovatnocu dobijanja odredene vrednosti fizicke veliCine pri njenom
merenju na nehomogenom kvantnom ansamblu.

Kvantni ansambl je nehomogen ili mesan ako se moZe dobiti meSanjem (ili, alter-
nativno, ako se moze razloZiti na) dva ili viSe neekvivalentnih ansambala. Za kvantni
sistem koji pripada takvom ansamblu kaZemo da je u mesSanom stanju. Nehomogeni
kvantni ansambl najcescée se formira meSanjem neekvivalentnih homogenih ansamba-
la sa datim statistickim teZinama, pa se meSano stanje ¢esto naziva i statisticka mesa-
vina (Cistih) stanja. Naglasimo da statisticku meSavinu stanja treba strogo razlikovati
od njihove superpozicije, koju moZemo zvati koherentnom meSavinom stanja i koja
je takode Cisto stanje. Osnovna razlika medu njima je to Sto u slucaju superpozicije
postoji interferencija medu razli¢itim Cistim stanjima, dok u slucaju statisticke mesa-
vine toga nema. Primer meSanog stanja je stanje polarizacije fotona koje emituje izvor
prirodne (nepolarizovane) svetlosti (v. odeljak 6.1.2). Snop ovih fotona predstavlja
nehomogen ansambl iz koga se pomocu polarizatora moZe izdvojiti homogen pod-
ansambl koji se sastoji od fotona odredene polarizacije koja ovde predstavlja Cisto
stanje.

6.4.2 Verovatnoca dobijanja odredenog rezultata merenja u
mesanom stanju. Operator gustine

Pretpostavimo da je nehomogeni kvantni ansambl dobijen meSanjem K homogenih
ansambala sa po N sistema (k = 1,..., K). Ukupan broj sistema u nehomogenom
ansamblu tada je N = ¥ & | N, a koli¢nici
N
predstavljaju statisticke teZine homogenih (pod)ansambala u ukupnom ansamblu.
Ocigledno, wy su realni brojevi koji zadovoljavaju uslove

Wi (6.79)

K
wi >0, Z wi = 1. (6.80)
k=1

Posto se ansambl sastoji od veoma velikog broja sistema, u teorijskom opisu uzimamo
da Ny — oo, Yk (odakle je takode N — o), Sto ne utiCe na statistiCke teZine, a
omogucava opis pomocu verovatnoce.
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6.4 Kvantna statistika

Verovatno¢a da se pri merenju veli¢ine A na k-tom podansamblu dobije vrednost
a, po definiciji iznosi (v. odeljak 3.2.1)

) N
Pi(a,) = lim L

, 6.81
Np—o0 Nk ( )

gde je N{™ broj sistema iz k-tog podansambla na kojima je ta vrednost izmerena.
Verovatnoca da se ista vrednost izmeri na ukupnom nehomogenom ansamblu je

N®
Play) = lim —. (6.82)

gde je N = Z,’;l N{™ broj sistema iz ukupnog ansambla na kojima je vrednost a,
izmerena. Dalje moZemo pisati

P(a,) = lim L ZN,?') = lim i Neme _ i fim Y Jim E (6.83)
Noco N P N N—ooo N Ny—oo Nk

odakle sledi veza medu ovim verovatno¢ama
K
Pla) = ) wPu(ay). (6.84)
k=1

Formula (6.84) omogucava nam da odredimo verovatnocu da se pri merenju fizicke
veli¢ine A u meSanom stanju dobije odredena diskretna vrednost a,, ukoliko su nam
poznate verovatnoée dobijanja iste te vrednosti u Cistim stanjima u kojima se nala-
ze sistemi homogenih podansambala u sastavu ukupnog ansambla. Podsetimo se da,
prema III postulatu, vrednost a,, moZe biti samo neka od svojstvenih vrednosti opser-
vable A pridruZene fizickoj veli¢ini A. Verovatnoéa njenog dobijanja u k-tom &istom
stanju, koje éemo predstaviti vektorom |y ), na osnovu IV postulata iznosi

Prlan) = Wl Pule). (6.85)

Koristedi relaciju zatvorenosti (6.43) za proizvoljni ortonormirani bazis {. .., |u;), ...}
u prostoru stanja sistema, dalje imamo

Pilan) = Wil Pal |y = il Pa Y Tuiduuil )

A N (6.86)
= > Gl wOWnl Palusy = Tr (1wl Py)

Napomenimo da je trag operatora (u ovom slu¢aju operatorskog izraza |y )| P,),
koji se definiSe kao suma dijagonalnih matri¢nih elemenata tog operatora u nekom
bazisu (ovde je to {...,|u;),...}), invarijantan u odnosu na izbor bazisa, zbog cega je
taj izbor proizvoljan.
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6 Opsta formulacija kvantne mehanike

Zamenjujuéi poslednji izraz za Pi(a,) u formulu (6.84) i koriste¢i linearnost traga,
dobijamo

K K
Pla) = D wiTr (1w Wl P) = Tr D wilw) wad P, (6.87)
k=1 k=1

odnosno
Play) = Tr(pPy), (6.88)

pri ¢emu izraz
K
p= wilwwnd (6.89)
k=1

predstavlja traZzenu matematicku formu za opis meSanih stanja i naziva se operator
(ili matrica) gustine, odnosno statisticki operator. Napomenimo da vektori |¢) koji
se pojavljuju u izrazu (6.89) moraju biti normirani na jedinicu radi korektnog racuna-
nja verovatnoce, ali nije nuzno da budu i medusobno ortogonalni.

Ukoliko diskretna svojstvena vrednost a, nije degenerisana, a vektor pridruZenog
svojstvenog stanja ozna¢imo sa | ¢,), odgovarajuéi projektor glasi P, = |¢,) (@, pa
se opsta formula za verovatnocu (6.88) svodi na

Plan) = Te(Plen){enl) = (@nl Plen)- (6.90)

Krajnji izraz se dobija koriste¢i definiciju traga operatora u nekom bazisu i relaciju
zatvorenosti za taj bazis.

Ako je, medutim, diskretna svojstvena vrednost a, degenerisana g,, puta, pridruZeni
projektor glasi P, = Ziﬁl [@nj){@njl, gde je {l@nj), j = 1,...,8x} ortonormirani skup
svojstvenih vektora koji odgovaraju svojstvenoj vrednosti a,, pa se formula (6.88)
moZe napisati u obliku

&n 8n
P(a,) = Tr [’62 |90nj><90nj|J = Z<¢n1|ﬁ|()0n]> (6.91)
j=1 j=1
Napomenimo da izbor skupa {|¢,), j = 1,..., g,} nije jednoznacan.

Kona¢no, ako merimo fizi¢ku veli¢inu A &iji operator A ima nedegenerisan nepre-
kidan spektar, verovatnoca da se pri merenju te veliine na sistemu u meSanom stanju
dobije neprekidna svojstvena vrednost a operatora A u intervalu irine da oko te vred-
nosti iznosi

dP(a) = Tr(pla)al)da = (a| p|a)da. (6.92)

Izraze za verovatnoce (6.88), (6.90), (6.91) i (6.92) moZemo smatrati uopstenjem
1V postulata, koji je originalno formulisan za merenje fizicke veli¢ine na kvantnom
sistemu u Cistom stanju (izrazi (6.58), (6.60), (6.61) i (6.62), respektivno), na slucaj
kada se sistem nalazi u meSanom stanju.

26



6.4 Kvantna statistika

6.4.3 Osobine operatora gustine i formalna definicija

Pokazaéemo da je svaki operator oblika (6.89), uz uslove (6.80), pozitivan ermitski
operator jedini¢nog traga.

Da bismo proverili ermitski karakter operatora p datog izrazom (6.89), treba da
odredimo njegov adjungovani operator. Koristeci pravila ermitske konjugacije i Cinje-
nicu da su statisticke tezine wy, realni brojevi, neposredno sledi p* = p, §to znaci da je
p ermitski operator.

S druge strane, pozitivan operator se definiSe kao operator ¢ija je srednja vrednost
uvek nenegativna. Srednja vrednost operatora p u proizvoljnom stanju |¢) glasi

K K K
WIplWY = W1 D" wildd)uly) = > welpdwndy) = ) wilwl ). (6.93)
k=1 k=1 k=1

Posto su wy > 0 (prvi od uslova (6.80)), sledi (¢/|p|¢) > 0, tj. p je pozitivan operator.
Trag operatora p izraCuna¢emo u proizvoljno izabranom ortonormiranom bazisu
{...,|u),...}. Razvoj stanja |¢¥) po tom bazisu glasi [¢y) = 3, cgk)lui), pri cemu
su cgk) = (uilYpy 1 Y |cfk)|2 = 1. Zahvaljujuéi tome i drugom od uslova (6.80), trag
operatora p je
K K
1m=mew=§ﬁmzmmwﬂm=22ymwmww
i i k=1 i k=1
K K K
= 2w Mulwodl = Y wiy 1P = 3 we=1. (6.94)
k=1 i k=1 i k=1
Pokaza¢emo da vazi i obrnuto, tj. da se svaki pozitivan operator jedini¢nog traga
moZze napisati u obliku sume (6.89) sa statistickim teZinama za koje vaze uslovi (6.80).
U teoriji Hilbertovih prostora dokazuje se sledeci stav: Svaki pozitivan ermitski
operator jedini¢nog traga ima Cisto diskretan spektar. Na osnovu toga, spektralna for-
ma operatora p, koji pripada ovoj klasi operatora, ima oblik

P = PalénXtul, (6.95)

gde su p, i | ¢,) svojstvene vrednosti i odgovarajuci svojstveni vektori tog operato-
ra. Napomenimo da neke od vrednosti p,, mogu biti medusobno jednake, tj. spektar
operatora moze biti degenerisan. Koristeéi ortonormiranost vektora |¢,), dobijamo

<¢n|ﬁ|¢n> = <¢n| [Z pn’|¢n’><¢n’|] |¢n> = an’ <¢n|¢n’><¢n’|¢n>

= an’ann’én'n = Pn (696)

Trp = ) (Gulplon) = > pulduldny = D pn (6.97)
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6 Opsta formulacija kvantne mehanike

Posto je p pozitivan operator jedini¢nog traga, neposredno sledi p, > 01 Y, 0, = 1.
Prema tome, svojstvene vrednosti p, mogu se interpretirati kao statisticke teZine Cistih
stanja | ¢,) koje formiraju mesano stanje opisano operatorom p u formi (6.95).

Konac¢no, na osnovu osobina koje smo dokazali, operator gustine moZemo formal-
no definisati kao pozitivan operator jedinicnog traga (potreban i dovoljan uslov).

6.4.4 Uopstenje postulata o stanjima na mesana stanja

Posto smo utvrdili koja klasa operatora omogucava korektno izracunavanje vero-
vatnoce dobijanja odredenog rezultata merenja u meSanom stanju, navodimo sledeci
zakljucak koji moZemo smatrati za uopstenje I postulata na mesana stanja: Svako
mesano stanje moZe se opisati nekim operatorom gustine i obrnuto, svakom operato-
ru gustine odgovara neko mesano stanje.

Uoc¢imo da je operator gustine jednoznacno odreden kad je dat meSani kvantni
ansambl, za razliku od vektora stanja koji je odreden samo s ta¢no$éu do faznog
faktora kad je dat Cist ansambl. Naime, fazni faktor svakog ket vektora koji ulazi
u sastav operatora gustine potire se sa faznim faktorom odgovarajuceg bra vektora jer
se radi o paru kompleksno konjugovanih brojeva.

Napomenimo, medutim, da, ako je zadat operator gustine, odgovarajuéi meSani
kvantni ansambl nije jednoznacno odreden. Preciznije, Cista stanja koja su pomeSana
u odgovaraju¢em meSanom stanju nisu jednoznacno odredena, tj. razlaganje operatora
gustine (6.89) nije jednoznacno. Drugim re€ima, kada je jednom statisticka meSavina
stanja formirana, nije moguée naknadno merenjem ustanoviti koja su Cista stanja tu
inicijalno pomesana.

Ovo mozemo pokazati na jednostavnom primeru statisticke mesavine dva ortogo-
nalna Cista stanja sa jednakim statistickim teZinama. Ako su |i) i [¥,) vektori koji
predstavljaju dva takva stanja nekog kvantnog sistema, odgovarajuci operator gustine
glasi p = %Wl)(lﬂl | + %|!ﬁ2><¢/2|. Neka su dalje |¢]) i |¢}) vektori koji predstavlja-
ju druga dva ortogonalna stanja iz dvodimenzionog potprostora koji obrazuju prva
dva vektora. Operator gustine koji opisuje statisticku mesavinu druga dva Cista stanja
sa istim teZinama glasi p’ = 3|y} )¢ | + 3w, )W) |. Posto navedeni parovi vektora
predstavljaju dva razlicita ortogonalna bazisa u pomenutom potprostoru, za njih vaze
relacije zatvorenosti [y | + w2)Wal = 11 W)W 1+ 15w = 1, gde je 1 jedi-
ni¢ni operator u tom potprostoru. Prema tome, p = p’ = I/2. RealistiCan primer je
mesSano stanje fotona koji pripada snopu potpuno nepolarizovane svetlosti (v. odeljak
6.1.2). Takav snop se moZe dobiti meSanjem u istom omeru dva linearno polarizova-
na snopa sa pravcima polarizacije koji zaklapaju medusobni ugao od 7/2. Pri tome
nije bitno da li su pravci polarizacije duz x i y-ose koordinatnog sistema ili zaklapaju
proizvoljni (ali isti) ugao u odnosu na njih.

Poslednja nejednoznacnost, medutim, ne stvara poteskoce jer se u kvantnoj meha-
nici dva stanja smatraju jednakim ako pod istim okolnostima daju potpuno iste vero-
vatnoce, $to se u slucaju meSanih stanja svodi na jednakost njihovih matrica gustine.
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U narednim odeljcima pokazac¢emo da operator gustine takode omogucava izracu-
navanje srednje vrednosti opservabli i opis vremenske evolucije sistema u meSanom
stanju.

6.4.5 Cisto stanje kao specijalni sluéaj mesanog stanja

Ukoliko statisticka meSavina stanja sadrZi samo jedno Cisto stanje, imamo trivijal-
ni slucaj meSanog stanja koje je svedeno na Cisto stanje. Ako je ono predstavljeno
vektorom |i), odgovarajuéi operator gustine bice

b = Y)Yl (6.98)
Pokazacemo da je stanje opisano operatorom gustine p ¢isto ako i samo ako je
P =p. (6.99)
Pretpostavimo da operator gustine p opisuje neko Cisto stanje i da je, prema tome,
dat izrazom (6.98). Podrazumevajuéi da je odgovarajuéi vektor stanja |¢/) normiran
na jedinicu ((|y) = 1), sledi
£ = (WD = WXyl = lw)wl = p. (6.100)

Neka je sada p? = p. Koriste¢i spektralnu formu matrice gustine (6.95), sledi
P’ an|¢n><¢n| an | )b | = Z anpn |$aY( Dl Y

Z anpn |¢n><¢n (O = an |¢”><¢n

(6.101)

odnosno

5 =p =D (on =P |6a)ul- (6.102)

Posto je p> — p = 0, desna strana poslednje jednakosti takode mora biti jednaka nuli,
a to je moguce samo ako vaz p2 — p, = 0, odnosno p,(p, — 1) = 0, Vn. Odavde
sledi da svojstvene vrednosti p,, mogu biti jednake ili nuli ili jedinici. Kona¢no, uslov
>n.Pn = 1 daje da samo jedna od svojstvenih vrednosti p,, moZe biti jedinica, a sve
ostale su nule, pa se spektralna forma (6.95) svodi na izraz (6.98), Sto znaci da je
stanje Cisto.

Zamenjujuéi operator gustine p u izrazima za verovatnoée (6.88), (6.90), (6.91) i
(6.92) izrazom (6.98), lako se pokazuje da se oni respektivno svode na izraze (6.58),
(6.60), (6.61) 1 (6.62) koji vaZe u slucaju Cistog stanja.
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6.4.6 Srednja vrednost opservable u mesanom stanju

Srednju vrednost opservable A sa ¢isto diskretnim spektrom {a,} u meSanom stanju
opisanom operatorom gustine p odredi¢emo koristeéi izraze (6.88) za P(a,) i (6.48)
za spektralnu formu opservable A. Imamo

A) = Y anPlan) = ) anTr(pPy) = ) an)y GwlpPalu
= Z<u,~|ﬁ(z anﬁn]m» = > wilpAluw), (6.103)

n i
odnosno

(Ay = Tr(pA). (6.104)

Koristeéi izraze (6.50) i (6.51) za spektralnu formu opservable sa neprekidnim,
odnosno meSovitim spektrom, pokazuje se da formula za srednju vrednost (6.104)
vazi u opStem slucaju.

Konac¢no, u specijalnom slucaju Cistog stanja operator gustine ima oblik (6.98), pa
se formula za srednju vrednost (6.104) svodi na

() = Tr(pA) = Te(yWld) = ) )l Alw) = ) W1 Alu)wily)
! " (6.105)
= <w|A[Z |ui><u,-|J W) = WAl = WA,

tj. na standardnu formulu (6.64).

6.4.7 Vremenska evolucija meSanog stanja

Posto je meSano stanje odredeno operatorom gustine i to vaZzi u svakom trenut-
ku vremena, vremenska evolucija sistema u meSanom stanju odredena je promenom
operatora gustine u toku vremena.

Jednacina koja odreduje promenu operatora gustine u toku vremena moZe se izvesti
koriste¢i razlaganje tog operatora po Cistim stanjima, a zatim koriste¢i Sredingerovu
jednacinu da bi se opisala evolucija tih stanja.

Koriste¢i razlaganje (6.89), izvod operatora gustine po vremenu glasi

d
3 D W OXu (o)

£g d (6.106)
; Wi (Elwk(r») W) + ; Wil (D) (Ewk(m) :

d
d_t'o(t)

Posto je evolucija Cistih stanja [y (f)) odredena gredingerovom jednacinom (za ket
vektore)

d N
i3, 1®) = Hgi(0)), (6.107)
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odnosno odgovaraju¢om konjugovanom jednacinom (za bra vektore)

d N
—ih 2 W] = W1 H, (6.108)

dalje imamo

d . 1 . 1 .
@M=E;mmmmmmv%;mmmwmm

| (6.109)

N a | BN
= = (Ap() - p( ) = — [H.p(0),

odnosno

d X
i p() = [A.p(0) (6.110)

Dobijena jednacina odreduje promenu operatora gustine sa vremenom i naziva se Fon
Nojmanova jednacina (John von Neumann).

Navedimo da odrZanje norme vektora Cistih stanja [(¢)) u toku vremena (relacija
(6.76) ima za posledicu odrZanje traga operatora

Trp(r) = 1. 6.111)

6.4.8 Princip korespondencije. Fon Nojmanova entropija

Princip korespondencije izmedu klasi¢ne i kvantne mehanike, koji je od fundamen-
talnog znacaja za proceduru kvantizacije (v. odeljak 6.3.6), od znacaja je i u kvantnoj
statistici. U klasicnoj fizici stanje fizickog sistema predstavljeno je tackom u faznom
prostoru, dok se statisticka meSavina stanja predstavlja njihovom gustinom py; u is-
tom prostoru. Ta gustina je realna pozitivna veli¢ina ¢iji je integral po celom faznom
prostoru jednak jedinici. Ovde odmah moZemo uociti korespondenciju izmedu gu-
stine faznih tacaka py i operatora gustine p (ermitski pozitivan operator jedini¢nog
traga), kojima se opisuju meSana stanja u klasi¢noj i kvantnoj mehanici. Vidimo da
pomenuta korespondencija, osim zamene py; — O, ukljuCuje i prelazak sa integracije
po faznom prostoru na racunanje traga. Tako npr. srednja vrednost fizicke veliCine A,
koja bi se u klasi¢noj fizici racunala kao integral f f prAdgdp, u kvantnoj mehanici
odredena je formulom (6.104).

U statistickoj fizici entropija predstavlja meru nepotpunog poznavanja sistema.
Gibsova entopija (Josiah Willard Gibbs) definisana je za sisteme u termodinamickoj
ravnoteZi sa toplotnim rezervoarom i data je izrazom S = —kg(In py), gde je kg Bolc-
manova konstanta (Ludwig Boltzmann). Prelaze¢i na kvantnomehanicki opis dobija-

mo izraz
S = —kg(Inp) = —kgTr(p1np), (6.112)

poznat kao Fon Nojmanova entropija. Ako operator gustine p izrazimo u spektralnoj
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formi i trag izraunamo u njenom svojstvenom bazisu, izraz za entropiju postaje
S = —kg anlnpn. (6.113)
n

U slucaju Cistog stanja, kao $to smo videli, sve svojstvene vrednosti p, jednake su
nuli, osim jedne koja je jednaka jedinici. OCigledno, tada su svi sabirci p, Inp, = 0,
odakle sledi da je za Cisto stanje S = 0.

Konacno, razmotrimo kanonski ansambl koji je definisan kao statisticki ansambl
koji ukljucuje moguca stanja sistema u termodinamickoj ravnotezi sa toplotnim re-
zervoarom. Gustina verovatnoce da se sistem koji pripada kanonskom ansamblu na-
de u stanju sa energijom E glasi py = e £/%7/Z, gde je T temperatura rezervoara,
aZ = [[eF@r/kT dgdp konstanta normiranja, poznata kao particiona funkcija.
Prema tome, operator gustine u slucaju kanonskog ansambla glasi

1 N
p=7 e kT (6.114)

gde je A
Z =Te(e /BT, (6.115)

particiona funkcija, a H hamiltonijan sistema.
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7 Prostor stanja jedne cestice i
viSecesticnih sistema. Poseban
primer: Linearni harmonijski
oscilator

Kao $to nam je poznato iz dosadasnjeg proucavanja kvantne mehanike, prostor sta-
nja kvantnog sistema po svojoj strukturi uvek je neki Hilbertov prostor. U prethodnoj
glavi videli smo da, osim funkcionalnog Hilbertovog prostora, koji predstavlja prostor
stanja u talasnoj mehanici, prostor stanja moZe biti i apstraktni Hilbertov prostor, te
je u okviru iste glave predstavljen odgovarajuéi formalizam. Medutim, ukoliko nam
je cilj da proucimo neki konkretan kvantni sistem, potrebno je odrediti njegov speci-
fican prostor stanja. Za prostor stanja kvantnog sistema mozemo reci da je odreden
ako znamo kako da odredimo vektor bilo kog stanja tog sistema. Posto se svaki vektor
iz prostora stanja moZe jednoznacno predstaviti u obliku linerne kombinacije vektora
nekog bazisa u tom prostoru, sledi da je za odredivanje prostora stanja dovoljno da
odredimo neki njegov bazis. Pogodno je da izabrani bazis bude ortonormiran, pa se po
pravilu bira svojstveni bazis neke kompletne opservable ili, alternativno, kompletan
skup kompatibilnih opservabli.

Prvi primer koji je od sustinskog znacaja sam po sebi, ali i za proucavanje sloZenijih
sistema, jeste prostor stanja jedne Cestice. Pogodan bazis u tom slucaju je svojstveni
bazis operatora koordinate. Po¢i éemo od jednostavnog slucaja fiktivne Cestice Cije
je kretanje ograniceno na jedan stepen slobode, a zatim razmotriti Cesticu (bez spi-
na) u tri dimenzije. Kada je tzv. orbitni prostor stanja Cestice odreden, prostor stanja
viSeCesti¢nog sistema moze se konstruisati kao direktni proizvod jednocesti¢nih pro-
stora. Poseban, ali takode veoma znacajan primer je linearni harmonijski oscilator.
U ovom slucaju pogodan bazis je skup svojstvenih vektora hamiltonijana oscilatora.
Svojstveni problem ovog operatora ve¢ smo reSavali koristeéi formalizam talasne me-
hanike (prva knjiga). Ovde ¢emo svojstveni problem resiti koristeci algebarski prilaz
koji se zasniva na kanonskoj kvantizaciji i formalizmu operatora anihilacije i kreacije.
Prouci¢emo, takode, joS$ jedan vazan skup stanja linearnog harmonijskog oscilatora —
njegova koherentna stanja. Konac¢no, razradeni formalizam ¢emo uopstiti u cilju pri-
mene na opis sistema identi¢nih Cestica, poznat kao formalizam druge kvantizacije, i
uvesti odgovarajuéi (Fokov) prostor stanja.

Formalizam i rezultati koji ¢e biti predstavljeni u ovoj glavi direktno ée biti prime-
njeni u sledecoj glavi, koja je posvecena teoriji reprezentovanja.
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7 Prostor stanja jedne Cestice i viSeCesti¢nih sistema

7.1 Odredivanje prostora stanja preko svojstvenih
stanja koordinate

7.1.1 Prostor stanja cestice u jednoj dimenziji

Da bismo definisali prostor stanja realne Cestice, a zatim i proizvoljnog viSecestic-
nog sistema, razmotri¢emo prvo fiktivnu Cesticu Cije je kretanje ograniceno na jedan
stepen slobode duZ x-ose. Prostor stanja H, te Cestice odredi¢emo nalaZenjem svoj-
stvenog bazisa neke kompletne opservable koja u njemu deluje. Osnovne dinamicke
promenljive Cestice u ovom slucaju su koordinata x i impuls p,, kojima, na osnovu
VI postulata, pridruzujemo opservable i p, koje zadovoljavaju komutacionu relaciju
[X, px] = ih. PoSto je u pitanju sistem sa jednim stepenom slobode, obe opservable su
kompletne u H,. Izabracemo opservablu % i prou¢i¢emo njen svojstveni problem.

Pretpostavimo da & ima bar jednu svojstvenu vrednost x, ', dakle

X|x0) = xolx0), 7.1

gde je |xp) odgovarajuci svojstveni vektor iz H,, ukoliko xy pripada diskretnom delu
spektra, odnosno iz opremljenog prostora od H, ako xy pripada neprekidnom delu
spektra. Da bismo odredili ostatak spektra, uveséemo tzv. operator translacije

U(a) = e 1%, (7.2)
gde je a realni parametar koji ima dimenziju duZine, i posmatraemo komutator

(%, U(a)]. Koristeéi 1razv0j2 e iPr = Yoo(—ia/m)"pt/n!irelaciju [%, pI] = ifinp)~ L
koja se lako dokazuje indukcijom polazecéi od komutacione relacije [X, p,] = i, sledi

wo0n =5 kel w0 S K
oSl o =S A=t

odnosno
2U@@) = U@@) (% + a). (7.4)

Primenjujudi obe strane jednakosti (7.4) na svojstveni vektor |xg) i koristeéi jednacinu

(7.1), sledi A N
2U(a)|xo) = (x0 + a)U(a)|xo). (7.5)

Poslednja jednacina moZe se posmatrati kao svojstvena jednacina opservable x, gde
je U(a)|xop) svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrednosti xy + a, odnosno

Ua)lxo) = |xo + a). (7.6)

U suprotnom, operator & ne bi mogao biti opservabla (v. odeljke 2.2.5 i 3.3.2).
Zpodsetimo se da operatorski izraz f(A) predstavlja razvoj analiticke funkcije f(A) u stepeni red po pro-
menljivoj A, u kome je potom ta promenljiva zamenjena odgovarajuéim operatorom A (v. odeljak 3.3.4).
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7.1 Odredivanje prostora stanja preko svojstvenih stanja koordinate

Posto parametar a moZe uzeti bilo koju vrednost iz skupa realnih brojeva, sledi da
opservabla x ima neprekidan skup svojstvenih vrednosti x = xp + a € (—o0, +00) i
svojstvenih vektora |x) = |xg + a), tj.

X|x) = x|x), x € (—o0,+00). 7.7)
Drugim re¢ima, neprekidni spektar od % je cela realna osa, a skup vektora
%) = 0()]0) = e™#*7:]0),  x € (—00, +o0), (7.8)

gde smo izabrali da je xo = 0, predstavlja svojstveni bazis opservable £ u H,. Pri
tome, svojstveni vektori |x), s obzirom na to da odgovaraju neprekidnim svojstvenim
vrednostima, nemaju kona¢nu normu, dakle spadaju u uopstene vektore koji pripada-
ju opremljenom prostoru od H,. Kao uopsteni svojstveni vektori opservable, oni su
medusobno ortogonalni i mogu se normirati na delta funkciju (v. odeljak 2.2.6), dakle

(x]x"y = 6(x = X). (7.9)

Konac¢no, navedimo da je spektar opservable X, s obzirom na to da je ona kom-
pletna, nedegenerisan (v. odeljak 3.4.11). Odatle sledi da * nema drugih svojstvenih
vektora osim uopStenih vektora (7.8) i, prema tome, nema diskretnih svojstvenih vred-
nosti, tj. njen spektar je ¢isto neprekidan. Tada relacija zatvorenosti (v. odeljak 6.2.6)
skupa vektora (7.8) glasi

fm |x)x|dx = T. (7.10)

00

Na osnovu toga, prostor H, Cine vektori

|l//>=f (x[Y)]x)dx, (7.11)

o

takvi da je L T: [(x|y)>dx < +o0, dok sve ostale linearne kombinacije uopstenih vek-
tora |x) ¢ine opremljeni prostor od H,.

7.1.2 Delovanje operatora ¥ i j, u prostoru H,
Delovanje operatora % na vektor |y) € H, zadaje se uz pomo¢ razvoja (7.11)

5l = f (R0 dx = f (el ) dx. (7.12)

00 00

Rezultujuéi vektor £|y) pripadaée prostoru H, ako je f_ :o [{x|yHPx2dx < +oo.
S druge strane, koristeci razvoj e b x| - iapy/h + -- -, za male vrednosti para-
metra a imamo If/(a)lzp) ~ (1 —iap,/h)|¥), odakle je

n
ety ~ =2 1= O@] ). (7.13)
a
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7 Prostor stanja jedne Cestice i viSeCesti¢nih sistema

Koriste¢i ponovo razvoj (7.11), sledi

Q

puly) = —— 1—U(a)f (x[y)|x)dx

ih
——f <X|l//)|)€)d)€——jv (x| x+aydx
- (7.14)

M f Gl de— 2 f (x—aly)lx)dx
a . a .

_ihf Mu)dx

U grani¢nom slucaju kada a — 0 priblizna jednakost prelazi u jednakost, a koli¢nik
x|y — (x—aly))/a prelazi u izvod d{x|¢¥)/dx, §to daje

e d
pxlY) = f (—ihd—OCIlﬂ)) |x) dx. (7.15)
— X

00

Vektor p,|y) pripadade prostoru H, ako je f |—if(d/dx) (x|y)Pdx < +o0.

7.1.3 Orbitni prostor stanja Cestice

Osnovne dinamicke promenljive realne Cestice su tri komponente njenog vektora
poloZaja r i tri komponente vektora impulsa p. To su npr. koordinate x, y, z i njima ko-
njugovani impulsi py, py, p;. Na osnovu VI postulata, ovim varijablama pridruZujemo
opservable %, 9, 21 px, Py, p., koje zadovoljavaju komutacione relacije: [£;, %] = 0,
[ﬁ,,ﬁ,] =0, [x;, [J]] = ih 5,, (,j = x,,2), i koje piSemo kao vektorske operatore
skup kompatlbllmh opservabh u tzv. orbztnom prostoru stanja Cestice H, 3. Isto vaZi
i za komponente p,, py, p..

Operatori £ i p, su pojedinaéno kompletne opservable u prostoru H,, a analogno
vaziza i pyu H,izazi p, u H,. Prostor H, tada moZemo predstaviti u obliku
direktnog proizvoda prostora

H, = H, @ Hy ® H., (7.16)

Sto znaci da se uredene trojke elemenata [if,), |\,), [¥.) iz odgovarajucih faktor-pros-
tora jednoznacno preslikavaju u elemente iz H,,, koje piSemo kao [i/,)®|,)®|y,) ili
[ )Wy )ip.) i koji preko njihovih linearnih kombinacija obrazuju ceo prostor H,.

3Stanja koja ¢ine orbitni prostor opisuju dinamiku &estice u prostoru i vremenu, ne uzimajuéi u obzir
unutrasnje stepene slobode Cestice kao §to je spin. U narednim glavama vide¢emo da spinska stanja ¢ine
zaseban vektorski prostor, a ukupan prostor stanja Cestice onda je direktni proizvod njenog orbitnog i
spinskog prostora.
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7.1 Odredivanje prostora stanja preko svojstvenih stanja koordinate

Ako sa |x), |y), |z) oznalimo svojstvene vektore opservabli %, 9, Z, koji odgovaraju
svojstvenim vrednostima x,y,z € (—oo,+00), onda te tri opservable, s obzirom na
to da su kompatibilne, imaju zajednicke svojstvene vektore |r) = |x)|y)|z). Njihov
zajednicki svojstveni problem, X|r) = x|r), §|r) = y|r), Z|r) = z|r), obi¢no piSemo u
obliku

£|r) =r|r), (7.17)

a skup vektora {|r), ¥r € R3} predstavlja svojstveni bazis vektorskog operatora £ u
H,. Uopstavajudi izraz (7.8), ovi vektori se mogu predstaviti u obliku

Ir)y = ¢"i"P|r=0). (7.18)
Prema tome, spektar operatora f je neprekidan (Cine ga svi vektori polozaja r € R%) i
nedegenerisan (zbog kompletnosti skupa opservabli %, ¥, Z). Relacije ortonormiranosti
i zatvorenosti u ovom slucaju glase

(rlr’) = 6(r —1’), (7.19)

odnosno

f lr)(r|d’r = 1, (7.20)

a elementi orbitnog prostora stanja Cestice H,, su vektori
0= [wwinr. @.21)

za koje vaZi uslov kvadratne integrabilnosti f [r|y))>dr < +oo.

7.1.4 Delovanje operatora t i p u prostoru H,

Delovanje operatora # i p na vektore iz H, moZe se odrediti uopstavajuéi izraze
za jednodimenzioni slucaj. Uopstavanjem izraza (7.12), delovanje operatora X na pro-
izvoljni vektor |¢) € H, glasi

il = f IR Er. (7122)

Koristeci analogne izraze za y i z-komponentu, zajednicki izraz za sve tri komponente
piSemo u obliku

#ly) = f rrl)n dr, (723)

$to takode neposredno sledi delujuéi operatorom f na razvoj (7.21). Pri tome, rezul-
tujuéi vektor pripada prostoru H, ako je fl(rlw)|2r2d3r < +00.,
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7 Prostor stanja jedne Cestice i viSeCesti¢nih sistema

Sto se ti¢e delovanja operatora impulsa, prvo uopstavamo izraz (7.15) na

0
pely) = f(—ih—a <1’|w>) Ir)d’r, (7.24)
X

a zatim, koriste¢i analogne izraze za y i z-komponentu, zapisujemo zajednicki izraz
za sve tri komponente u obliku

ply) = f(—ihV<r|l/f>)Ir>d3r~ (7.25)

Rezultujuéi vektor pripada prostoru H, ako je f |— i V{r| ) dPr < +o0, tj. ako je
Furijeov koeficijent (r|i) diferencijabilna funkcija u R>.

7.1.5 Prostor stanja viSecestichog sistema

Osnovne dinamicke promenljive sistema koji se sastoji od N Cestica su komponen-
te vektora poloZaja r; i vektora impulsa p;, i = 1,..., N (ukupno 6N promenljivih).
Ovim vektorima se, analogno kao u slucaju jedne Cestice, pridruZzuju vektorski opera-
tori ; 1 Py, ¢ije komponente, u skladu sa VI postulatom, zadovoljavaju komutacione
relacije (6.74). Kao posledica toga skup od 3N operatora koordinata %;, ;, Z; pred-
stavlja kompletan skup kompatibilnih opservabli u orbitnom prostoru stanja sistema
H 1(0) - Isto vaZi i za skup od 3N operatora komponenata impulsa.

Posto tri komponente vektorskog operatora £; (i, alternativno, tri komponente vek-
torskog operatora p;) ¢ine kompletan skup kompatibilnih opservabli u orbitnom pro-
storu stanja i-te Cestice 7{1.(”), orbitni prostor stanja celog sistema moZe se predstaviti
u obliku direktnog proizvoda orbitnih prostora stanja pojedinacnih Cestica

) _ qy) (0)

H Yy =H"® - H, . (7.26)

Kao posledica ove dekompozicije, skup opservabli 1, . .., £y ima zajednicke svoj-
stvene vektore |ry,...,Iy), koji se mogu napisati u obliku direktnog proizvoda svoj-

stvenih vektora [r;) tih opservabli, tj.

[ry,....en) = 1) - - - [ry). (7.27)
Ovi vektori za sve moguée vrednosti koordinata sistema (tj. ¥ry,...,ry € R?) pred-
stavljaju zajednicki svojstveni bazis skupa opservabli ¥, ...,y u prostoru 'H{o)N a
sam prostor ¢ine vektori
ly) = f . f(rl, S UNIT750) SIUURRR VYT b JRERY R o (7.28)
zakoje vazi [+ [(ry,....en[)PdPry -+ dPry < +eo.

Ovde treba napomenuti da prostor stanja sistema identi¢nih Cestica nije ceo prostor
(7.26), ve¢ njegov potprostor koji ¢ine vektori stanja odredene simetrije u odnosu na
izmenu Cestica. O ovome ¢e biti reci u glavi 12.
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7.2 Linearni harmonijski oscilator i koherentna
stanja. Fokov prostor

7.2.1 ReSavanje svojstvenog problema hamiltonijana
oscilatora u formalizmu operatora anihilacije i kreacije
Svojstveni problem hamiltonijana linearnog harmonijskog oscilatora, ¢ija su reSe-
nja (svojstvene energije i svojstvene funkcije) odredena analitickim putem u prvom

delu ovog kursa (v. odeljak 4.3.6), ovde Ce biti resen koriste¢i algebarski prilaz. Pola-
zna tacka u tome je komutaciona relacija izmedu operatora koordinate i impulsa

[X, pxl = iR, (7.29)

koja, prema VI postulatu, predstavlja kvantni uslov za ovaj sistem.
Hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora glasi

A~ py 1 200
=2 4+ .
> +2mwx, (7.30)

gde je m masa Cestice, a w frekvencija oscilatora. Da bismo algebarskim putem resili
njegov svojstveni problem, hamiltonijan ¢emo predstaviti kao funkciju operatora

g S . S (71.31)

. mw iPy
at= \|—%- , (7.32)
2h 2mihiw

koji su jedan drugom adjungovani i, prema tome, nisu ermitski. Proizvodi ova dva
operatora, zahvaljujudi relaciji (7.29), glase

) . A
o mw ., ps i .. N H 1
_ mw L gp-piy= 2L 733
e TR e T L Al Ll el (7.33)
AD . 7
p s MW o ps i .. N H 1
=M, L Eh - PR = =+ = 734
A" = St S e " WP T PR = g (7.34)

Krajnji ¢lan na desnim stranama ovih jednakosti (¥1/2) javlja se zbog nekomutiranja
opservabli X i p, (relacija (7.29)), a zbog razlike u znaku tog ¢lana u prvoj i drugoj
jednakosti sledi da ni operatori @ i @* ne komutiraju. Imamo aa* — a*a = 1, tj.

[a,a%] =1, (7.35)

i ova relacija ekvivalentna je relaciji (7.29).
Polazedi od jednakosti (7.33), hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora mo-
7e se napisati u obliku
A = how (a*a + ) (7.36)
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7 Prostor stanja jedne Cestice i viSeCesti¢nih sistema

Ako uvedemo operator
N =a"a, (7.37)

koji je, za razliku od operatora & i a‘*, ermitski (naime, (a*a)* = a*(@*)* = a*a),
imamo
A =hw(N+1). (7.38)

Na osnovu ovog izraza jasno je da operator N i hamiltonijan imaju zajednicke svoj-
stvene vektore. Prema tome, reSavanjem svojstvenog problema

Niv)y = vy, (7.39)

nalazimo i reSenja svojstvenog problema hamiltonijana. Posto se radi o sistemu sa jed-
nim stepenom slobode, pretpostavljamo da je hamiltonijan, a time i operator N, kom-
pletna opservabla (v. odeljak 3.4.11). To znaci da su svojstvene vrednosti v operatora
N nedegenerisane i da odgovarajuée svojstvene vektore (odredene do na konstantni
faktor) moZemo oznaciti sa |v). S obzirom na to da je potencijal % mw*x? vezujuéi
na celom domenu x € (—oo, ), sva stanja linearnog harmonijskog oscilatora su ve-
zana. [z tog razloga vektori koji opisuju ta stanja imaju konacnu normu, a energijski
spektar oscilatora, odnosno spektar operatora N, je Cisto diskretan, §to ée biti potvr-
deno u daljoj analizi. U nastavku ¢emo podrazumevati da su svojstveni vektori |v)
normirani na jedinicu, tj. da je (v|v) = 1.

Pre nego sto krenemo sa odredivanjem svojstvenih vrednosti i svojstvenih vekto-
ra operatora N, uoimo da su sve njegove svojstvene vrednosti nenegativne. Naime,
posto je la)? = 0 (znak jednakosti vazi ukoliko je a|v) nulti vektor), iz jednakosti

lanI? = (vla*aly) = VIN) = v(vvy = v (7.40)

sledi v > 0. Ova osobina obezbeduje postojanje donje granice za v, a time i postojanje
osnovnog stanja oscilatora. Koriste¢i komutacionu relaciju (7.35), takode imamo

latmI? = (vlaatvy = (vlata +1|vy = N +1]v) = v +1. (7.41)

Svojstvene vrednosti i svojstvene vektore operatora N odredi¢emo polazeéi od

komutacione relacije (7.35). Zahvaljujuéi toj relaciji imamo [N,a] = [a*a,a] =
a*la,al + [a*ala = —-[a,a*]a = —a i, takode, [N,a*] = [a*a,a*] = at[a,a*) +
[a*,a*]a = a*, dakle
[N,a] = -a, (7.42)
[N,a*] =a*. (7.43)

Pretpostavimo sada da operator N ima bar jednu svojstvenu vrednost koju éemo
obeleziti sa v, a odgovarajuci normirani svojstveni vektor sa |v). Ako komutacione
relacije (7.42) i (7.43) napiSemo u obliku Na = a(N-1), odnosno Na* = a*(N+1), a
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7.2 Linearni harmonijski oscilator i koherentna stanja. Fokov prostor

zatim obema stranama ovih jednakosti delujemo na vektor |v), dobija se

Nalvy = (v =Dalv), (7.44)
Natlvy = (v +Dat|v). (7.45)

Ove jednatine imaju oblik svojstvenog problema operatora N gde su a|v) i a*|v)
svojstveni vektori tog operatora, a v — 1 i v + 1 odgovarajuée svojstvene vrednosti.
Dakle, ako je v svojstvena vrednost operatora N, onda su to i v + 1. Medutim, za
razliku od vektora |v), vektori @|v) i a*|v) nisu jedini¢ni, ve¢ njihova norma, na osno-
vu relacija (7.40) i (7.41), iznosi /v, odnosno Vv + 1. Prema tome, moZemo pisati

alvy = Vv -1y, (7.46)
atlyy = Vv +1|v+1), (7.47)

gde su |v = 1) svojstveni vektori jedini¢ne norme pridruZeni svojstvenim vrednostima
v + 1. Ove relacije u sustini opisuju delovanje operatora @ i &* na svojstvene vektore
operatora N. Rezultat delovanja su svojstveni vektori koji odgovaraju svojstvenim
vrednostima umanjenim, odnosno uveéanim za jedan u odnosu na svojstvenu vrednost
pridruZenu pocetnom vektoru. Navedena interpretacija, medutim, ne vazi za delovanje
operatora & na vektor |v) ako je v = 0. U tom slucaju relacija (7.40) daje ||&|0)||> = 0,
odakle sledi

al0y =0, (7.48)

tj. operator & prevodi vektor |0) u nulti vektor*.

Posmatrajmo sada viSestruko delovanje operatora & i a* na vektor |v), koje mozemo
napisati u obliku &”|v), odnosno (a*)”|v), gde je p broj uzastopnih primena odgova-
rajueg operatora. Ako v nije ceo broj, svaka pojedinacna primena ovih operatora
prevesée rezultat prethodnog delovanja, koji je neki svojstveni vektor operatora N, u
novi svojstveni vektor sa svojstvenom vredno$¢u umanjenom, odnosno uvecanom za
jedan, a konacni izrazi a”|v) i (a*)|v) biée svojstveni vektori operatora N koji odgo-
varaju svojstvenim vrednostima v — p, odnosno v + p. Uo¢imo, medutim, da ¢e tada
svojstvene vrednosti pridruZzene vektorima a”|v), za koje je p > v, biti negativne, $to
je u suprotnosti sa uslovom nenegativnosti. Ako je pak v ceo broj, izraz a”|v) ¢e u
slucaju p < v biti svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrednosti v — p; u slucaju
p = v on Ce biti svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrednosti 0; dok za p > v on
nece biti svojstveni vektor (sa negativnom svojstvenom vrednoscu), veé¢, na osnovu
relacije (7.48), nulti vektor. Prema tome, da bi uslov nenegativnosti bio zadovoljen,
sve svojstvene vrednosti operatora N moraju biti celobrojne. Ovaj zaklju¢ak ne menja
sustinski znaCenje izraza (a*)?|v). Za proizvoljno p on je svojstveni vektor operatora
N pridruZen svojstvenoj vrednosti v + p, odakle sledi da spektar operatora N &ine svi
nenegativni celi brojevi, tj.

v=n=0,1,2,.... (7.49)

40vde treba strogo razlikovati svojstveni vektor |0) operatora N koji odgovara svojstvenoj vrednosti v = 0
od nultog vektora O ¢ija je norma jednaka nuli i koji, iz tog razloga, ne predstavlja kvantno stanje.
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Kao $to smo na pocetku analize svojstvenog problema (7.39) zakljucili, posto je
operator N kompletna opservabla®, svojstvene vrednosti n su nedegenerisane. To on-
da vazi i za svojstvene energije hamiltonijana (7.38), koje, s obzirom na to da je on
linearna funkcija operatora N, glase

E,=hw(n+}), n=012,... (7.50)

Ovaj izraz se poklapa sa izrazom (4.139) za energijske nivoe linearnog harmonij-
skog oscilatora, dobijenim reSavanjem vremenski nezavisne Sredingerove jednacine
u diferencijalnom obliku (v. odeljak 4.3.6), a celobrojna veli¢ina » igra ulogu kvant-
nog broja koji prebrojava svojstvena stanja oscilatora. PoSto su svojstvene vrednosti
operatora N celobrojne i nedegenerisane, odgovarajuce svojstvene vektore, koji su is-
tovremeno i svojstveni vektori hamiltonijana oscilatora, moZzemo oznaciti sa |n), a s
obzirom na relacije (7.46)-(7.48), delovanje operatora & i a* na te vektore glasi

alny = Vnln—-1) za n>0 i al0)y =0, (7.51)
atlny = Vn+1|n+1). (7.52)

Koristeci ove relacije svi svojstveni vektori |n) mogu se izvesti polazeci od jednog od
njih. Obicno se polazi od svojstvenog vektora |0), koji je definisan uslovom (7.48),
a ostali vektori se dobijaju rekurzivno uz pomo¢ relacije (7.52). Imamo (a*)"|0) =

@Yy " Vijly=---= V1--- ynln) = Vn!|n), odakle je
1 A\
|n) = ﬁ(a )"10). (7.53)

Koriste¢i komutacione relacije (7.35), (7.42) i (7.43) lako se proverava da su ovi vek-
tori reSenja svojstvene jednacine (7.39), dakle

Nin) = n|n), (7.54)

i da ¢ine ortonormirani skup vektora, tj. (n|n’) = 6,,,. PoSto vrednosti n = 0 odgovara
najniza vrednost energije oscilatora £y = hw/2 (,,energija nulte tacke”), vektor |0)
predstavlja njegovo osnovno stanje.

Operatori &, a* i N uvedeni su kao pomoéni operatori u cilju re§avanja svojstvenog
problema hamiltonijana linearnog harmonijskog oscilatora. Njima se, medutim, moze
pripisati odredeno fizicko znacenje na osnovu njihovog delovanja na svojstvena stanja

SKompletnost opservable N moZe se eksplicitno dokazati na sledeci na¢in. Osnovne dinamicke promen-
ljive linearnog harmonijskog oscilatora su koordinata x i impuls p,, kojima, na osnovu VI postulata,
pridruZujemo opservable % i p,. Sve druge fizicke veli¢ine definisane na ovom sistemu mogu se pred-
staviti kao funkcije osnovnih dinamickih promenljivih, a njima pridruZene opservable su neke funkcije
opservabli % i p,. Alternativno, s obzirom na relacije (7.31), (7.32), te opservable se mogu predstaviti
i kao funkcije operatora a i a*. MoZe se pokazati da je bilo koja funkcija operatora a i a* koja komu-
tira sa operatorom N u stvari funkcija tog operatora. Prema tome, sve opservable koje komutiraju sa
ovim operatorom su njegove funkcije i njihove svojstvene vrednosti su funkcije njegovih svojstvenih
vrednosti, $to zna¢i da je N kompletna opservabla.
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oscilatora. Tako delovanjem operatora a na vektor |n), koji predstavlja stanje oscilato-
ra sa odredenom vredno§¢u energije E,, dobija se vektor n|n — 1), koji predstavlja
stanje oscilatora sa energijom E,_; = E, — fiw, dok delovanje operatora a* na isti
pocetni vektor daje vektor Vn +1|n + 1), koji predstavlja stanje oscilatora sa energi-
jom E, .| = E, + fiw (v. relacije (7.50)-(7.52)). Dakle, operatori a i a* prevode stanje
oscilatora u novo stanje u kome on ima jedan kvant energije fiw manje, odnosno kvant
energije vise u odnosu na pocetno stanje. Iz tog razloga a se naziva operator anihilaci-
je (unidtavanja), a a* operator kreacije (stvaranja). S druge strane, operator N vektoru
|n), koji je njegov svojstveni vektor, pridruZuje svojstvenu vrednost n, koja predstav-
lja broj kvanata energije 7w oscilatora u stanju opisanom ovim vektorom, odnosno
kvantni broj stanja. Iz tog razloga N se naziva operator kvantnog broja.

7.2.2 Koherentna stanja oscilatora

Medu razli¢itim stanjima u kojima se linearni harmonijski oscilator moZe nadi,
poseban znacaj, pored svojstvenih stanja hamiltonijana, imaju svojstvena stanja ope-
ratora anihilacije. Pokaza¢emo da svojstveni problem ovog operatora

alay = ala) (7.55)

ima reSenje za proizvoljnu kompleksnu vrednost @. Vektor |a), koji predstavlja to
reSenje, potraZi¢emo u obliku razvoja po svojstvenim stanjima hamiltonijana

00

@)= ) ca(@)ln). (7.56)

n=0

Zamenjujudi vektor |@) na obema stranama jednacine (7.55) ovim razvojem i prime-
njujudi relaciju (7.51) dobijamo ), c,(a@) Vrln-1) = a Yo cn(@) |ny. Ako, za-
tim, indeks » u sumama zamenimo indeksom #’, a onda obe strane jednakosti skalar-
no pomnozimo vektorom |n), koristeéi ortonormiranost ovih vektora ((n|n’) = 6,,,
(nln' = 1) = 6n,n’—1 = 5n+1,n'), sledi

Cor1(@Vun+1 = acy(a). (7.57)

Uzastopnom primenom ove relacije, polazeéi od n = 0, dobijamo

al’l
V!
Koeficijent co(@) odredujemo iz uslova normiranja vektora |@). Pretpostavljajuci
da ovi vektori pripadaju prostoru stanja oscilatora, normiraéemo ih na jedinicu.
Uslov {@|a) = 1 ekvivalentan je uslovu 3, |c,(@) > = 1, a uzimajuéi da je koefi-

cijent co(e) realan broj, poslednji uslov daje [co(@)]? 3, 2" /n! = [co(@)]Pel” = 1,
odnosno cy(a@) = +elal/2, Ocigledno, za svako a € C postoji koeficijent co(@) € R,

cnl@) = co(@). (7.58)
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odreden do na znak, takav da je odgovarajuci svojstveni vektor |@) normiran na jedi-
nicu. Konacno, ako za cy(a) izaberemo pozitivnu vrednost, imamo

(o) an
) = 2N =, (7.59)

Posto su za dato cy(a) ostali koeficijenti ¢, (@) jednoznacno odredeni relacijom (7.58),
za svaku kompleksnu vrednost @ postoji do na fazni faktor odreden normirani svoj-
stveni vektor |a@) Ciji je reprezent vektor (7.59). Prema tome, spektar operatora a je
neprekidan i nedegenerisan i ¢ini ga ceo skup C. Poslednja Cinjenica, kao i ¢injeni-
ca da je norma svojstvenih vektora ovog operatora konacna, iako je njegov spektar
neprekidan, posledice su njegovog neermitskog karaktera. UoCimo da u specijalnom
slucaju kada je @ = 0 svi koeficijenti c,(@) postaju nule, osim koeficijenta cy(@) koji
prelazi u jedinicu, ¢ime se razvoj (7.59) svodi na jedan ¢lan — osnovno stanje oscila-
tora

la=0) = |0). (7.60)

Primetimo, takode, da ovaj rezultat neposredno sledi iz svojstvenog problema (7.55),
koji za @ = 0 ima oblik a|a=0) = 0, i uslova (7.48)°.

Da bismo proucili ponaSanje linearnog harmonijskog oscilatora u stanjima |a@), od-
redi¢emo srednje vrednosti relevantnih operatora, a potom ¢emo izracunati neodrede-
nosti koordinate i impulsa oscilatora u tim stanjima. Polaze¢i od svojstvenog proble-
ma operatora anihilacije (7.55) i odgovarajuée ermitski konjugovane jednacine

(@la” = a*(a| (7.61)

dobijamo izraze za srednje vrednosti operatora @, a*, N i H u stanju |a)

(@) =(aldla) = a, (7.62)

(@'Y, = (ald'a) = a”, (7.63)

(N)o = (ald*tla) = a’a = |af, (7.64)
(HYq = (@l (N + 1) |a) = how (jof* + 1). (7.65)

Uocimo da na osnovu izraza (7.59) rezultat merenja energije oscilatora u koherentnom
stanju |@), ukoliko je @ # 0, moZe da bude bilo koji od energijskih nivoa E,,, odredenih
izrazom (7.50), sa verovatnoom

2n
Pu(@) = Knla)f = L (7.66)

Raspodela verovatnoce po vrednostima kvantnog broja n je Puasonova i ona ima mak-
simum za vrednost n koja je jednaka celobrojnom delu od |a|?, dakle celobrojnom
delu srednje vrednosti operatora kvantog broja.

SPokazuje se da kreacioni operator, za razliku od anihilacionog, nema nijedan svojstveni vektor, §to se
moZe objasniti ¢injenicom da njegovim delovanjem nijedan vektor ne prelazi u nulti.
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Koristeéi izraze (7.62) i (7.63) i relacije

— (@ +a), (7.67)

pr=iyf —’"Z“’ @*-a, (7.68)

koje neposredno slede iz relacija (7.31) i (7.32), dobijamo izraze za srednje vrednosti
operatora koordinate i impulsa u stanju |@)

(X = \/ (a +a) = 1[ Rea (7.69)
(Prda =14/ @ (" - @) = V2mhwIma. (7.70)

Posto se kvadrati operatora koordinate i impulsa mogu izraziti preko operatora anihi-
lacije i kreacije u obliku £* = (7/2mw)[(@*)* +2ata+a*+1]i p> = —(mhw/2)[(@7)* -
2a*a + %> — 1], njihove srednje vrednosti glase

(g = % [(@ +a)* + 1], (7.71)
(PYVa = mThw [1- (-’ (7.72)

Koristeci ove izraze i izraz (3.48) za srednje kvadratno odstupanje, dobijamo da su
neodredenosti koordinate i impulsa u stanju |a@)

vz @ (2 = \/%, (7.73)

7]
o= P (P2 = [ = ‘”. (7.74)

Uocimo da ove vrednosti ne zavise od « i da je njihov pr01zvod
h
AxAp, = 5 (7.75)

Prema tome, neodredenost koordinate i impulsa u stanjima |«@) je minimalna (v. re-
lacije (3.180)), Sto znaci da ova stanja predstavljaju koherentna stanja linearnog har-
monijskog oscilatora (v. odeljak 3.4.10), u kojima je njegovo ponaSanje najbliZze po-
nasanju klasi¢nog oscilatora.

Koherentna stanja oscilatora, kao $to smo videli, imaju kona¢nu normu, medutim,
ona nisu medusobno ortogonalna. Naime, koriste¢i razvoj (7.59) i ortonormiranost
svojstvenih vektora hamiltonijana, dobijamo da je

(ala’y = el a2 Z ( a/) e (P P22 4 g, 0’ €C. (7.76)
n=0
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Odavde zakljucujemo da svako koherentno stanje |@) sadrzi komponente svih ostalih
koherentnih stanja oscilatora. Drugim recima, skup svojstvenih vektora operatora a
nije linearno nezavisan i to je jos jedna posledica njegovog neermitskog karaktera.

Na osnovu navedenih osobina moglo bi se ocekivati da skup vektora {|a), Va € C}
ne zadovoljava ni relaciju zatvorenosti. Ovo, medutim, nije tacno. Da bismo to po-
tvrdili izradunaéemo integral f la)(a|d’a, gde je d*a = d(Rea)d(Ima). Ako opet
iskoristimo razvoj (7.59), zamenimo redosled integracije i sumiranja, a zatim vredno-
sti @ napiSemo u polarnom obliku & = p €®, imamo

tﬁwwﬁa—f*WZ] > L nyoridia

n=0 n’=0 l’l'l’l/‘

z |n><n | —p° _n+n i(n'-n
) Vol f I pdpf "eds,
-0 vn:n

n=0n’

(7.77)

gde je sada d’a = pdpde. Posto radijalni i ugaoni integral u poslednjem izrazu imaju
vrednosti [(n+n’)/2]!/2, odnosno 2768,,,, sledi

f|a><a|d2a— ZZ %(”;”/)!6,1%=nZ|n><n|=ni, (7.78)
nin'! pr

n=0 n'=

pri ¢emu je iskoriStena relacija zatvorenosti skupa svojstvenih vektora hamiltonijana
Yo Iny(n| = I (v. relaciju (6.43)). Konacno, relacija zatvorenosti skupa svojstvenih
vektora operatora anihilacije moZe se napisati u obliku

}T f laXa|d?a = 1. (7.79)

Navedena relacija garantuje da se proizvoljno stanje oscilatora moze razloziti po sku-
pu koherentnih stanja. S druge strane, posto taj skup nije linearno nezavisan, kazemo
da je on prekompletan bazis u prostoru stanja oscilatora.

7.2.3 Evolucija koherentnih stanja oscilatora

Odredivanje promene koherentnih stanja linearnog harmonijskog oscilatora u toku
vremena predstavlja primer racunanja evolucije jednog nestacionarnog stanja.

Neka se oscilator u trenutku # = 0 nalazi u koherentnom stanju | @), koje na osnovu
razvoja (7.59) glasi

ﬂ

|ww-mweW”Z (7.80)

Predstavljajuéi resenje Sredingerove jednadine u obliku razvoja (6.78) po stacionar-
nim stanjima koja su u ovom slu¢aju opisana vektorima |nye~ i, gde su energije E,
odredene izrazom (7.50), stanje oscilatora u proizvoljnom trenutku ¢ bice
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W) = e ""0'2/22 |n>e et

. a; ;
— e—m)t/Ze—ldolz/2 Z _0 e"”“”'n) (781)
n=0 W

. = [a()]"
= priwt/2 la)P/2 Z % ),
n!

gde je .
at) = age™". (7.82)
Konacno, pozivajuéi se na razvoj (7.59), moZemo pisati
() = e "a(). (7.83)

Prema tome, koherentno stanje oscilatora ostaje u toku vremena svojstveni vektor
operatora anihilacije, ali sa kompleksnom svojstvenom vredno$cu Cija se faza peri-
odi¢no menja po formuli (7.82). Uz to, svojstveni vektor ima dodatni fazni faktor
e~!2 koji ne menja njegovo fizicko znacenje.

Na osnovu gore navedenog, srednja vrednost neke opservable A, ratunata u stanju
(7.83), ista je kao i u stanju |a(?)), tj.

(A1) = WOIAIY®) = (a®]Ala®) = (A (7.84)

Polazeci od ove jednakosti i relacije (7.82), iz koje proizilazi da je |a(f)| = |, te
izraza (7.64) i (7.65), sledi da za srednje vrednosti operatora NiHu stanju (7.83)
vazi (N NOE (N Vag 1 (H o) = (H Yao» tj. ONE se ne menjaju u toku vremena.

Sto se ti¢e srednjih vrednosti koordinate i impulsa, na osnovu jednakosti (7.84) i
izraza (7.69) 1 (7.70), dobijamo

[ 2% [ 2R
(X)(1) = o Rea(t) = o |ag| cos(wt — ¢p), (7.85)

(pe)(0) = V2mhw Im a(f) = — V2mhw || sin(wt — ¢o), (7.86)

gde je ¢ faza poetne svojstvene vrednosti g = |ag|e™®. Uo¢imo da se srednje vred-
nosti poloZaja i impulsa kvantnog oscilatora u toku vremena menjaju na isti nacin kao
kod klasi¢nog sistema’. S druge strane, neodredenosti koordinate i impulsa oscilatora,
s obzirom na to da ne zavise od «, imaju u stanju (7.83) iste minimalne vrednosti kao
i u poCetnom koherentnom stanju, tj. date su izrazima (7.73) i (7.74). Iz navedenih
razloga koherentna stanja Cesto se nazivaju i ,.klasi¢na stanja”. Ova stanja se realizuju
i imaju poseban znacaj u kvantnoj optici.

7Hamiltonove jednacine, koje opisuju klasi¢nu dinamiku linearnog harmonijskog oscilatora, imaju oblik
dx/dt = py/m, dp,/dt = —mw*x. S druge strane, ako diferenciramo izraze za srednje vrednosti (7.85)
i (7.86), nakon sredivanja dobijamo d(&)/dr = (p,)/m, d{p,)/dt = —mw?(%). Dakle, sistem jednacina
za (®) i (Py) istog je oblika kao sistem jednacina za klasi¢ne varijable x i p,. Napomenimo, takode, da
se sistem diferencijalnih jednacina za srednje vrednosti poklapa sa tzv. Erenfestovim jednacinama za
linearni harmonijski oscilator (v. odeljak 4.3.2, fusnota 3).
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7.2.4 Druga kvantizacija i Fokov prostor

U odeljku 7.2.1 uveli smo operatore & i a* kao pomoéne operatore u cilju reSavanja
svojstvenog problema hamiltonijana linearnog harmonijskog oscilatora algebarskim
putem. Pokazali smo da ti operatori prevode stanje oscilatora u novo stanje u kome on
ima jedan kvant energije 7iw manje, odnosno kvant energije vise u odnosu na pocetno
stanje, zbog Cega su oni nazvani operatorima anihilacije i kreacije. Takode smo uveli
operator N = a*a, Cije svojstvene vrednosti n predstavljaju broj kvanata energije
oscilatora u svojstvenim stanjima hamiltonijana oscilatora H (izraz (7.30)), tj. kvantne
brojeve tih stanja. Shodno tome, operator N je nazvan operator kvantnog broja.

Svojstveni problem hamiltonijana linearnog harmonijskog oscilatora, medutim, mo-
7e se interpretirati i na drugi nacin. PoSto su energijski nivoi oscilatora ekvidistantni,
pri ¢emu je razmak medu susednim nivoima 7w, moZe se uzeti da hamiltonijan A
predstavlja hamiltonijan sistema identi¢nih Cestica koje su sve u istom stanju sa ener-
gijom 7w, ali je njihov broj jednak kvantnom broju n. Broj Cestica tako definisanog
sistema oCigledno moZe da varira, a svako svojstveno stanje hamiltonijana A odgo-
vara odredenoj vrednosti tog broja, a time i odredenoj vrednosti energije celokupnog
sistema. Prema tome, vektor |n) u ovoj interpretaciji predstavlja stanje sistema koji
se sastoji od n Cestica u istom jednocesticnom stanju. Vektor osnovnog stanja oscilato-
ra |0) ovde odgovara sistemu Ciji je broj Cestica jednak nuli, zbog Cega se ovo stanje
naziva stanje vakuuma. Kao §to smo ve¢ videli, energija vakuuma nije nula, ve¢ iznosi
hw/?2. Operatori @ i a* u ovoj interpretaciji transformisu stanje sistema sa n Cestica u
stanje sa n— 1, odnosno n + 1 Cestica, i nazivamo ih operatorima anihilacije, odnosno
kreacije cestica. U istom kontekstu operator N nazivamo operator broja Cestica.

Da bi opis stanja preko broja Cestica bio primenljiv na realistiCne sisteme, treba ga
uopstiti tako da Cestice mogu biti u razli¢itim stanjima. Takav opis sistema identi¢nih
Cestica obi¢no se naziva formalizam druge kvantizacije. Za razliku od standardnog
opisa (tzv. prve kvantizacije), gde se postavlja pitanje u kom stanju se nalazi sva-
ka Cestica sistema®, u formalizmu druge kvantizacije pitamo se koliko &estica ima u
svakom stanju. U tom slucaju vektore stanja viSecesti¢nog sistema piSemo u obliku

lny,no, ..o g, .., (7.87)

gde je n; broj Cestica u i-tom jednocesti¢nom stanju. Brojevi n;, i = 1,2,..., naziva-
ju se brojevi popunjenosti odgovarajuéih jednocesti¢nih stanja. Stanja predstavljena
vektorima (7.87) zovu se Fokova stanja (Bnagumup ®ok). Ovi vektori se, u zavis-
nosti od simetrije sistema u odnosu na izmenu Cestica, koju ¢emo prouciti u glavi 12,
konstruisu kao simetrizovani, odnosno antisimetrizovani proizvodi Fokovih stanja i-te
vrste |n;) = |...,0,n;,0,...). Skup svih Fokovih stanja ¢ini bazis u Hilbertovom pro-
storu sistema sa proizvoljnim brojem identi¢nih Cestica, koji nazivamo Fokov prostor.

80dgovor na ovo pitanje u principu je moguée dobiti jedino u slu¢aju neinteragujuéih estica. Ukoliko
postoji interakcija medu Cesticama (bar privremeno), pokazuje se da je ukupni sistem u tzv. uplete-
nom stanju (eng. entangled state), koje ima oblik linearne kombinacije proizvoda stanja pojedinacnih
slobodnih cestica. To znaci da nije moguce definisati Cista stanja pojedinacnih Cestica ukoliko one in-
teraguju.
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7.2 Linearni harmonijski oscilator i koherentna stanja. Fokov prostor

Stanje vakuuma napisano u formi (7.87) je Fokovo stanje kod koga su svi brojevi
popunjenosti jednaki nuli, tj.

10Y=10,0,...,0,...). (7.88)

Formalizam druge kvantizacije uvodi onoliko operatora anihilacije i kreacije, @; i &;,
koliko ima razli¢itih jednocesti¢nih stanja sistema (najc¢e$¢e neogranic¢eno). Pri tome,
delovanje operatora &; i & na proizvoljno Fokovo stanje smanjuje, odnosno povecava
broj popunjenosti n; za jedan, dok ostali brojevi ostaju nepromenjeni. Odatle sledi
da se, polazeéi od stanja vakuuma, svako Fokovo stanje mozZe, analogno kao kod
oscilatora, formirati viSestrukim delovanjem operatora kreacije.

Formalizam druge kvantizacije §iroko se koristi u teoriji vibracija kristalne reset-
ke i u kvantnoj teoriji polja. Elektromagnetno polje, na primer, moZe se predstaviti
u obliku superpozicije ravnih talasa koji su okarakterisani vektorom polarizacije € i
talasnim vektorom k. Odatle sledi da se hamiltonijan kvantovanog elektromagnetnog
polja moZe napisati u obliku sume ¢lanova oblika (7.30) od kojih se svaki odnosi na
foton (kvant elektromagnetnog polja) okarakterisan odredenim vrednostima parame-
tara k i €, dakle

A=) hoi@a; + ), (7.89)

gde indeks i prebrojava razliCite vrednosti ta dva parametra. Operatori a; i &; se, pri
tome, tumace kao operatori kreacije, odnosno anihilacije fotona i-tog tipa, a vektor
(7.87) opisuje stanje polja sa n; fotona prvog tipa, n, fotona drugog tipa itd. Ovi
vektori su svojstveni vektori hamiltonijana (7.89) i u stanjima koja opisuju polje ima
energiju
E= Z hw;(n; + 1). (7.90)
1

Uoc¢imo da je, analogno pojedinaénom oscilatoru, energija elektromagnetnog polja u
stanju vakuuma E razli¢ita od nule, StaviSe zbog beskonacnog broja stepeni slobode
sledi

Eo = %Z hw; = co. (7.91)
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8 Teorija reprezentovanja

Na pocetku glave 6 objasnjeno je kako se, polazeéi od talasne mehanike u kojoj
se stanja kvantnog sistema opisuju talasnim funkcijama, tj. elementima funkcional-
nog Hilbertovog prostora £2, na osnovu izomorfizma izmedu tog prostora i nekog
apstraktnog Hilbertovog prostora H, moZe preci na opstu formulaciju kvantne me-
hanike u kojoj su stanja predstavljena vektorima iz /. Analogno se moglo po¢i i od
Hajzenbergove matricne mehanike (Werner Heisenberg) i preéi na opStu formulaciju
na osnovu izomorfizma izmedu prostora £2, &iji su elementi beskona¢ne kompleksne
matrice kolone kona¢ne norme, i apstraktnog Hilbertovog prostora H. Ako sada po-
demo obratno, tj. od opSte formulacije, talasna i matricna mehanika pojavljuju se kao
njene specifi¢ne reprezentacije.

U ovoj glavi prvo ¢emo predstaviti opStu teoriju reprezentovanja, a zatim prouciti
najcesce koriSéene reprezentacije — koordinatnu, impulsnu i energijsku reprezentaci-
ju, kao i tzv. N-reprezentaciju. U praksi se pokazalo da zavisno od konkretnog proble-
ma neka specificna reprezentacija moze biti posebno pogodna za njegovo analiziranje
i reSavanje. Vide¢emo da prelazak sa jedne reprezentacije na drugu predstavlja jednu
vrstu unitarnih transformacija. Osobine unitarnih trasformacija bi¢e detaljnije pro-
ucene u sledecoj glavi koja je posveéena prostornim i vremenskim transformacijama.

8.1 Opsta teorija reprezentovanja

Svakom vektoru iz apstraktnog Hilbertovog prostora moZe se jednoznacno pridru-
7iti skup koeficijenata razvoja tog vektora u svojstvenom bazisu neke opservable A
koja je u tom prostoru kompletna', a svakom operatoru koji deluje u istom prosto-
ru odgovaraju¢i skup matri¢nih elemenata (v. odeljke 2.1.3 i 2.2.2). Za ove skupove
kaZemo da reprezentuju posmatrani vektor, odnosno operator u svojstvenom bazisu
opservable A, a pomenuto pridruZivanje naziva se A-reprezentacija.

Spektar opservable mozZe biti diskretan, neprekidan ili meSovit i to isto vaZi i za njen
svojstveni bazis. Medutim, pri definisanju reprezentacije obicno se bira kompletna
opservabla sa ¢isto diskretnim ili sa ¢isto neprekidnim spektrom. Prema tome, zavisno
od tipa bazisa, reprezentacija moZe biti diskretna ili neprekidna.

! Ako izabrana opservabla nije kompletna, 3to je u praksi &esta situacija, potrebno ju je dopuniti do kom-
pletnog skupa kompatibilnih opservabli (v. odeljak 3.4.11).
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8 Teorija reprezentovanja

8.1.1 Reprezentovanje vektora

Ako opservabla A ima &isto diskretan spektar {a,}, njen svojstveni bazis {|n)} je
prebrojiv, a vektori |n) imaju kona¢nu normu. Normiranjem ovih vektora na jedinicu
bazis Ce biti ortonormiran i razvoj vektora |) € H u njemu glasi (v. odeljak 6.2.6)

) = > (nlyin). @®.1)

Reprezentacija vektora ) u ovom je slucaju diskretna i Cini je skup koeficijenata
Y, = (n|y) koji formiraju matricu kolonu (v. takode odeljak 6.2.8), dakle

1y
) — |Gl (8.2)

Skalarni proizvod vektora |),|¢) € H u diskretnoj reprezentaciji izraCunava se
preko njihovih koeficijenata u toj reprezentaciji

Wle) = wilig) = (i (Z |n><n|] I#) = D WinXnlg) = > yrdn.  (83)

n

U ovom izvodenju iskoriStena je relacija zatvorenosti tipa (6.43). Uzimajudi da je
@) = |¢), iz relacije (8.3) sledi da kvadrat norme matrice kolone koja reprezentuje
vektor ) iznosi Y,|,1> = Y, 05 ¥, = (Wl¥) < +oo, $to znali da ona pripada
prostoru £> (prostoru beskona¢nih kompleksnih matrica kolona kona¢ne norme).

Ako opservabla A ima Cisto neprekidan spektar {a}, njen svojstveni bazis {|a)}
je neprebrojiv, a vektori |a) nemaju konacnu normu i obi¢no se normiraju na delta
funkciju. Razvoj vektora |) po tom bazisu tada ima oblik

) = f(all//>la>da- (8.4)

U ovom slucaju vektor |y) se reprezentuje neprekidnim skupom Furijeovih koeficije-
nata Y(a) = (aly) koji se naziva funkcija stanja u A-reprezentaciji, dakle

[) — y(a) = {aly). (8.5

Skalarni proizvod vektora |), |¢) € H u neprekidnoj reprezentaciji racuna se pre-
ko odgovarajucih funkcija stanja. Koriste¢i relaciju zatvorenosti tipa (6.44), dobija se

Wlg) = Wil1g) = (Wl (f|a><alda)|¢> = f(l//la><a|¢>da = ft//*(a)¢(a)da- (8.6)

Odavde sledi da kvadrat norme funkcije y(a) koja reprezentuje vektor |y) iznosi
f ly(@)l>da = (W) < +oo, tj. Y(a) € L2 (prostor kvadratno integrabilnih funkcija).
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8.1 Opsta teorija reprezentovanja

Ako je vektor stanja |¢) normiran na jedinicu, na osnovu postulata o verovatnodi,
za koeficijente razvoja tog vektora u svojstvenom bazisu opservable A u slu¢ajevima
diskretnog i neprekidnog spektra vazi

al* = Knly)l* = Plan), (8.7)
odnosno P )
W@ = Kaly)l? = d—a“ = pla). (8.8)

Dakle, kvadrati modula ovih koeficijenata predstavljaju verovatnocu, odnosno gustinu
verovatnoce, da se merenjem veli¢ine A u stanju |¢) dobije rezultat a,, odnosno a.
Sami koeficijenti razvoja se u tom smislu nazivaju amplitude verovatnoce dobijanja
odgovarajuéeg rezultata merenja.

8.1.2 Reprezentovanje operatora

Reprezentacija operatora se nalazi polazeci od reprezentacije vektora koji pripadaju
prostoru delovanja tog operatora. Neka je |¢) proizvoljni vektor iz prostora u kome
deluje operator C i neka je taj prostor takode kodomen ovog operatora. Tada je

Cly) = 14) (8.9)

vektor iz istog prostora. Skalarnim mnoZenjem ove jednakosti elementom |n) dis-
kretnog svojstvenog bazisa kompletne opservable A sledi

(nlClyy = (nl). (8.10)

Koristeci razlaganje nlCly) = (ICII) = (IC (L I X DIY) = T alCln W' 1),
1mmamo

Z(nléln'xn'lw} = (nl¢), (8.11)
odnosno !
D ot = b, ¥, (8.12)
gde su ’
Cow = <I”l|é|l’l’> (8.13)

matriéni elementi operatora C,a v = (nlY) 1 ¢, = (n|¢) koeficijenti razvoja vektora
[¥) 1|¢) u svojstvenom bazisu opservable A. Skup matri¢nih elemenata (8.13), odno-
sno odgovarajuéa matrica predstavlja diskretnu A-reprezentaciju operatora C, dakle

Cii Cn
¢ 5 c=|Ca Cn - | (8.14)

a sistem jednacina (8.12) ekvivalentan je matri¢noj jednacini C¥ = ®, gde su ¥ i @
matrice kolone koje reprezentuju vektore |y) 1 |¢).
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8 Teorija reprezentovanja

Skalarnim mnoZenjem jednakosti (8.9) elementom |a) neprekidnog svojstvenog
bazisa kompletne opservable A dobijamo A-reprezentaciju te jednakosti

(alCly) = (alg), (8.15)
gde su vektori C‘Iz//) i|¢) predstavljeni funkcijama (alélz,b) i {a|¢). Koristeci razlaga-
nje (a|Cly) = (a|Clly) = <a|é(fla’><a’|) lp)da' = [(alCla’}a' lyydd’, sledi

f(aléla’><a'|lﬂ>da’ = (al¢), (8.16)
Sto ¢emo pisati u obliku
fC(a, aY(a)da' = ¢(a). (8.17)
Funkcija
C(a,d’) = (a|C|d") (8.18)

je uopstenje pojma matricnog elementa operatora na slucaj neprekidnog bazisa i na-
ziva se jezgro integralnog operatora. Prema tome, jezgro (8.18) je neprekidna A-
reprezentacija operatora C, a rezultat delovanja ovog operatora na vektor |y) pred-
stavljen je integralom na levoj strani jednakosti (8.17), dakle

Clyy — <aléllﬁ>=fC(a,a')lﬁ(a')da'- (8.19)

8.1.3 Srednja vrednost opservable

Polazeéi od formule za srednju vrednost opservable C u stanju opisanom vektorom
|y) 1 koristedi relaciju zatvorenosti diskretnog bazisa {|n)}, dobija se izraz za srednju
vrednost te opservable u diskretnoj reprezentaciji

<©=w@w=wﬁ%wﬂmb]wﬂé&]mwww

(8.20)
= > D wmnlCl Yy = 3" 0 Con
$to se moZe napisati u matri¢cnom obliku
Cn Cia -+ (¥
Cy=@iys )| Ca Cn o || 2], (8.21)

Na analogan nacin, koriste¢i relaciju zatvorenosti neprekidnog bazisa {|a)}, dobija
se odgovarajudi izraz za srednju vrednost u neprekidnoj reprezentaciji

<&=wwm=wmﬁw=ffwmwawwmmw’

(8.22)
=ffl!/*(a)c(a,a’)w(a’)dada’.

54



8.1 Opsta teorija reprezentovanja

8.1.4 Svojstveni problem operatora u diskretnoj reprezentaciji

Skalarnim mnoZenjem elementima diskretnog ortonormiranog bazisa {|n)}, svoj-
stveni problem operatora A

Ala) = ala), (8.23)

uz razlaganje (n|A|a) = 3, (n|A|n’Y{n’|a), prelazi u sistem jednacina
Z(nlAIn')(n'la) = a{n|a), ¥n, (8.24)

koji predstavlja njegovu reprezentaciju u datom diskretnom bazisu. Koriste¢i razlaga-
nje (n|a) = X, 0.y {n'|a), ovaj sistem dalje se moZe napisati u obliku

D A= @by )'la) = 0, Vn, (8.25)

gde su A,y = (n|A|n’) matri¢ni elementi matrice A koja reprezentuje operator A.
Posto je u pitanju homogen sistem jednacina, on ¢e imati netrivijalna reSenja ukoliko
je determinanta sistema jednaka nuli, tj.

det(A —al) =0, (8.26)
gde je | jedini¢na matrica. Ako je N broj jednacina sistema?, ovaj uslov se nakon
razvijanja determinante svodi na algebarsku jednacinu N-tog reda sa nepoznatom a,
tzv. karakteristicnu jednacinu. Njena reenja (korenovi) a®, k =1,2,...,K < N, od
kojih neka mogu biti viSestruka, predstavljaju svojstvene vrednosti operatora A. Pri
tome, ako je d; multiplicitet (red) korena ay, onda je Zle dy = N.

U sledeéem koraku, da bismo za svaku svojstvenu vrednost a®®’ izradunali odgo-
varajuce svojstvene vektore, jednacinu (8.25) reSavamo K puta, uzimajudi za a svaki
put drugu svojstvenu vrednost. Ovde razlikujemo dva slucaja:

(i) Ako je a® prost koren karakteristi¢ne jednacine, od N jednagina sistema (8.25)
njih N — 1 medusobno je nezavisno. Tada reSenja za svih N koeficijenata (nla®)
nisu medusobno nezavisna, ali ako jedan od koeficijenata, recimo (1 |a®), tretiramo
kao parametar, dobiéemo nehomogen sistem od N — 1 linearnih jednacina sa isto
toliko nepoznatih (n|a®y (n = 2,...,N). Za svaku vrednost parametra (1 |a®) ovaj
sistem kao resenje daje jedan skup vrednosti ostalih N—1 koeficijenata, odnosno jedan
svojstveni vektor [a®) = N (n|a®)|n). Posto je vrednost parametra proizvoljna,
broj svojstvenih vektora koji odgovaraju svojstvenoj vrednosti a® je beskonacan i
oni ¢ine jednodimenzioni svojstveni potprostor, §to znaci da je ta svojstvena vrednost
nedegenerisana.

2Broj elemenata bazisa, a time i broj jednacina sistema (8.25), je u veéini slu¢ajeva beskona¢an. Tada,
pre nego §to se krene sa reSavanjem, sistem je neophodno redukovati na konacan broj jednacina, §to se
postiZe izborom ogranicenog bazisa. Ovo ima za posledicu da ¢e i skup reSenja biti redukovan, a sama
reSenja bi¢e manje ili viSe aproksimativna. Da bi se reSenja od interesa odredila sa zadovoljavaju¢om
tacnoS$cu, potrebno je izabrati relevantan i dovoljno veliki redukovani bazis.
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8 Teorija reprezentovanja

(i) Ukoliko je a® viSestruki koren karakteristi¢ne jednacine reda d; > 1, a operator
A je ermitski, pokazuje se da od N jednaina sistema (8.25) njih N — dj bi¢e medu-
sobno nezavisno. Ako, medutim, d; koeficijenata (n]a®) tretiramo kao parametre,
dobi¢emo nehomogen sistem od N — d; linearnih jednacina za isto toliko preostalih
koeficijenata kao nepoznatih. Za svaki izbor parametara ovaj sistem kao reSenje daje
jedan skup vrednosti ostalih N — dj koeficijenata (n|a®), odnosno jedan svojstveni
vektor. Posto su vrednosti parametara proizvoljne, broj svojstvenih vektora koji odgo-
varaju svojstvenoj vrednosti a®®’ je beskonacan i oni, saglasno broju parametara, ¢ine
svojstveni potprostor dimenzije dy, Sto znaci da je ova svojstvena vrednost dy puta de-
generisana. Kona¢no, iz pomenutog potprostora moguce je izdvojiti d; vektora koji su
linearno nezavisni, a zatim pomo¢u Gram-Smitovog postupka od njih formirati skup
od dj, ortonormiranih svojstvenih vektora.

Pomenimo da se reSavanje svojstvenog problema nekog operatora u diskretnoj re-
prezentaciji Cesto naziva dijagonalizacija, a razlog je taj $to je matrica koja reprezen-
tuje taj operator u njegovom svojstvenom bazisu dijagonalna sa svojstvenim vrednos-
tima na dijagonali (v. tre¢u teoremu u odeljku 2.2.5).

8.1.5 Transformacije medu reprezentacijama

Razmotri¢emo prvo prelazak sa diskretne reprezentaciju na drugu, takode diskretnu
reprezentaciju. Neka su A i B dve opservable sa &isto diskretnim i nedegenerisanim
spektrima i neka su {|a,)} i {|b,)} odgovarajuci svojstveni bazisi. Neka je proizvoljno
stanje | ) dato u A-reprezentaciji, tj. neka je predstavljeno matricom kolonom sa
koeficijentima {a,|y). Tada je isto stanje u B-reprezentaciji odredeno koeficijentima

Baltr) = Bal 1) = Bal Y lamXanlyy) = Y Balan)anlpy.  (8:27)

m m

Prema tome, prelazak sa A na B-reprezentaciju zadat je matricom S, ¢iji elemenati su
Sum = (bnlan), a sama transformacija u matricnom obliku glasi

(Dily) St Sz e\ ((aly)
Dol [ = | S S22 -+ || (a2lyp) (8.28)

Neka su sada ¥(n7) 1 ¢(¢) dve neprekidne reprezentacije stanja |¢). Prelazak sa & na
n-reprezentaciju postiZe se transformacijama

w(n) = i) = (illy) = (nl(flf)(fld-f)lw

- [aenenras = [
Konacna transformacija se moZe napisati u simbolickom obliku

w(p) = Sy(é), (8.29)
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8.1 Opsta teorija reprezentovanja

gde je S integralni operator sa jezgrom (n]&) koje predstavlja analogon matri¢nih
elemenata u slucaju neprekidnih indeksa 71 &.

Prelazak sa diskretne reprezentacije na neprekidnu ili obratno postiZze se pomocu
matri¢nih elemenata, odnosno jezgra integralnog operatora sa jednim diskretnim i
jednim neprekidnim indeksom.

Inverzna transformacija (prelazak u obrnutom smeru) ostvaruje se pomoc¢u matrice
koja je inverzna matrici S, dakle

(@) = D (S umlbult). (8.30)

S druge strane je

() = > Kanlbu)bultr) = > (bulan) Bult) = Y Sp(buly).  (8.31)

Poredeci krajnje izraze u ovim transformacijama sledi (S7'),,, = S ,, odnosno

S =g* (8.32)

Prema tome, matrica transformacije S je unitarna. Analogno, operator transformacije
S izmedu dve neprekidne reprezentacije je unitaran operator.

Neka je A ermitski operator u nekoj reprezentaciji (diskretnoj ili neprekidnoj) koji
delovanjem na stanje ¢ u istoj reprezentaciji (predstavljeno matricom kolonom, od-
nosno funkcijom) daje stanje ¢ u toj reprezentaciji, tj.

Ay = ¢. (8.33)

Neka je, pored toga, S unitarni operator koji stanja iz date reprezentacije prevodi u
drugu reprezentaciju (u kojoj su stanja oznacena primom), dakle

Sy=y', S¢p=¢. (8.34)

Delujuéi operatorom § na obe strane jednakosti (8.33) i koriste¢i transformacije
SAy =SAly = SAS-'Sy, dobijamo SAS 'Sy = §¢, odnosno

Ay =¢, (8.35)

gde je

A =

(95

AS1=SAS+. (8.36)

Poslednje relacije predstavljaju transformaciju operatora A iz jedne reprezentacije u
drugu. Posto je operator transformacije S unitaran, transformacije medu reprezenta-
cijama spadaju u tzv. unitarne transformacije, o kojima ¢e biti vise re¢i u poglavlju
9.1.
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8 Teorija reprezentovanja

8.2 Koordinatna reprezentacija

Reprezentacija definisana vektorskim operatorom f naziva se koordinatna repre-
zentacija u orbitnom prostoru stanja Cestice ili r-reprezentacija®. Posto & ima Cisto
neprekidan spektar (v. odeljak 7.1.3), koordinatna reprezentacija spada u neprekidne
reprezentacije.

8.2.1 Reprezentovanje stanja

Na osnovu relacije (8.5) iz opste teorije reprezentovanja, stanje opisano vektorom
|y € H, u koordinatnoj reprezentaciji opisuje se funkcijom stanja y(r) € L2, pozna-
tom u talasnoj mehanici kao talasna funkcija. Dakle

) — () =(rly). (8.37)

Skalarni proizvod vektora [), |¢) € H, u ovoj reprezentaciji glasi

Wlig) = willg) = f(lﬂlr><l‘|¢>d3l‘ = flﬂ*(r)¢(r)d3r, (8.38)

pri ¢emu je iskoriStena relacija zatvorenosti (7.20). Posto je norma vektora |¢) ko-
nacna, iz ovog izraza sledi f ()P dr = W|Y) < +oo, dakle odgovarajuca talasna
funkcija ¥(r) je kvadratno integrabilna, $to je poznati uslov iz talasne mehanike (v.
odeljak 3.1.5).

Ako je talasna funkcija y(r) normirana na jedinicu, na osnovu postulata o verovat-
noci (slucaj neprekidnog spektra, relacija (6.62)), sledi

WP = kel = P() (D). (839)

Dakle, kvadrat modula talasne funkcije predstavlja gustinu verovatnoce nalazenja Ce-
stice u tacki r

Uocimo da ¢e svojstveni vektori operatora koordinate £ u koordinatnoj reprezenta-
ciji biti predstavljeni delta funkcijama (v. takode odeljak 3.4.8)

¥y = Y (r) =(r|r") = 5(r — 1) (8.40)

U narednom poglavlju (odeljak 8.3.4) vide¢emo kakvim funkcijama se u koordinatnoj
reprezentaciji predstavljaju svojstveni vektori operatora impulsa.

30va reprezentacija u stvari je definisana kompletnim skupom kompatibilnih opservabli koji &ine kompo-
nente vektorskog operatora f. U slu¢aju Cestice sa samo jednim stepenom slobode, recimo duz x-ose,
koordinatna reprezentacija je definisana komponentom £ koja je kompletna opservabla u prostoru H,
(v. odeljak 7.1.1). S druge strane, u slucaju sistema koji se sastoji od N realnih Cestica, koordinatna
reprezentacija u orbitnom prostoru stanja tog sistema definisana je kompletnim skupom kompatibil-
nih opservabli koji ¢ine sve komponente vektorskih operatora £;,i = 1,...,N. U opstem slucaju, ako
se za kompletan skup kompatibilnih opservabli izabere skup operatora svih (generalisanih) koordinata
sistema {41, 42, . . .}, koordinatna reprezentacija se Cesto naziva g-reprezentacija.
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8.2 Koordinatna reprezentacija

8.2.2 Reprezentovanje operatora

Operator A, koji deluje u orbitnom prostoru stanja estice H,, u koordinatnoj re-
prezentaciji predstavljen je jezgrom integralnog operatora

A(r,r') = (r|A|r'), (8.41)

a njegovo delovanje na vektor |¢) € H, predstavljeno je delovanjem integralnog
operatora sa tim jezgrom na talasnu funkciju y/(r), dakle

Aly) — f A(r, () dr. (8.42)

Jezgro (8.41) u slucaju operatora koordinate f, zahvaljujuéi relacijama (7.17) i
(7.19), ima oblik

(r|t|r’y = {r|r’[r’) = ¥’ {r|r’) = ré(r - 1), (8.43)

a integral na desnoj strani relacije (8.42) postaje f (r|f#|r )y ()d’r = f ro(r—r’) x
Y(r')d*r’ = ry(r). Prema tome, delovanje operatora £ na stanje opisano vektorom
[) u koordinatnoj reprezentaciji svodi se na mnozenje riy(r), dakle

Bly) — (r|E|y) = ry(n). (8.44)

Da bismo odredili jezgro integralnog operatora za impuls u koordinatnoj reprezen-
taciji, iskoristi¢emo formulu (7.25). Promenljivu po kojoj se vrsi integracija ovde Ce-
mo oznaciti sa r’, a zatim celu jednakost skalarno pomnoZiti sa leve strane sa |r).
Sledi

wlply) = f iRV ) (el ) P, (8.45)

gde je V’ nabla operator sa parcijalnim izvodima po komponentama vektora r’. Ko-
riste¢i relaciju zatvorenosti skupa {|r)}, izraz na levoj strani jednakosti (8.45) moze
se napisati u obliku f(r|f)|r’><r’|z//)d3r’, tako da, uz smenu (r'|¥y) = ¥(r’) i uz uslov
ortonormiranosti (7.19), ova jednakost postaje

f rlpIr ) = f [<ih V()] 6(r — 1) dr’. (8.46)

Prema tome, jezgro integralnog operatora za impuls u koordinatnoj reprezentaciji ima
oblik R .

(r|plr’y = —ihis(r — 1)V, (8.47)
a delovanje operatora p na vektor |¢) € H, u toj reprezentaciji predstavljeno je izra-
zom [(r|pIr ))& = —ih [6(r — r')Vy ()& = —ihVy(r), dakle

ply) — (rlply) = —inVy(r). (8.48)

Ovde smo videli da se integralni operatori za koordinatu i impuls u koordinatnoj
reprezentaciji svode na multiplikativni operator r, odnosno diferencijalni operator
—ihV, zahvaljujuéi proporcionalnosti odgovarajucih jezgara delta funkciji (izrazi
(8.43) i (8.47)). Pokazuje se da to vaZi i za druge fizicke veliCine, pa se u talasnoj
mehanici, umesto integralnih operatora, pojavljuju upravo te dve klase operatora.
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8 Teorija reprezentovanja

8.2.3 Sredingerova jednaéina u koordinatnoj reprezentaciji

Sredingerova jednacina detaljno je razmatrana u Getvrtoj glavi (prvi deo kursa) u
formalizmu talasne mehanike, a zatim navedena kao VII postulat (odeljak 6.3.7) u
okviru opsteg formalizma kvantne mehanike. U nastavku ¢emo na primeru Cestice u
skalarnom potencijalu pokazati da forma Sredingerove jednacine u talasnoj mehanici
predstavlja koordinatnu reprezentaciju odgovarajuce jednacine iz opsteg formalizma.

Sredingerova jedna¢ina za Gesticu mase m u potencijalu V(r) u opitem formalizmu
kvantne mehanike glasi

d 1
ihd—|l//(l)> = —Plu(®) + VDY (). (8.49)
t 2m

Ako obe strane ove jednaCine pomnoZimo skalarno sleva vektorom |r), uz smenu
(r|y(2)) = y(r, 1), imamo
op(r,n) 1

. A2 a
ih % = 5 D7) + (x| VE) Y (@)). (8.50)

Da bismo prvi ¢lan na desnoj strani jednacine takode doveli na oblik u kome operator
deluje na talasnu funkciju, iskoristiéemo formulu

P2y = f RVl Indr, 8.51)

koja se dobija iz formule (7.25) njenom uzastopnom primenom. Ako u poslednjoj for-
muli promenljivu po kojoj se vrsi integracija oznacimo sa r’, a zatim celu jednakost
pomnozimo skalarno sa leve strane vektorom |r), koriste¢i ortonormiranost svojstve-
nih vektora koordinate ({r|r’) = 6(r — r’)), dobijamo

(r|p*ly) = f (=AY Y)Y dPr’ = 12 V2g(r) = -1 Ay(r). (8.52)

Pretpostavicemo dalje da se potencijal V(r) = V(x,y,z) moZe razviti u stepeni
red oblika 3, ,Vimn X' y™z", na osnovu ega operator potencijalne energije mozemo
predstaviti u obliku V() = Z,,m,nvlmnfc’ $™2". Tada je delovanje ovog operatora na
svojstveni vektor operatora koordinate

V@) = > v 572" 10012

Lm,n

= > i x'y" DI = V).

Lm,n

(8.53)

Ermitskom konjugacijom poslednjeg i krajnjeg izraza u gornjem izvodenju dolazi-
mo do jednakosti (r|V(t) = V(r)(r|, iz koje skalarnim mnoZenjem obe njene strane
vektorom |r’), odnosno vektorom |y(¢)), dobijamo

|V#)|r') = VIE)sr — 1) (8.54)
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8.3 Impulsna reprezentacija

rV®[y) = V) (rly@) = V)y(r, 7). (8.55)

Izraz (8.54) predstavlja jezgro operatora potencijalne energije V(&) u koordinatnoj
reprezentaciji. Vidimo da je ono, kao §to je navedeno na kraju prethodnog odeljka,
proporcionalno delta funkciji, a da je V(&) u koordinatnoj reprezentaciji multiplikati-
van operator V(r), $to je i ocekivano za funkcije operatora koordinate.

Konac¢no, zamenjujudi rezultate (8.52) i (8.55) u jednacinu (8.50), dobijamo Sre-
dingerovu jednacinu za Cesticu u potencijalu V(r) u koordinatnoj reprezentaciji

2
ihﬁdl(r, 1= —h—Al//(r) + V()y(r), (8.56)
ot 2m

koja se podudara sa jednacinom (4.14) u talasnoj mehanici.

8.3 Impulsna reprezentacija

Reprezentacija definisana vektorskim operatorom P naziva se impulsna reprezen-
tacija u orbitnom prostoru stanja Cestice ili p-reprezentacija. U nastavku ¢emo videti
da, ako kretanje Cestice nije ograni¢eno, ovaj operator, kao i operator koordinate, ima
Cisto neprekidan spektar i, prema tome, spada u neprekidne reprezentacije*.

8.3.1 Svojstveni bazis operatora impulsa u prostoru #,

U poglavlju 6.4 videli smo da sve osobine operatora koordinate slede iz komuta-
cionih relacija [%;, p;] = ifi6;. Ove relacije se, medutim, mogu napisati i u obliku
[Pi, X1 = —ihdy;, Sto znaci da u opStem formalizmu komponente £; i p; igraju, do na
znak imaginarne jedinice, simetri¢ne uloge. Prema tome, za sve izraze koji su izvede-
ni za koordinatu postoje analogni izrazi za impuls, pri ¢emu se ovi drugi neposredno
dobijaju iz prvih transformacijama x; 2 p;, i — —i.

Na osnovu pomenute analogije sa koordinatom, komponente p,, p,, p, operatora
impulsa P, posto su u pitanju kompatibilne opservable, imaju zajednicke svojstvene
vektore |p) = |p)|py)p2), gde su | py), | py), | p2) svojstveni vektori te tri opservable
koji odgovaraju svojstvenim vrednostima py, py, p, € (—00,+00). Njihov zajednicki
svojstveni problem, p.[p) = px|p), PyIP) = py|r), p:IP) = p:|r), piSemo u obliku

plp) =plp), (8.57)

a skup vektora |p), Vp € R, &ini svojstveni bazis vektorskog operatora p u H,,. Da-
lje, po analogiji sa izrazom (7.18), svi svojstveni vektori operatora impulsa mogu se
izraziti preko jednog od njih, npr.

Ip) = ¢iP|p=0). (8.58)

4Ukoliko je kretanje Cestice ogranieno, operator impulsa ima diskretan spektar (v. odeljak 3.1.6), te je i
odgovarajuca reprezentacija diskretna.
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8 Teorija reprezentovanja

Prema tome, kao i u slucaju operatora koordinate, spektar operatora p je neprekidan
(¢ine ga svi vektori impulsa p € R?) i nedegenerisan (zbog kompletnosti skupa op-
servabli p,, py, p,). Relacije ortonormiranosti i zatvorenosti u ovom slucaju glase

(plp’) =6(p - p"), (8.59)
odnosno

flp><pld3p =1, (8.60)

a vektori orbitnog prostora stanja Cestice H, mogu se predstaviti u obliku

W) = f ®lv)Ip) &, 8.61)

za koji vaZi uslov kvadratne integrabilnosti f [(ply)>d3p < +oo.

8.3.2 Reprezentovanje stanja

Razvoj (8.61) proizvoljnog stanja |¢) € H, po svojstvenom bazisu operatora im-
pulsa moZemo prepisati u obliku

W) = f U@ p) D, (8.62)

gde su y(p) = (pl|y¥) odgovarajudi Furijeovi koeficijenti. Neprekidni skup ovih ko-
eficijenata predstavlja funkciju stanja (talasnu funkciju) u impulsnoj reprezentaciji.
Dakle

) — ¥(p) = plY). (8.63)

Skalarni proizvod vektora |¢), |¢) € H, u impulsnoj reprezentaciji glasi

<l//|¢>=<l!/|f|¢>=f<¢lp><pl¢>d3p=f¢*(p)¢(p)d3p, (8.64)

pri ¢emu je iskoriStena relacija zatvorenosti (8.60). Iz ovog izraza i iz kona€nosti
norme vektora |y) sledi f [y (p)*d®p = (Yly) < +oo, dakle funkcija y(p) je kvadratno
integrabilna.

Ako je funkcija stanja y/(p) normirana na jedinicu, na osnovu postulata o verovat-
nodi (sluc¢aj neprekidnog spektra), sledi

dP®) _

2 _ 2 _
l(P)I” = Kply)I” = av,

p(P); (8.65)

gde je dV,, = d*p. Dakle, kvadrat modula funkcije ¥(p) predstavlja gustinu verovat-
noce (sada u impulsnom prostoru V}) da Cestica ima vrednost impulsa p.

1z uslova ortonormiranosti (8.59) sledi da su svojstveni vektori operatora impulsa
P u impulsnoj reprezentaciji predstavljeni delta funkcijama

Ip") = ¥ (@) = (pIp’) = 6(p — p"). (8.60)
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8.3 Impulsna reprezentacija

8.3.3 Reprezentovanje operatora

Operator A, koji deluje u orbitnom prostoru stanja estice H,, u impulsnoj repre-
zentaciji predstavljen je jezgrom integralnog operatora

A(p,p') = (plAlp’), (8.67)

a njegovo delovanje na vektor |y) € H, predstavljeno je delovanjem integralnog
operatora sa ovim jezgrom na funkciju stanja y(p), dakle

Alyy — f Ap, Py () d’p’. (8.68)

Izrazi za jezgro integralnog operatora za koordinatu i impuls u impulsnoj reprezen-
taciji dobijaju se iz izraza (8.47) i (8.43) uz pomo¢ transformacijar 2 p, i — —i
i glase

(pIE[p’) = ihé(p — p')Vp. (8.69)
odnosno
(pIplp") = po(p - p), (8.70)

pri ¢emu oznaka V,, u prvom izrazu predstavlja nabla operator sa parcijalnim izvodima
po komponentama impulsa.

Uzimajuéi za jezgro integralnog operatora prvo izraz (8.69), a zatim izraz (8.70),
integral na desnoj strani relacije (8.68) svodi se u prvom sluCaju na i Vp¥(p), a u
drugom na py(p). Prema tome, delovanje operatora f i P na stanje ) u impulsnoj
reprezentaciji predstavljeno je delovanjem diferencijalnog operatora in'Vy, odnosno
multiplikativnog operatora p, na funkciju stanja /(p), dakle

Ely) — (pIt|Y) = ihVyy(p), (8.71)

plY) — (pIpl¥) = pyY(p). (8.72)

8.3.4 Prelazak sa koordinatne na impulsnu reprezentaciju

Talasna funkcija proizvoljnog stanja u impulsnoj reprezentaciji moze se odrediti
ako je poznata odgovarajuca talasna funkcija u koordinatnoj reprezentaciji. Naime

w() = (plv) = (plilY) = <p|( f |r><r|d3r)|w> - f @leXrly) &
(8.73)
= f (r|p)*(rly) d’r = f Py d’r,

gde su ¢p(r) = (r|p) svojstvene funkcije operatora p u koordinatnoj reprezentaciji.
Svojstveni problem ovog operatora, predstavljen jednac¢inom (8.57), u koordinatnoj
reprezentaciji ima oblik

~inVey(r) = pdp(r), (8.74)
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8 Teorija reprezentovanja

a njegova reSenja su ravni talasi koji, nakon normiranja na delta funkciju, glase (v.
odeljke 3.4.313.4.8)

i

e (8.75)

dp(r) = (r|p) =

Zamenjujuci funkciju ¢5(r) u krajnjem izrazu transformacije (8.73) kompleksno ko-
njugovanom vrednoS$¢u izraza (8.75), transformacija uzima oblik

1 i
V) = G f eIy dr, (8.76)

tj. svodi se na Furijeovu transformaciju talasne funkcije y(r).

8.3.5 Sredingerova jednaéina u impulsnoj reprezentaciji

Na kraju prethodnog poglavlja pokazali smo kako se, polazeéi od Sredingerove
jednacine za Cesticu u potencijalu V(r), date u opsStem formalizmu kvantne mehanike,
dolazi do odgovarajuce jednacine u koordinatnoj reprezentaciji. Ovde ¢emo odrediti
tu jednacinu u impulsnoj reprezentaciji.

Kao prvi korak u tom cilju, obe strane jednacine (8.49) pomnoZi¢emo skalarno
sleva vektorom |p). Dobijena jednacina, uz smenu (p|¢(7)) = ¥(p, 1), glasi

ih

wpon _ 1 . .
= —(PIP* Y () + (PIVE)Y(2)). (8.77)
ot 2m
Da bismo prvi ¢lan sa desne strane poslednje jednacine transformisali u oblik koji
sadrzi funkciju ¥(p, f), poéi éemo od rezultata p*|p) = p?|p). Ermitskom konjugaci-
jom ove jednakosti sledi (p|p> = p*(pl, §to delovanjem na vektor stanja |y(1)) daje

(pIP*ly (1)) = p*w(p, 1). (8.78)

Da bismo transformisali i drugi ¢lan sa desne strane jednacine (8.77), uo¢imo da,
uvodeci vektor [/ (¢)) = V(£)|yY(2)), izraz (p|V(F)|y(f)) moZemo tretirati kao funkciju
¥’ (p, 1), koja je Furijeova transformacija funkcije ¢/ (r, t) = (r|V(¥)|¥(¢)). Dakle

PIV®Ily@) = fe’%p'r@IV(f)llﬁ(t))d%- (8.79)

1
(2rh)3/2

Koriste¢i rezultat (8.55), a zatim predstavljajuéi funkciju y(r, r) kao inverznu Furije-
ovu transformaciju funkcije ¥ (p, t), dalje sledi

. 1 —ipr ;
PIVE®) (D) = i fe PV ()Y (r, Hd’r (8.80)

= (27:71)3 ffe_i(p—p/)-rv(r)w(p/’ l)dgp' d3r, (881)
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8.4 Energijska reprezentacija

Konacno, zamenjujudi poslednji rezultat i izraz (8.78) u jednacinu (8.77), dobijamo
Sredingerovu jednacinu za esticu u potencijalu V(r) u impulsnoj reprezentaciji

P 2 )
V@0 = 5_“’(1’) + f V(p - p)u(p.ndp, (8.82)
m

(2nh)3/2
pri ¢emu je

- 1 _ip.

V(p) = ysT fe PPTY(r)d’r (8.83)

Furijeova transformacija potencijala V(r).

8.4 Energijska reprezentacija

Reprezentacija definisana hamiltonijanom kao kompletnom opservablom, odnosno
hamiltonijanom dopunjenim do kompletnog skupa kompatibilnih opservabli, naziva
se energijska ili E-reprezentacija. Ova reprezentacija posebno je pogodna ako je ener-
gijski spektar kvantnog sistema Cisto diskretan. Ovde ¢emo se ograniCiti na taj slucaj.

8.4.1 Reprezentovanje stanja

Pretpostavimo radi jednostavnosti da je hamiltonijan A kompletna opservabla i
da ima Cisto diskretan spektar. Neka je {|E,)} njegov svojstveni bazis, tj. skup svih
vektora |E, ), koji, uz odgovarajuce svojstvene energije E,, predstavljaju reSenja svoj-
stvenog problema’ .

HIE,) = E,|Ey). (8.84)
Ako se svojstveni vektori normiraju na jedinicu, bazis je ortonormiran, a odgovarajuéa
relacija zatvorenosti glasi

D IEXE,| = 1. (8.85)
Proizvoljni vektor |i) iz prostora stanja H kvantnog sistema u ovom bazisu razvija se
kao [¢) = Y, (EW)|E,), a skup koeficijenata Y/(E,) = (E,|¢), koji se obi¢no zadaje u
obliku matrice kolone, jeste njegova energijska reprezentacija, dakle

(E1ly)
) — (B2l | (8.86)

Ako je vektor |¢) normiran na jedinicu, kvadrat modula koeficijenta (E,|), na os-
novu izraza (8.7), predstavlja verovatnocu da se merenjem energije sistema u stanju
opisanom ovim vektorom dobije vrednost E,,.

5 Ako hamiltonijan H nije kompletna opservabla, treba ga dopuniti do kompletnog skupa kompatibilnih
opservabli i posmatrati njihov zajednicki svojstveni problem. Zajednicki svojstveni vektori tog skupa
mogu se pisati u obliku |E,, y), gde y predstavlja skup svojstvenih vrednosti dopunskih opservabli.

65



8 Teorija reprezentovanja

Proizvoljno stanje u energijskoj reprezentaciji moze se odrediti polazeci od odgo-
varajuce talasne funkcije u koordinatnoj reprezentaciji ukoliko su poznate svojstvene
funkcije hamiltonijana ¢ (r) = (r|E,) u istoj reprezentaciji. Naime

W(E,) = (E,ly) = (E |l ly) = <En|( f |r><r|d3r)|w>
(8.87)
= f (E,|r)(rlyyd’r = f o () d’r.

Analognim postupkom, koriste¢i relaciju zatvorenosti (8.85), dobija se inverzna trans-
formacija y(r) = 3., ¢r,(0)U(E,).

Na slican nacin stanje u energijskoj reprezentaciji moze se izraziti preko odgovara-
juce talasne funkcije u impulsnoj reprezentaciji i obratno.

8.4.2 Reprezentovanje operatora

Pod istom pretpostavkom kao na pocetku prethodnog odeljka, operator A koji de-
luje u prostoru stanja H bice u energijskoj reprezentaciji predstavljen matricom A ¢iji
su elementi®

Ay = <En|AA|En’>’ (8.88)

gde su |E,) i |E,) svojstveni vektori hamiltonijana. Delovanje operatora A na pro-
izvoljni vektor |¢) € H u energijskoj reprezentaciji svodi se na mnoZenje matrice A i
matrice kolone (8.86), dakle

A A - \((EY)

Zahavaljujuéi svojstvenoj jednacini (8.84), matricni elementi hamiltonijana u nje-
govom svojstvenom bazisu glase H,,, = (En|1:1 |Ey = Ew(ELE) = E, 6.y, $to znaci
da je hamiltonijan u energijskoj reprezentaciji predstavljen dijagonalnom matricom

Ei 0
A-H=|0 E | (8.90)

8.4.3 N-reprezentacija

Od posebnog znacaja je energijska reprezentacija u svojstvenom bazisu hamilto-
nijana linearnog harmonijskog oscilatora, odnosno operatora N (v. odeljak 7.2.1),
koja se iz tog razloga naziva reprezentacija kvantnih brojeva ili N-reprezentacija.

SFormulacija kvantne mehanike u (diskretnoj) energijskoj reprezentaciji naziva se matri¢na mehanika i
vezuje se za ime Vernera Hajzenberga.
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8.4 Energijska reprezentacija

Pomenuti svojstveni bazis ¢ine vektori (7 53). Koristeéi relacije (7 54), (7.51) i
(7.52), matricni elementi operatora N, aia* uovom bazisu glase n|N|n ) = nduy,
(nlaln’y = \/_6,,,, i (nla*|n’y = Vn’ + 18,,41. Prema tome, operatorN se repre-
zentuje dijagonalnom matricom

, (8.91)

SO OO
SO = O
SN OO
w o oo

dok matrice koje reprezentuju operatore & i @* imaju nenulte elemente na dijagonali
koja se nalazi neposredno iznad, odnosno ispod glavne dijagonale, tj.

0 v 0 0
0 0 V2 0

a > |0 0o 0 3 i (8.92)
0 0 0 0
0 0 0 0
vi 0 0 0

2t | 0 V2 0 0 (8.93)
0 0 V3 0

Posto se sve opservable kvantnog sistema mogu predstaviti kao funkcije operatora
aiat, koristeéi matrice (8.92) i (8.93) nije tesko formirati matrice koje predstavljaju
te opservable u N-reprezentaciji. Tako, na osnovu izraza (7.67) i (7.68) sledi

0 VI 0 0
vi 0 V2 o .-
PR 0 V2.0 V3o (8.94)
mw 0 V3 0 ...
0 —-vV1I 0 0
Vi 0 -v2 o0 .-
b o ™M@l o V20 -3 | (8.95)
210 o V3 o0 -
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8 Teorija reprezentovanja

Ovo poglavlje zavrSavamo osvrtom na kraj prethodne glave, gde je pokazano da je
formalizam zasnovan na primeni operatora anihilacije i kreacije takode veoma pogo-
dan za opis sistema identi¢nih Cestica. U tom slucaju operator N igra ulogu opera-
tora broja Cestica u datom jednocCesticnom stanju, pa se N-reprezentacija tada naziva
reprezentacija broja popunjenosti.
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9 Prostorno-vremenske
transformacije

9.1 Transformacije i simetrije

9.1.1 Prostorno-vremenske transformacije u klasi¢noj
mehanici

Jedan od osnovnih principa Njutnove mehanike, poznat kao Galilejev princip rela-
tivnosti, kaze da su fizicki zakoni isti u svakom inercijalnom referentnom sistemu. U
takvom referentnom sistemu, ako na telo ne deluje sila, ono se krece pravolinijski kon-
stantnom brzinom, ukljucujuéi i mirovanje kao specijalni slucaj. Inercijalnih sistema
ima neprebrojivo mnogo i sa jednog na drugi prelazi se tzv. Galilejevim transforma-
cijama u koje spadaju prostorne rotacije, prostorne translacije, vremenske translacije
i specijalne Galilejeve transformacije (tzv. bustovi). Galilejeve transformacije presli-
kavaju vektor poloZaja r, vremenski trenutak 7 i impuls p klasi¢ne Cestice mase m kao

ro>r'=Rr+a-vt, r—>¢=t+b, p—op =Rp-my, 9.1)

gde je R matrica rotacije, a je vektor prostorne translacije, b vremenska translacija i
v vektor brzine.

Skup svih Galilejevih transformacija ima strukturu grupe (v. odeljak 2.1.1) i naziva
se Galilejeva grupa. Posto je u pitanju neprebrojiv skup, Galilejeva grupa spada u
neprekidne grupe. Za razliku od diskretnih grupa, ¢ije elemente moZemo prebrojavati
nekim indeksom, kod neprekidnih grupa tu ulogu ima jedan ili viSe neprekidnih pa-
rametara. Za fiziku su od posebnog znacaja Lijeve grupe (Marius Sophus Lie). To su
neprekidne grupe Ciji elementi mogu biti okarakterisani kona¢nim brojem parameta-
ra, pri ¢emu su parametri elemenata dobijenih grupnim mnoZenjem ili invertovanjem
ostalih elemenata grupe analiticke funkcije parametara tih drugih elemenata'. Upravo
je Galilejeva grupa primer Lijeve grupe, gde parametri matrice rotacije R (v. odeljak
9.2.4), vektori a i v, te parametar b, predstavljaju Lijeve parametre.

Cetiri vrste transformacija koje spadaju u Galilejeve transformacije takode formira-
ju zasebne Lijeve grupe: rotacionu grupu R(3), grupu prostornih translacija T3, grupu
vremenskih translacija T; i grupu specijalnih Galilejevih transformacija T;V), koje su
Cetiri osnovne podgrupe Galilejeve grupe. Osim ovih podgrupa, od znacaja je i Eukli-
dova grupa E(3), ¢iji su elementi sve rotacije i sve prostorne translacije.

ILijeve grupe su obradene u udzbeniku , Matemati¢ka fizika 3” S. R. Ignjatovi¢a (bibl. ref. ILB.2).
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9 Prostorno-vremenske transformacije

Pored Galilejevih transformacija, koje su neprekidne, za fiziku su vazne i diskret-
ne prostorno-vremenske transformacije. To su prostorna inverzija, koja je definisana
transformacijama

ror=-r, t—>t¢=t p-op =-p 9.2)
i vremenska inverzija, definisana transformacijama
ror=r, t—>t=-t, p—op =-p 9.3)

Skup koji, pored Galilejevih transformacija, ukljucuje i prostornu i vremensku inver-
ziju Cini tzv. proSirenu Galilejevu grupu.

Ovde je vazno reci da navedene prostorno-vremenske transformacije (i neprekidne i
diskretne) spadaju u kanonske transformacije®, koje imaju poseban znacaj u klasi¢noj
mehanici. Ova Cinjenica je, takode, bitna i za prelazak na kvantnomehanicki opis, §to
¢emo videti u nastavku.

Na kraju treba ukazati da se prostorno-vremenske transformacije mogu realizovati
kao aktivne ili pasivne. U slucaju aktivne transformacije uzima se da su koordinatni si-
stem i poCetni vremenski trenutak fiksirani, a da se transformacija deSava na fizickom
sistemu u objektivnom prostoru i vremenu. Suprotno tome, kod pasivne transforma-
cije uzima se da se sa fiziCkim sistemom nisSta ne desava, a da se transformacijom
prelazi iz jednog koordinatnog sistema u drugi ili se pomera pocetni trenutak vreme-
na’. Pri tome, ista ée pojava nakon pasivne transformacije za posmatraca izgledati isto
kao nakon aktivne transformacije ukoliko su ove transformacije medusobno inverzne.
Npr. ako se pocetak koordinatnog sistema pomeri za —a (pasivna transformacija), po-
loZaj nekog tela meren u odnosu na pomereni koordinatni sistem bice isti kao polozZaj
tela koje je stvarno pomereno za a (aktivna transformacija), meren u odnosu na nepro-
menjeni koordinatni sistem*. Pomenimo jo§ da su mogude dve aktivne interpretacije
vremenskih translacija — spontana i nespontana. U prvom slucaju radi se o spontanoj
evoluciji svakog fizickog sistema u toku vremena, na Sta nemamo uticaja, dok se u
drugom slucaju, po analogiji sa prostornim translacijama, vrsi (zamisljena) vremen-
ska translacija na vremenskoj osi za izabrani vremenski pomeraj b.

9.1.2 Simetrije i integrali kretanja

Simetrija fizickog sistema predstavlja invarijantnost tog sistema pod odredenom vr-
stom transformacija. Skup svih transformacija pod kojim je sistem invarijantan obi¢no
ima strukturu grupe (kao $to smo videli u slucaju Galilejevih transformacija) i naziva

ZKanonske transformacije predstavljaju transformacije kanonskih promenljivih (koordinata i njima konju-
govanih impulsa) pod kojima su Hamiltonove jednacine invarijantne (v. npr. ,,Uvod u teorijsku fiziku, I
deo, Teorijska mehanika” B. Musickog, bibl. ref. I1.C.2).

3 Ako se npr. Galilejevim transformacijama prelazi iz jednog inercijalnog sistema u drugi (v. pocetak
odeljka), onda su te transformacije pasivne. Medutim, ako one preslikavaju poloZaj, vremenski trenutak
i impuls Cestice, kako je receno pri navodenju relacija (9.1), onda se radi o aktivnim transformacijama.

4Qdnos izmedu aktivne i pasivne transformacije predstavljen je kroz nekoliko ilustrativnih primera u knji-
zi ,Matematicki metodi fizike” Metjuza i Vokera (J. Mathews, R. L. Walker, bibl. ref. I1.B.3), str. 451.
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9.1 Transformacije i simetrije

se grupa simetrije. Simetrije fizickog sistema u fundamentalnom su odnosu sa za-
konima odrZanja. O tome govori teorema Emi Neter (Emmi Noether) koja se moze
formulisati na slede¢i nacin: Svakoj neprekidnoj transformaciji pod kojom je Hamil-
tonovo dejstvo fizickog sistema invarijantno odgovara jedan integral (konstanta) kre-
tanja. Tako iz homogenosti i izotropnosti prostora proizilaze zakoni odrZanja impulsa
i momenta impulsa, a iz homogenosti vremena zakon odrZanja energije. Postojanje
integrala kretanja redukuje broj promenljivih u jednacinama koje opisuju sistem, tako
da je nekad moguée njihovo potpuno razdvajanje i svodenje na nekoliko nezavisnih
problema sa jednim stepenom slobode. Ovo vaZzi kako u klasicnom tako i u kvant-
nomehani¢kom opisu. Primer za to je reSavanje vremenski nezavisne Sredingerove
jednacine atoma sa jednim elektronom, gde se, zahvaljujudi sfernoj simetriji sistema,
jednacina razlaZe na tri jednacine sa po jednom nepoznatom (v. petu glavu). S druge
strane, treba reci da u kvantnoj fizici cilj proucavanja simetrija nije iskljucivo jedno-
stavniji opis 1 tehnika reSavanja problema ve¢ i fundamentalna pitanja koja se odnose
na tzv. unutrasnje stepene slobode kvantnog sistema koji nemaju klasi¢ni analogon
(spin, simetrije vezane za strukturu elementarnih Cestica itd.). U ovoj glavi éemo se,
medutim, ograniCiti na simetrije koje su prisutne i u klasi¢cnom i u kvantnom opisu
fizickog sistema i odnose se na prostorno-vremenske transformacije.

U klasi¢noj mehanici integrali kretanja najkonciznije su definisani pomocu Puaso-
novih zagrada (v. izraz (6.70)). Fizicka veli¢ina A je konstanta kretanja ako je njena
Puasonova zagrada sa Hamiltonovom funkcijom jednaka nuli, tj. {A, H} = 0. VaZna
osobina Puasonovih zagrada jeste ta da su one invarijantne pod kanonskim transfor-
macijama. Dirak je pokazao da se veza izmedu klasi¢ne i kvantne mehanike moze
uspostaviti tako da se Puasonovim zagradama pridruze komutatori, Sto je suStina ka-
nonske kvantizacije (odeljak 6.3.6). Na osnovu ove korespondencije, integrali kreta-
nja u kvantnoj mehanici su one fizicke veliCine ¢iji operatori komutiraju sa hamilto-
nijanom, dakle [A, A] = 0°. Odavde sledi da su svojstvena stanja integrala kretanja
stacionarna i da odgovarajuéi kvantni brojevi imaju potpuno odredene i konstantne
vrednosti, zbog ¢ega se nazivaju ,,dobri kvantni brojevi”.

9.1.3 Reprezentacije grupe simetrije. Operatori transformacija
u prostoru stanja kvantnog sistema

U prethodnom odeljku grupu simetrije fizickog sistema definisali smo kao skup
svih transformacija odredene vrste pod kojima je sistem invarijantan. Ako delovanje
tih transformacija posmatramo u odredenom vektorskom prostoru, pri ¢emu je al-
gebarska struktura grupe o¢uvana, onda govorimo o odredenoj reprezentaciji grupe
simetrije. Tako su prostorno-vremenske transformacije u klasi¢noj mehanici prirodno
definisane u faznom prostoru fizickog sistema (relacije (9.1)-(9.3)), dok u kvantnoj
mehanici posmatramo odgovarajuce transformacije stanja u Hilbertovom prostoru.

3Qvaj zakljuéak smo izveli u prvom delu kursa analizirajuéi promenu srednje vrednosti fizi¢ke veli¢ine
sa vremenom (odeljak 4.2.3).
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9 Prostorno-vremenske transformacije

Transformacije (9.1)-(9.3), kao Sto smo naveli, pripadaju klasi kanonskih transfor-
macija. Postavlja se pitanje koja vrsta transformacija u kvantnoj mehanici odgova-
ra kanonskim transformacijama. Ako se od transformacija koje €ine grupu simetrije
zahteva da ne menjaju fizicke zakone, onda se u kvantnoj mehanici ocekuje da pod
njima bude invarijantna, pre svega, verovatnoca prelaza. Ove transformacije ¢emo u
prostoru stanja kvantnog sistema predstaviti operatorima U(a), gde je « Lijev para-
metar ili skup parametara. Neka operator U() (za neko izabrano @) preslikava stanje
|¢) u stanje |¢’), a stanje ) u stanje |¢¥'), tj.

O@)l¢)=1¢), U@ly) =y 94

Verovatnoce prelaza iz stanja |¢) u stanje |¢) i iz stanja |¢’) u stanje |¢') date su
izrazima P(|¢) — W) = KoY)I> 1 P(¢') = |¢')) = K |, pri ¢emu se podrazu-
meva da su sva stanja normirana (v. odeljak 6.3.5). Prema tome, uslov odrZanja vero-
vatnode prelaza

Py —1y)) = P(¢") = 1¢") 9.5)
eksplicitno glasi
el = Kol 9.6)
Sto se, koriste¢i transformacije (9.4), dalje moZe napisati u obliku
K1 (@U@ = KplI. ©.7

Operatori U(a) koji zadovoljavaju ovaj uslov su ili unitarni ili antiunitarni. Naime,
relacija (2.63), kojom je definisan unitarni operator U (v. odeljak 2.2.3), u Dirakovoj
notaciji ima oblik

@IU* U1y = (1), 9.8)
dok je antiunitarni (antilinearni unitarni) operator U, definisan relacijom
@IU; Ualyy = (lu)". 9.9)

Uocimo da se obe relacije, uzimajuéi kvadrat modula njihove leve i desne strane,
svode na uslov (9.7)®. Navedimo ovde da se svaki antiunitarni operator moZe pred-
staviti kao proizvod (tj. uzastopno delovanje) nekog unitarnog operatora i operacije
kompleksnog konjugovanja.

Pokazuje se da u kvantnoj mehanici veéina transformacija od fizi¢kog znacaja, kao
Sto su Galilejeve transformacije, spada u unitarne transformacije. Tu spada i prostor-
na inverzija, dok je vremenska inverzija antiunitarna transformacija. U okviru ovog
kursa prouci¢emo prostornu inverziju, prostorne translacije i rotacije, te vremenske
translacije, Sto znaci da ¢emo se u nastavku ograniciti na unitarne transformacije.

6Strozije izvodenje zakljucka o (anti)unitarnosti transformacija u prostoru stanja H koje odgovaraju ka-
nonskim transformacijama polazi od toga da poslednjim transformacijama u kvantnoj mehanici zapravo
odgovaraju transformacije u prostoru svih pravaca (engl. ray space) u H koje uvaju verovatnocu pre-
laza, odnosno kvadrat apsolutne vrednosti skalarnog proizvoda normiranih vektora koji pripadaju tim
pravcima. Vignerova teorema o simetrijama (Eugene Wigner) dalje kaZe da svaka transformacija pro-
stora pravaca koja ¢uva apsolutnu vrednost skalarnog proizvoda moZe biti predstavljena unitarnom ili
antiunitarnom transformacijom Hilbertovog prostora (ovde je to ), pri ¢emu su operatori transforma-
cija odredeni do na proizvoljni fazni faktor.
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9.1 Transformacije i simetrije

9.1.4 Unitarne transformacije

Polazeci od definicije unitarnog operatora (relacija (2.63), odnosno (9.8)) moZemo
reci da unitarna transformacija predstavlja linearno preslikavanje vektorskog prostora
koje Cuva skalarni proizvod. To preslikavanje moZe da bude u isti ili u neki izomorfni
vektorski prostor. Alternativne definicije koje slede iz relacije (9.8) su U*U = I,
odnosno U* = U~! (v. relacije (2.64) i (2.65)).

Posledice ocuvanja skalarnog proizvoda pod unitarnim transformacijama su ocuva-
nje norme vektora, kao i ,,ugla” medu vektorima. Prema tome, ortonormirani bazis u
datom vektorskom prostoru preslikava se unitarnom transformacijom u skup vektora
koji je takode jedan ortonormirani bazis u istom ili u izomorfnom prostoru.

Unitarnim transformacijama, pored elemenata vektorskog prostora, takode se pre-
slikavaju i operatori koji deluju u tom prostoru. Ako npr. linearni operator A delova-
njem na vektor |¢) daje vektor |i), a operator unitarne transformacije U preslikava
ova dva vektora u vektore |¢") i [), imamo

W) = Uly) = UAlg) = OAllg) = OAU™'Ulg) = UAU™"|¢"). 9.10)
Posmatrajudi levi i desni krajnji izraz moZemo reéi da operator
A = UAU™" = UAU 9.11)

prevodi vektor |¢’) u vektor |’) i, prema tome, predstavlja unitarnu transformaciju
operatora A.

Pokazuje se da se unitarni operatori koji reprezentuju transformacije iz Galilejeve
grupe mogu predstaviti u eksponencijalnom obliku

OC..,a,..)=eiZiali 9.12)

gde su «; Lijevi parametri, a I'; ermitski operatori koji se nazivaju generatori grupe”.
Generatori odreduju delovanje operatora transformacija u okolini jedinice, tj. kada
a; = & — 0. Relacija (9.12) tada postaje

lA](...,si...):f—iZsiIA“i. (9.13)
L
Skup svih generatora Lijeve grupe i njihove medusobne relacije Cine tzv. Lijevu al-
gebru odgovarajuée grupe simetrije. Uo¢imo da generatore nije moguce definisati za
diskretne transformacije tako da se odgovarajuci unitarni operatori ne mogu predsta-
viti u eksponencijalnom obliku.
Napomenimo da, pored transformacija koje odgovaraju prostornim i vremenskim
simetrijama, najznacajnije unitarne transformacije u kvantnoj mehanici su transfor-
macije medu razliitim reprezentacijama (v. odeljak 8.1.5), koje smo ve¢ proucili.

7Stounova teorema (Marshall Stone) uspostavlja jednoznaénu korespondenciju izmedu neprekidne jed-
noparametarske unitarne transformacije U(e) u Hilbertovom prostoru i ermitskog operatora I, koja je
oblika U(a) = exp{—ia[’}. Teorema se moze direktno primeniti na grupu T, koja je jednoparametar-
ska, ali i na grupe T3 i T(;), koje su troparametarske, posto se njihovi elementi mogu napisati u obliku
proizvoda jednoparametarskih eksponencijalnih faktora. Pokazuje se da ovo vazi i za grupu R(3), ali
zbog nekomutiranja generatora ove grupe to svodenje nije trivijalno.
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9 Prostorno-vremenske transformacije

9.1.5 Invarijantnost opservabilnih veli¢ina pod unitarnim
transformacijama

Kao §to smo videli u odeljku 9.1.3, unitarne transformacije ¢uvaju verovatnocu pre-
laza. Medutim, pod njima su takode invarijantne sve opservabilne veli¢ine u kvantnoj
mehanici i izrazi koji se koriste pri njihovom racunanju. Pokazaéemo npr. da se uni-
tarnim transformacijama ermitski operatori prevode u ermitske operatore i da se pri
tome ne menjaju njihove svojstvene vrednosti, matricni elementi i determinanta, kao
i da se komutacione relacije koje vaze medu operatorima razlicitih fizickih velicina
pod ovim transformacijama odrZavaju.

(i) Neka je A ermitski operator i neka j je A’ operator dobijen unitarnom transfor-
macijom U operatora A, dakle A’ = UAU". Koristeéi pravila ermitske konjugacije
(odeljak 6.2.3), imamo

AN = (UAUN = O(UA) = OAT0* = UAU+ = A". (9.14)

Prema tome, operator A’ takode je ermitski.
(i1) Neka je {a} skup svojstvenih vrednosti, a {|¢,)} skup odgovarajucih svojstve-
nih vektora ermitskog operatora A. Delujuéi operatorom unitarne transformacije U

na obe strane svojstvenog problema A [¢,) = a |i,), leva strana jednakosti postaje
UAly,) = UAU*U |y,), a desna a U|y,). Prema tome, imamo

Ay = aly,), (9.15)
gde je |y = Uly,), a operator A’ dat je izrazom (9.11).

(iii) Neka je (¢|A|y) matricni element operatora A izmedu vektora |¢) i |) i neka
suA’, |¢')i|y’) odgovarajuéi operator i vektori dobijeni unitarnom transformacijom
U. Tada je

@A) = @O OAT) U ) = GO AT D) = @lAlg).  (9.16)

(iv) Koristeéi osobinu da je determinanta proizvoda operatora jednaka proizvodu

njihovih determinanti, sledi
detA’ = det(UAU*) = det Udet A det U* = det U det U™ det A

o ) o X 9.17)
= det(UU")detA = det I detA = det A.

(v) Pokazacemo da se komutaciona relacija [A, B] = iC, koja vaZi za proizvoljna
dva ermitska operatora A i B, pri ¢emu je i C ermitski operator (v. relaciju (3.95) i do-
kaz), odrZzava pod proizvoljnom unitarnom transformacijom U. U tom cilju primeni-
¢emo transformaciju oblika (9.11) na obe strane komutacione relacije. Transformacija
leve strane je

UIA,BIU* = UABU* - UBAU" =
= UAU*

Desna strana relacije transformise se u i U CU* =i, tako da cela komutaciona rela-
cija nakon transformacije glasi [A’, B'] =
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9.2 Unitarne transformacije koje odgovaraju prostornim simetrijama

Ako se sada podsetimo da su u klasi¢noj mehanici Puasonove zagrade invarijantne
pod kanonskim transformacijama, a da ove zagrade kvantizacijom prelaze u komu-
tatore koji su invarijantni pod unitarnim transformacijama, s pravom moZemo reci
da reprezentacije elemenata grupe simetrije u faznom prostoru, odnosno u prostoru
kvantnih stanja sistema, jesu transformacije iz tih dvaju klasa, respektivno. Zahvalju-
juéi osobinama (i)-(v), reSenja kvantnomehanickih problema pre i nakon transforma-
cija moraju biti ista, Sto omogucava izbor okvira za njihovo jednostavnije nalaZenje.

9.2 Unitarne transformacije koje odgovaraju
prostornim simetrijama

9.2.1 Promena stanja kvantnog sistema pri datoj prostornoj
transformaciji

Pokazaéemo kako se prostorna transformacija, definisana u faznom (ili konfigu-
racionom) prostoru, prenosi u prostor stanja kvantnog sistema. Kao pogodan okvir
za to prenosenje prirodno se namece koordinatna reprezentacija, u kojoj su kvantna
stanja predstavljena talasnim funkcijama koje zavise od skupa svih koordinata siste-
ma. Razmotrimo, jednostavnosti radi, jednocesti¢ni sistem. Neka je kvantno stanje
Cestice predstavljeno vektorom [¢), kome, prelaskom na koordinatnu reprezentaciju,
pridruZujemo talasnu funkciju y(r) = (r|y). Posmatrajmo aktivnu prostornu transfor-
maciju koja je u konfiguracionom prostoru sistema definisana operatorom T(@). Ovaj
operator svaku tacku r tog prostora preslikava u neku tacku r’ iz istog prostora, tj.

r = T(a)r. (9.19)

Posto je u pitanju aktivna transformacija, dakle transformacija izvr§ena na fizickom
sistemu, stanje sistema nakon te transformacije bi¢e promenjeno. Neka je novo stanje
sistema predstavljeno vektorom |¢’), odnosno odgovarajuéom talasnom funkcijom
Y'(r) = (r|y’). Uoimo da e talasna funkcija transformisanog sistema u tacki r’
imati istu vrednost kao talasna funkcija sistema pre transformacije u tacki r (slika
9.1(a)), dakle

¥'(x’) = y(r). (9.20)
Koristeci relaciju (9.19), poslednja jednakost uzima oblik
¥ (T(a)r) = ¥(r). (9.21)
Ova relacija vaZi za svaku tacku r referentnog sistema, pa i za tatku T~ (a)r, tj.
Y () = ¢(T (@)n). 9.22)

Dobijena formula odreduje talasnu funkciju sistema nad kojim je izvrSena prostorna
transformacija koja je u konfiguracionom prostoru tog sistema definisana operatorom
T(a).
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Slika 9.1. (a) Talasna funkcija ¥(r) = (327)~"2¢7"/?x (tzv. 2p, orbitala atoma vodonika) i njen
lik ¥’ (r) dobijen pomocu relacije (9.22) pri (aktivnoj) prostornoj transformaciji T(R, a) € E(3),
koja se sastoji od rotacije R oko z-ose za ugao ¢ = /6 i translacije za vektor a = 16e,+8e,.
(Na slici su prikazani preseci funkcije sa ravni z = 0, pri ¢emu su poloZaji njenog minimuma
i maksimuma oznaceni simbolima o, odnosno e). Svaka tacka r iz domena talasne funkcije ¢
ovom transformacijom preslikava se u odgovarajucu tacku r' = T(R,a)r = Rr + a, u kojoj
transformisana funkcija " ima istu vrednost kao funkcija ¢ u tacki r. Pri raCunanju funkcije
¢’ argument funkcije y na desnoj strani relacije (9.22) racuna se kao T'(R,a)r = R™'(r — a).
(b) Lokacija talasne funkcije ¢ u xy-ravni pocetnog koordinatnog sistema S i u Xy-ravni ko-
ordinatnog sistema S dobijenog transformacijom T~'(R, a) sistema S (pasivna transformacija).
Moize se uoditi da je lokacija talasne funkcije ¢ u sistemu S ekvivalentna lokaciji talasne funk-
cije ¥/ u sistemu S.

Posmatrajmo sada odgovarajuéu pasivnu transformaciju, tj. prelazak u koordinatni
sistem S dobijen transformacijom pocetnog koordinatnog sistema S (njegovog koor-
dinatnog pocetka i osa) pomoc¢u operatora T~!(a). Tada ée tatka, koja je u sistemu S
zadata vektorom poloZaja r, u sistemu S biti odredena vektorom ¥ = T(a)r, dok ce
talasna funkcija ¢(r) za posmatraca u sistemu S izgledati kao funkcija ¢ ali sa argu-
mentom ¥ (uporediti funkciju ¢ na slici 9.1(b) sa funkcijom ¢’ na slici 9.1(a)). Prema
tome, imamo /(r) = ¥'(F), Sto ponovo daje relaciju (9.22). Osvréuéi se na diskusiju
u poslednjem pasusu odeljka 9.1.1, relacija (9.22) moZe se interpretirati kao ekviva-
lencija izmedu formi talasne funkcije nakon aktivne i nakon pasivne transformacije.

Neka je dalje U(a) unitarni operator koji reprezentuje istu transformaciju u prostoru
kvantnih stanja kao operator T(@) u faznom (konfiguracionom) prostoru, dakle

'y = U(@)yp). (9.23)

Tada je y/(r) = (r|¢') = (r|U(@)|y), $to nam uz zapis ¢(T~'(@)r) = (T (@)r|y)
omogucava da relaciju (9.22) napiSemo u obliku

| U@ly) = (T (@rly), (9.24)
odakle, zbog proizvoljnosti vektora |¢), sledi da je

(r|0(a) = (T (@)r]. (9.25)
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Ermitskom konjugacijom poslednje relacije dobijamo U*(a)|r) = [T~!(a)r), odnosno
07 @)Ir) = [T (@)r). (9.26)

Posto svaka transformacija kao element grupe simetrije ima odgovarajuci inverzni
element, koji je takode element grupe, i posto isto vaZi i za reprezentacije te grupe,
zakljuCujemo da za svaku vrednost « iz domena parametara grupe postoji vrednost @’
takva da je T-'(@) = T(a’) i U~'(@) = U(a’). Prema tome, iz jednakosti (9.26) sledi
U@)|r) = |T@)r), a posto vrednosti @’ pripadaju istom domenu kao i @, konacno
mozemo pisati

Ua)Ir) = |T(a)r). (9.27)

Relaciju (9.27) moZemo interpretirati na slede¢i nagin: Unitarni operator U() pre-
vodi svojstveni vektor |r) opservable f, koji odgovara svojstvenoj vrednosti r, u svoj-
stveni vektor |1’), koji odgovara svojstvenoj vrednosti ' = T(a)r. To znaci da se
preslikavanje (9.19), definisano u konfiguracionom prostoru operatorom T(«), preno-
si u istom obliku na skup svojstvenih vrednosti (spektar) opservable f. Ovo nije nista
drugo nego realizacija principa korespondencije izmedu klasi¢nih i kvantnih vrednosti
fizicke veli¢ine (v. odeljak 1.2.4). Ako ovaj princip prihvatimo kao polaznu pretpo-
stavku i primenimo na preslikavanje (9.19), defini§uéi unitarni operator U(a) preko
delovanja na svojstvene vektore opservable T kao U@)ry = 1), neposredno dolazi-
mo do relacije (9.27) i nazad do relacija (9.24) 1 (9.22).

9.2.2 Inverzija prostora

Inverzija prostora definisana je preslikavanjem (9.2). Uvodeci operator transforma-
cije P, koji deluje u faznom prostoru, ovo preslikavanje moZemo napisati u obliku

Pr=-r, Pp=-p. (9.28)

Uoc¢imo da, ako se inverzija prostora izvrsi dva puta uzastopno, imamo identi¢no pre-
slikavanje, tj. P> = |, odakle je P~' = P, tj. ova transformacija sama je sebi inverzna.
Odgovarajuca grupa simetrije, prema tome, ima dva elementa, | i P.

Operator inverzije prostora I1, koji deluje u prostoru stanja estice H, uvodimo uz
pomoc relacije (9.27) koja, nakon smena T = P i U = I1, uzima oblik

ry = |-r). (9.29)

Polazeéi od ove relacije moZemo dalje odrediti kako operator IT deluje na svojstvene
vektore operatora impulsa |p), ali i na proizvoljni vektor stanja |) € H. U prvom
slu¢aju posmatrajmo delovanje obe strane ermitski konjugovane relacije (9.29) na
vektor |p) 1 iskoristimo izraz (8.75) za skalarni proizvod (r|p). Imamo

(r|fl|p) = (~r|p) = iPT = (r|—p). (9.30)

(2rhy2¢
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9 Prostorno-vremenske transformacije

Posto ova jednakost vaZi za sve svojstvene vektore operatora koordinate, a oni Cine
bazis po kome moZemo razviti svaki vektor [¢) € H, dalje vazi (¥ |II|p) = (¥ |-p),
pa zbog proizvoljnosti vektora [¢) imamo

fllp) = |-p). (9.31)

Konaéno, delovanje operatora I1 na proizvoljni vektor |) € H moZe se odrediti
koristeci razvoj tog vektora u svojstvenom bazisu opservable f ili opservable p (izrazi
(7.2.1)1 (8.61)), npr.

Mly) =11 f y()|ryd’r = f Y(I|ryd’r

=fw(r)|—r)d3r=fw(—r)|r)d3r.

Lako se proverava da, ako operator IT primenimo dva puta uzastopno, po&etni vektor
se nece promeniti. Dakle, kao i za operator P, vazi [12 = [ i IT-' = I1. Uo&imo da ope-
rator f[, s obzirom na to da je unitaran i sam sebi inverzan, istovremeno je i ermitski.

Relacije (9.29) i (9.31) omogucavaju nam da odredimo kako se opservable £ i p
transformi$u pri inverziji prostora, tj. kakvog su oblika operatori IT#IT~" i TTpIT~".
Njihovom primenom na odgovarajuce svojstvene vektore dobijamo

(9.32)

IR r) = TI#II|r) = [1#]-r) = —rfl|-1) = —r|r) = —|r), (9.33)

[IpI1~"|p) = [1pTi|p) = [1p|-p) = —pI1|-p) = —plp) = —PIp). (9.34)

S obzirom na to da skupovi svih svojstvenih vektora operatora koordinate i operatora
impulsa ¢ine dva svojstvena bazisa po kojima moZemo razviti proizvoljni vektor iz
H, uz istu argumentaciju kao za relaciju (9.31), zakljucujemo da vazi

e = —¢, TIpIT! = —p. (9.35)

Ispitajmo na kraju kako se transformiSe talasna funkcija Cestice y(r) pri inverziji
prostora. Transformisanu funkciju ¢’ (r) dobijamo koriste¢i formulu (9.22), u kojoj
smo uzeli da je T = P. Posto je P~'r = Pr = —r, biée ¢/(r) = y(-r). Uvodeéi ope-
rator inverzije prostora P, koji, umesto na vektore stanja, deluje na talasne funkcije
Cestice (tj. u prostoru £?), transformacija funkcije y(r) moZe se predstaviti relacijom®

Py(r) = y(-r). (9.36)

Uoéimo da, ako operator P primenimo dva puta uzastopno, pocetna talasna funk-
cija ostaée nepromenjena. Ovaj rezultat, napisan u obliku jednakosti P2y(r) = y(r),
moZe se tumaciti kao svojstveni problem operatora P2 koji, na osnovu toga, ima sa-
mo jednu svojstvenu vrednost, P> = 1. Odavde zaklju¢ujemo da sam operator P ima

8Relacija (9.36) takode se moZe dobiti ako skalarno pomnoZimo krajnje levu i krajnje desnu stranu jedna-
kosti (9.32) svojstvenim vektorom operatora koordinate. Zahvaljujuci ortogonalnosti svojstvenih vek-
tora, dobijamo jednakost (r|II|y) = ¢(~r), pri Cemu je {r|II|y) = (r|y’) = ¢'(r) = Pw(r).
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dve svojstvene vrednosti, P = 11 P = —1. Odgovarajuée svojstvene funkcije su par-
ne (engl. even) funkcije ¥.(r), za koje vazi y.(—r) = Y.(r), odnosno neparne (engl.
odd) funkcue Uo(r), za kKoje je Yo(—r) = —o(r). 1z tog razloga sv0Jstvena vrednost
operatora P naziva se parnost, a sam operator naziva se i operator parnost1

Na osnovu delovanja (9.32) lako se pokazuje da operator I1 ima iste svojstvene
vrednosti P = +1, pri ¢emu su odgovarajuéi svojstveni vektori f Weo(r)|r)d’r. Prema
tome, operatori I1i P, iako reprezentuju istu transformaciju, formalno nisu isti posto
deluju u razli¢itim prostorima (, odnosno £2). U stvari, oni predstavljaju razli¢ite
reprezentacue iste transformacije. U odeljku 9.2.4 imacemo sli¢nu situaciju sa opera-
torima I, i Z., koji reprezentuju z-projekciju orbitnog momenta impulsa u navedenim
prostorima.

Pomenimo da, ako hamiltonijan sistema komutira sa operatorom parnosti (ili,
alternativno, [A,II] = 0), ta dva operatora onda imaju zajednicke svojstvene funk-
cije (vektore), a parnost se odrZava (P je ,,dobar kvantni broj”’). MoZe se pokazati
da to vazi ukoliko je potencijal parna funkcija koordinata, kao u slucaju linearnog
harmonijskog oscilatora, simetri¢ne pravougaone potencijalne jame itd.

9.2.3 Prostorne translacije

Prostorna translacija za vektor a definisana je preslikavanjima (9.1) u kojima je
R =1iv =0, tj. preslikavanjimar - r' =r+aip — p’ = p. Uvodeci operator
transformacije T(a) koji deluje u faznom prostoru, ova preslikavanja moZemo napisati
u obliku

T@r=r+a, T(ap=p. (9.37)

Transformacija koja je inverzna prostornoj translaciji za vektor a je translacija za
vektor —a, dakle T-!(a) = T(—a). Skup svih translacija ¢ine Lijevu grupu T3, kod
koje je jedini¢ni element nulta translacija T(0).

Unitarni operator U(a) koji reprezentuje prostornu translaciju za vektor a u prostoru
stanja Cestice H definisan je relacijom

Ua)lr) = [r + a), (9.38)

koja se dobija iz opste relacije (9.27) i preslikavanja vektora polozaja (9.37). Ovaj
operator ve¢ smo uveli i odredili u glavi 7 (poglavlje 7.1), prvo za Cesticu u jednoj
dimenziji (izraz (7.2)), a zatim i u punom trodimenzionom prostoru (relacija (7.18)),
gde ima oblik

Ua) = e, (9.39)

Izraz (9.39) alternativno se moze izvesti polazeci od izraza (9.12) za unitarni ope-
rator u eksponencijalnom obliku, koji u ovom slu€aju glasi

U(a) = e T (9.40)

9Operator parnosti uveli smo jo§ u petoj glavi prilikom razmatranja parnosti sfernih harmonika (odeljak
5.2.6), a parnost talasne funkcije ranije je razmatrana na primerima beskona¢no duboke pravougaone
potencijalne jame i linearnog harmonijskog oscilatora (odeljci 4.3.3 1 4.3.6).
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9 Prostorno-vremenske transformacije

Preostaje da se odredi generator I, koji je ovde vektorska opservabla. U tom cilju
posmatra¢emo infinitezimalnu translaciju a = € — 0 i iskoristiéemo relaciju (9.24),
koja u tom slucaju glasi

rl0@y) = (r - ely) = Y(r - &). (9:41)
Izraz (9.40) za operator Ua)u slucaju a = &€ — 0 svodi se na
U@e) =1-ie-T, (9.42)

a, umesto talasne funkcije /(r — £), moZemo uzeti njen razvoj u red oko tacke r do
linearnog C¢lana, tj.

9
U(r — &) = Y(r) — a_l!r/ £=yY(r)—&-Vy. (9.43)

Zamenjujudi poslednja dva izraza u jednakost (9.41), dobija se
(|l —ie-D)ly) = y(r) — &-Vy. (9.44)

Posto se izraz na levoj strani moZe napisati u obliku ¥(r) — i& - (r|f|1//), izjedna-
Cavanjem linearnih ¢lanova po € sa obe strane jednakosti, dobijamo

(r|Dly) = —iVy. (9.45)

Izraz na desnoj strani poslednje jednakosti, ako se pomnoZi sa 7, predstavlja delovanje
operatora impulsa na stanje |) u koordinatnoj reprezentaciji (relacija (8.48)), dakle
—ih Vi = (r|p|y). Prema tome, jednakost (9.45) mozZe se napisati u obliku (rlf‘lw) =
(r|ply)/h, odakle sledi da je

I'=p/n (9.46)

Zamenjujuci dobijeni izraz za generator u opsti izraz (9.40), dobijamo rezultat (9.39).

Razmotrimo sada delovanje operatora U(a) na svojstvene vektore opservable p. U
tom cilju éemo posmatrati delovanje obe strane ermitski konjugovane relacije (9.38)
na te vektore i iskoristiti izraz (8.75) za skalarni proizvod (r|p), dakle

P ) = =P Ay py. (9.47)

. 1
x| 0@Ip) = (x ~alp) = 5oy

Posto skup svih svojstvenih vektora operatora koordinate predstavlja svojstveni ba-
zis po kojem moZemo razviti proizvoljni vektor iz H, uz istu argumentaciju kao za
relaciju (9.31), zakljucujemo da vazi

U(a)lp) = e 7). (9.48)

Delovanje operatora U(a) na proizvoljni vektor |y € H moZe se odrediti koriste¢i
npr. razvoj tog vektora u svojstvenom bazisu opservable f (izraz (7.21)). Tada je

Uy = U(a) f Y(0)|ryd’r = f y(0) U(a)r)d’r
(9.49)

:fw(l’)|l'+a>d3l‘ =f!,lr(r—a)|r>d3r.
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Ako krajnje strane ove jednakosti skalarno pomnoZimo svojstvenim vektorom opera-
tora koordinate, tj. ako predemo na koordinatnu reprezentaciju, koristeéi ortogonal-
nost tih vektora, dobijamo jednakost (r | U (@)|y) = Y(r — a). Posto je (r| U @ly) =
(r|y’) = ¢/(r), talasna funkcija Cestice nad kojom je izvrSena translacija za vektor a
glasi

Y'(r) = y(r —a). (9.50)

Uocimo da ovaj razultat takode sledi iz relacije (9.22) ako izaberemo da je T = T(a).

Ispitajmo jo$ kako se opservable f i P transformisu pri prostornim translacijama,
tj. kakvog su oblika operatori U@itUYa)i U (a)p U'(a). U tom cilju posmatrajmo
delovanje ovih izraza na svojstvene vektore operatora koordinate i impulsa. Uocava-
judida je U‘l(a) = 0(—a) i koristedi relacije (9.38) i (9.48), imamo

U@)tU '(a)|r) = Ua)tU(-a)|r) = U(a)t|r — a)

. X (9.51)
, = (r—a)U(a)lr—a) = (r —a)|r) = (f — a)|r),
1
O@p0~"@)p) = O(@p0(-a)lp) = U(@)pei*™ |p) .
= ¢i*?U(a)plp) = e/*Ppe 1*P|p) = p|p) = pIp).
Odavde, koristeci iste argumente kao za relacije (9.35), zakljucujemo da vazi
U@iU0 '(a)=t—-a, U@pU ') =p. (9.53)

Jedna od najvaZnijih primena prostornih translacija je u fizici ¢vrstog stanja. Zbog
periodicnosti kristalne reSetke, hamiltonijan koji opisuje dinamiku elektrona u (ideal-
nom) kristalu, a time i njegove svojstvene funkcije, invarijantni su pod translacijama

¢iji pomeraj je celobrojni umnoZzak perioda resetke u sva tri prostorna pravca'”.

9.2.4 Rotacije

Neka je R(g, e) matrica rotacije u konfiguracionom prostoru Cestice za ugao ¢ oko
pravca zadatog ortom e. Koristi¢emo, takode, oznaku R(p), gde komponente vektora
¢ = ye igraju ulogu Lijevih parametara transformacije. Ako su r i p vektori polo-
Zaja i impulsa Cestice pre rotacije, njen poloZaj i impuls nakon rotacije bi¢e odredeni
vektorima r’ = R(p)r i p’ = R(g)p. Transformacija koja je inverzna rotaciji zadatoj
vektorom ¢ je rotacija zadata vektorom —¢, dakle R~ (¢) = R(—¢). Skup svih rotacija
¢ine rotacionu grupu R(3), ¢&iji jedini¢ni element je rotacija za nulti ugao'!.

Na osnovu relacije (9.27), unitarni operator U(y) koji reprezentuje rotaciju R(g) u
prostoru stanja Cestice H definisan je relacijom

U(p)Ir) = [R(p)r). (9.54)

190vo je obradeno u svim udzbenicima iz fizike Evrstog stanja. Preporuéujemo ,,Uvod u fiziku &vrstog
stanja” Carlsa Kitela (Charles Kittel) u izdanju Savremene administracije iz 1970.

TRotaciona grupa je izomorfna tzv. specijalnoj ortogonalnoj grupi SO(3), &iji su elementi 3 x 3 realne
ortogonalne matrice jedini¢ne determinante (bibl. ref. ILB.1 i II.B.2).
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9 Prostorno-vremenske transformacije

Delovanje operatora U(p) na proizvoljni vektor |¢) € H dobija se koristeéi razvoj
tog vektora u svojstvenom bazisu opservable f (izraz (7.21)). Imamo

Up)ly) = Ulp) f Y(0)|ryd’r = f Yy U(p)Iryd’r
(9.55)

=flﬁ(l‘)|R(90)r>d3l‘ =fl/f(R_'(sO)l’)Ir>d3l‘-

Ako krajnje levu i krajnje desnu stranu ove jednakosti pomnozimo skalarno svojstve-
nim vektorom operatora koordinate, analognim postupkom kao u slucaju translacije
dobijamo

xlU@)y) = $(R™ (p)r). (9.56)

Posto je (r| U(a)|1//) = (r|y’) = ¢Y'(r), sledi da desna strana jednakosti (9.56) pred-
stavlja izraz za talasnu funkciju Cestice nakon rotacije zadate vektorom ¢, tj.

¥ (r) = y(R ' (p)r). (9.57)

Isti izraz dobija se iz formule (9.22) ako izaberemo da je T = R(gp).

U nastavku éemo odrediti eksplicitan izraz za operator rotacije U(p). Pokazacemo
prvo kako se izraz za taj operator dobija u specijalnom slucaju rotacije oko z-ose.
Matrica rotacije u tom slu¢aju ima oblik

cose —sing 0
) (9.58)

R(p,e;) =] sing cosp O
0 0 1

Polazeci od opsteg izraza (9.12), odgovarajuci operator rotacije u prostoru stanja H
moze se predstaviti u eksponencijalnom obliku

Up,e,) = e L. (9.59)

Da bismo odredili generator " ove transformacije, ovde ¢emo posmatrati rotaciju za
infinitezimalni ugao ¢ = &£ — 01 iskoristiti relaciju (9.56) koja u tom slucaju glasi

(r|U(e, e)l) = Y(R™' (. e)m). (9.60)
Izraz (9.59) tada se svodi na
Ue,e.) =1 —iel, (9.61)
a matrica rotacije (9.58) i odgovarajua inverzna matrica glase

1 - 0 1
Ree)=le 1 0|, Rl(se)=|-¢
0 0 1 0

S~ M,
—_ o O

] . (9.62)
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Tada je
1 & 0)(x x+ey
R'(e,egr=[-e 1 0 ||y|=|y—ex|=r+s(ye, - xe)), (9.63)
0 0 1 J\z b4

pa se funkcija na desnoj strani jednakosti (9.60) moZe zameniti svojim razvojem oko
tacke r do linearnog ¢lana po &

YRT'T) = Y(r +e(ve, — xe,)) = Y(r) + eVY (e~ xey)

= yY(r) + S(y% - xa—lﬁ) Y(r) - —85 Y (). (9.64)
Na kraju je iskoristen izraz (3.107) za operator z-proj jekcije orbitnog ugaonog momen-
ta £, koji deluje na talasne funkcije. Ako je I, odgovarajuéi operator koji deluje na
vektore stanja, £, je njegova koordinatna reprezentacija, pa imamo £,4(r) = (r|L|¢).
Zamenjujuéi desnu stranu jednakosti (9.60) razvojem (9.64) sa poslednjom smenom,
a operator U(g, e.) na levoj strani jednakosti (9.60) razvojem (9.61), dobijamo

(1 = ieD)ly) = y(r) - %8<r|l;|lﬁ>- (9.65)

Izjednalavanjem linearnih ¢lanova po & sa obe strane jednakosti sledi I' = 7,/A, §to
zamenom Uu izraz (9.59) daje

U(p,e,) = e ¢k, (9.66)

Posto za z-osu moZemo uzeti proizvoljni pravac u prostoru zadat ortom e, imacemo

@l. = pe-1=¢-1, gde je 1 operator orbitnog ugaonog momenta, pa se izraz (9.66)
direktno uopStava na oblik .

U(p) = e ¢, (9.67)

koji predstavlja operator rotacije u prostoru H za ugao ¢ oko proizvoljnog pravca e.

Ako vektor ¢ i vektorski operator I razlozimo na komponente u nekom naknadno
izabranom pravougaonom koordinatnom sistemu (gde je u opStem slucaju e # e;),
operator rotacije se moze napisati u obliku

f]((p) = e_% (tﬁxixﬂﬁvivﬂpziz)’ (9.68)

gde su ¢y, ¢y, ¢, komponente vektora ¢ (Lijevi parametri), a I, lAy, I. odgovarajuce
komponente operatora 1 (generatori X 7i). Napomenimo, medutim, da zbog nekomuti-
ranja tih komponenata (relacije (5.17)) imamo U(p) # e~ i #ie~i#shemi#:k 12,

Navedimo na kraju da se komutacione relacije (5.17) mogu izvesti analizirajuci
uzastopno delovanje operatora infinitezimalnih rotacija oko osa koordinatnog siste-
ma na svojstvene vektore operatora koordinate'*. Prema tome, grupa rotacija R(3)
definiSe algebru ugaonog momenta kao odgovarajuéu Lijevu algebru.

2Proizvoljna rotacija alternativno se moZe izraziti preko Ojlerovih (Leonhard Euler) uglova a, g, .
Pokazuje se da se operator rotacije tada moZe predstaviti u obliku U(a, 8,) = eial:/h =il /=iy L h,

13Videti npr. izvodenje u knjizi ,,Gradivni blokovi kvantne mehanike, teorija i primene” Sijana (T. Xiang,
bibl. ref. 2.A.7), str. 159.
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9 Prostorno-vremenske transformacije

9.3 Unitarne transformacije koje se odnose na
vremensku evoluciju

9.3.1 Evolucioni operator i zakon kretanja u integralnom obliku

Vremenska evolucija kvantnog sistema, kako je navedeno u VII postulatu (odeljak
6.3.7), odredena je Sredingerovom jednadinom (jednaina (6.75)). Ako je poznato
stanje sistema u pocetnom trenutku fy, ova jednacina odreduje njegovo stanje u pro-
izvoljnom trenutku 7. Posto se radi o diferencijalnoj jednacini, kaZemo da Sredinge-
rova jednacina predstavlja zakon kretanja u diferencijalnom obliku.

S obzirom na to da je Sredingerova jednadina linearna, vektor |¢(1)), koji opisuje
stanje kvantnog sistema u proizvoljnom trenutku ¢, moZe se predstaviti kao rezultat
delovanja izvesnog linearnog operatora U(t, 1y) na vektor |o(f)) koji opisuje stanje
sistema u pocetnom trenutku #, dakle

l(2)) = O, 1)y (to)), (9.69)

pri Cemu je
Uto, 10) = 1. (9.70)

Operator U(t, 1) naziva se evolucioni operator, a jednacina (9.69) zakon kretanja u
integralnom obliku.

Da bi bio zadovoljen uslov odrZanja norme vektora stanja, evolucioni operator mora
biti unitaran. Naime, ako ovaj uslov napiSemo u obliku (1) |y(2)) = W (ko) ¥ (),
primenom jednacine (9.69) i odgovarajuce ermitski konjugovane jednacine (¥/(f)| =
(W(t0)| U* (2, 1p) dobijamo

Wt) | U, 10) U, t0) [4(t0)) = Wr(to) (1)), (9.71)
odakle proizilazi uslov unitarnosti
U, 10)U(t,10) = I. (9.72)

Jednatina za evolucioni operator dobija se neposredno iz Sredingerove jednacine
(6.75). Zamenjujuéi vektor |(¢)) na obema stranama jednacine izrazom (9.69), sledi

L d A A
ih Ut 1)l (t0)) = HOU @ 10) Y (10)), 9.73)
a, zbog proizvoljnosti vektora |y(fy)), moZemo pisati
d . N
iha U, ty) = HU(t, ty) (9.74)

uz uslov (9.70). Ako ovu jednacinu formalno integralimo, dobijamo alternativnu jed-
nacinu u integralnom obliku

. t
O(t,10) = T — % f A0, 1) dr . (9.75)
fo
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9.3 Unitarne transformacije koje se odnose na vremensku evoluciju

U svetlu opste diskusije o prostorno-vremenskim transformacijama (poglavlje 9.1)
jednacina (9.69) predstavlja reprezentaciju vremenske translacije fo — ¢ u prostoru
stanja kvantnog sistema, pri ¢emu je, kao Sto je oCekivano, operator transformacije
U(t, 1) unitaran. U ovom slu¢aju re¢ je o spontanoj aktivnoj vremenskoj translaciji za
b=t-1.

9.3.2 Evolucioni operator i zakon kretanja konzervativhog
sistema

ReSavanje operatorske jednacine (9.74) nije trivijalan zadatak zbog nekomutativno-
sti mnoZenja operatora. Medutim, za konzervativne sisteme, kod kojih hamiltonijan
ne zavisi od vremena, dobija se jednostavno formalno reSenje

U(t, 1) = e~ #l1=0), (9.76)
Treba, medutim, imati na umu da je korektna interpretacija operatorske funkcije je-

dino njen razvoj u stepeni red (v. odeljak 7.1.1, fusnota 2), koji je u ovom slucaju
oblika

Ut, 10) = i l' (_i)kﬂk (t — to)~. 9.77)
£\

Zamenjujuéi ovaj izraz u jednacinu (9.74), lako se proverava da on jeste njeno resenje.
Koristeéi izraz (9.76), zakon kretanja u integralnom obliku za konzervativni sistem
glasi

() = e~ #70 y (1)), (9.78)

Da bismo na desnoj strani jednacine odredili delovanje evolucionog operatora na vek-
tor |Y(tp)), ovaj vektor ¢emo razviti po svojstvenim vektorima |7) hamiltonijana A,
tj. napisati u obliku |¥(2y)) = 2., c,|n), 1 ponovo iskoristiti razvoj (9.77). Radi jedno-
stavnosti posmatra¢emo nedegenerisani slucaj (pri cemu je A |n) = E,|n)) i uzeCemo
da je fp = 0. Sledi

o) = Y ey = 3 L (L) e
N b
chz_(;a(—%Ht = e Zk‘( Ent) Iy (9.79)

§to je u skladu sa opstim resenjem Sredingerove jednacine (6.78).
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9 Prostorno-vremenske transformacije

9.3.3 Zakon kretanja u integralnom obliku za kvantni sistem u
mesanom stanju

U odeljku 6.4.7 videli smo da je vremenska zavisnost operatora gustine koji opisu-
je mesSano stanje kvantnog sistema odredena Fon Nojmanovom jednacinom (6.110).
Medutim, kao i u slucaju Cistog stanja, promena mesanog stanja sa vremenom se al-
ternativno moZe izraziti preko evolucionog operatora. Predstavljajuéi operator gustine
P u obliku razlaganja (6.89), a vremensku zavisnost ket i bra vektora koji figuriSu u
tom razlaganju preko evolucionog operatora U(z, o) (relacija (9.69)), dakle

() = U, o) lyto)), (9.80)
W) = Walt) 01, 10)", (9.81)
sledi
PO = D" wilw )] = > w1 walt)) W)l U (1, 10)
k k
(9.82)
= 00, 10)| D wilwt))Weto)l | 07 (2, 10),
k

odnosno

p(t) = Ult, 1) p(to) U™ (2, 10), (9.83)

gde je p(ty) operator gustine u pocetnom trenutku 7.

9.3.4 Zakon kretanja za srednju vrednost opservable.
Sredingerova i Hajzenbergova slika

Zakon kretanja za srednju (oéekivanu) vrednost opservable A (uopstenje Erenfesto-
vih jednacina, v. odeljak 4.2.3, jednacina (4.45)) glasi

Ay 1, .~ 0A
vl ih<[A’ HI) + < E” > (9.84)
Ako se osvrnemo na izvodenje (4.44) ove jednacine, koje se zasniva na racuna-
nju izvoda izraza za srednju vrednost (AY = (1//|A |) posmatranog kao proizvod tri
faktora koji zavise od vremena, vidimo da se ¢lan ([A, H])/ik na njenoj desnoj stra-
ni pojavljuje kao posledica zavisnosti stanja kvantnog sistema od vremena i vaZenja
Sredlngerove jednatine. Pri tome, &lan (9A/df) razli¢it je od nule samo ukoliko ope-
rator A ekplicitno zavisi od vremena (npr. zbog delovanja neke promenljive spoljasnje
sile na sistem). Formulacija kvantne mehanike u kojoj je evolucija kvantnog sistema
opisana promenom njegovog stanja u toku vremena, koja je odredena Sredingerovom
jednacinom (VII postulat) ili evolucionim operatorom (jednacina (9.69)), naziva se
Sredingerova slika.
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9.3 Unitarne transformacije koje se odnose na vremensku evoluciju

Evoluciju kvantnog sistema, medutim, moguce je opisati i na drugaciji nacin. Pri-
tom mora biti ispunjen uslov da vremenska zavisnost svih merljivih veli¢ina, kao §to
su verovatnoe, te svojstvene i srednje vrednosti opservabli, bude ista kao u Sredin-
gerovoj slici. Ako je ovaj uslov ispunjen, ponaSanje vektora stanja, odnosno talasnih
funkcija, i opservabli moZe po tom pitanju da bude drugacije od onog u Sredingerovoj
slici. Formulacija kvantne mehanike u kojoj su opservable nosioci evolucije sistema,
a vektor stanja se ne menja sa vremenom, naziva se Hajzenbergova slika.

Da bismo vektore stanja i opservable predstavljene u Sredingerovoj i u Hajzen-
bergovoj slici razlikovali, u nastavku ¢emo uz njihove oznake u indeksu pisati slovo
.S, odnosno ,,H”. Recimo, §redinger0vu jednacinu (6.75) dalje éemo pisati

! N
ih g 1s(0) = Hs(Ol¥s (), (9.85)
a zakon kretanja u integralnom obliku (9.69) kao

sy = U, 10)|¢s(t0)).- (9.86)

Evolucija kvantnog sistema u Hajzenbergovoj slici odredena je jednac¢inama Cijim
se reSavanjem dobija opis kako se opservable menjaju u toku vremena. Ove jednacine
mogu se izvesti na viSe nacina. Jedan od njih je iz zakona kretanja za srednju vrednost
opservable, koji mora biti isti u obe slike. U Hajzenbergovoj slici ukupna promena
srednje vrednosti (A) sa vremenom poti¢e iskljucivo od promene opservable Ay(7).
Prema tome, vaZi d(Ay)/dr = (dAy/ds), na osnovu Cega se zakon kretanja za srednju
vrednost opservable Ay moZe napisati u obliku

dAdy 1 . N 0Ay\
< % 7 [Au(®), Hu(0)] - ot >—0. 9.87)
Posto ova jednacina vazi za svaki vektor |yy), sledi da vaZi operatorska jednacina
dAdy 1 . . Ay
—=—[A H; —_— .
a ih[ (@), Ha()] + 7 (9.88)

koja opisuje ukupnu vremensku promenu opservable Ay(r) u Hajzenbergovoj slici i
naziva se Hajzenbergova jednacina kretanja za tu opservablu.

9.3.5 Prelazak iz Sredingerove slike u Hajzenbergovu sliku

Polaze¢i od zakona kretanja u integralnom obliku (jednacina (9.86)), promena vek-
tora stanja kvantnog sistema u Sredingerovoj slici [5(r)) u toku vremena moZe se
posmatrati kao spontana aktivna vremenska translacija vektora tog stanja u poc¢etnom
trenutku 7y, opisana evolucionim operatorom U, to) posmatranog sistema. Odatle
proizilazi da se ta promena moZe poniStiti inverznom transformacijom, tj. delovanjem
operatora U~!(t, 10) na vektor |ys(1)), i na taj nacin dobiti odgovarajuci vektor stanja
u Hajzenbergovoj slici. Dakle

lyw) = Ut 10) sy = U (1, 10) U1, 10) 19 (1)) = s (to))- (9.89)
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9 Prostorno-vremenske transformacije

Prema tome, vektor stanja u Hajzenbergovoj slici jednak je odgovaraju¢em vektoru u
Sredingerovoj slici u proizvoljno izabranom po&etnom trenutku 7.

Koristedi isti operator U, 10) 1 relacuu (9.11), opservabla Au(®u Hajzenbergovoj
slici dobija se iz odgovarajuée opservable As(f) u Sredingerovoj slici transformacijom

Au@) = U7 1, 10)As() U1, 1), (9.90)

pri éemu je Ay (fo) = As(to). Zahvaljujuéi unitarnosti transformacije, sve opservabilne
velicine i izrazi koji se koriste za njihovo racunanje, kao i komutacione relacije medu
opservablama'4, invarijantne su pri prelasku iz jedne slike u drugu (v. odeljak 9.1.5).

Prelazak iz Sredingerove slike u Hajzenbergovu sliku moZe se tretirati kao transfor-
macija iz jedne reprezentacije u drugu, pri ¢emu je U~'(z, 1) unitarni operator trans-
formacije koja je u ovom slucaju pasivna.

Hajzenbergove jednacine takode se mogu izvesti iz relacije (9.90). Ako obe stra-
ne ove jednakosti diferenciramo po vremenu i iskoristimo izraz dU/dr = HsU/ih,
koji direktno sledi iz jednacine (9.74), i izraz dU~'/dt = —U~"Hs/ih, koji se dobija
ermitskom konjugacijom prethodnog uz smenu U+ = U~!, ne navodeéi vremensku
zavisnost operatora radi kraceg zapisa, imamo

ddy  dO! _, dAg L~ dO
ke AsU+ 0" =20 - —0'As—
dr ar ° dr ih T
1oain non agdAg a1 o0 o o
= ——U"HAsU + 07" =220 + —U " AgBs U
ih dt ih
. (9.91)
- Loagooaco 0 S04 Lo Ao g0
ih dr ih
1o . L dAg . 1 L 1 . dAy
= ——HyAy+ U' =20 + —AyHy = —[Ay, Ayl + —
in noH dr g = L An Hul + =

Dakle, ponovo dobijamo jednacinu (9.88), pri c¢emu poslednji ¢lan u krajnjem izrazu
ima znalenje dAy /0t = U~ (dAg/dn)U.

Ukoliko veli¢ina A ne zavisi eksplicitno od vremena, tada ni opservabla A ne zavi-
si od vremena i Hajzenbergova jednacina se redukuje na oblik dAy /dr = [Ay, Hyl/ih.
Ako, uz to, As komutira sa I:IS, $to znadi da i Ag komutira sa Hy, sledi dAg /dt =0,
§to znadi da ni Ay ne zavisi od vremena i da je veli¢ina A integral kretanja.

U sluaju konzervativnog sistema hamiltonijan Hs ne zavisi od vremena i komutira
sa odgovarajué¢im evolucionim operatorom U(t, 7y) koji je tada oblika (9.76). Oda-
tle sledi Ay = U'HsU = Hs, §to znadi da hamiltonijan konzervativnog sistema u
Hajzenbergovoj slici takode ne zavisi od vremena.

4Npr. komutaciona relacija medu opservablama % i p,, koja u Sredingerovoj slici glasi [£s, prs] = i,
u Hajzenbergovoj slici ima analogan oblik [x(?), pxa ()] = ifi. Napomenimo, medutim, da poslednja
relacija ne bi vazila ako bi se opservable Xy () i pyu(7) uzele u razicitim vremenskim trenucima.
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9.3 Unitarne transformacije koje se odnose na vremensku evoluciju

9.3.6 Hajzenbergova slika i princip korespondencije

U prethodnom odeljku videli smo da se prelazak iz Sredingerove slike u Hajzen-
bergovu (i obratno) ostvaruje unitarnom transformacijom vektora stanja i opservabli
pomocu operatora 0 ~1(t, t) (odnosno 0 (t,19)). Prema tome, te dve slike predstavlja-
ju dve ekvivalentne formulacije kvantne mehanike. Sredingerova slika se, medutim,
zbog analogije talasne funkcije sa elektromagnetnim talasima pokazala pogodnijom
i intuitivno prihvatljivijom, te se daleko vise koristi. S druge strane, Hajzenbergova
slika, s obzirom na to da su u njoj opservable nosioci evolucije sistema, bliZa je opisu
dinamike u klasi¢noj mehanici.

U vezi sa gore navedenim, uocimo da Hajzenbergova jednacina (9.88) ima oblik
analogan opstoj jednacini kretanja u Hamiltonovom formalizmu klasi¢ne mehanike

dA 0A

i ={AH} + o (9.92)
gde je A neka fizicka veli¢ina, H Hamiltonova funkcija posmatranog sistema koja
zavisi od njegovih nezavisnih koordinata, konjugovanih impulsa i vremena, a {A, H}
Puasonova zagrada te dve varijable'’. Ova analogija demonstrira vaZenje principa ko-
respondencije (v. odeljak 1.2.4) izmedu klasi¢ne i kvantne mehanike. MoZemo reci da
se Hajzenbergove jednacine kvantizacijom neposredno dobijaju iz klasi¢nih jednacina
kretanja u Hamiltonovom formalizmu. Dakle, dinamicke promenljive kvantizacijom
prelaze u operatore (opservable), a Puasonove zagrade u komutatore, tj.

{A,H} —> %[A,FI], (9.93)

$to je prvi put prepoznato od strane Diraka i Sto predstavlja susStinu kanonske kvanti-
zacije opisane u odeljku 6.3.6.

9.3.7 Interakciona slika

Cesto se deSava da zbog sloZenosti hamiltonijana Sredingerovu jednacinu, koja
odreduje dinamiku kvantnog sistema, nije moguce egzaktno resiti. Problem obi¢no
nastaje zbog sprezanja razlicitih stepeni slobode kroz ¢lan u hamiltonijanu koji opisu-
je interakciju medu delovima sistema. Hamiltonijan je tada pogodno napisati u obliku

H@) = Hy() + V(0), (9.94)

gde je Hy deo hamiltonijana koji opisuje osnovnu strukturu sistema, a ¥ operator
interakcije. Na primer, Ay, moZe biti hamiltonijan slobodnog sistema, a V operator
interakcije tog sistema sa spoljasnjim poljem. Takode, na ovaj nacin pogodno je pred-
staviti hamiltonijan viSe&esti¢nog sistema, pri ¢emu hamiltonijan H opisuje sistem u
modelu neinteragujuéih &estica, a operator ¥ njihovu medusobnu interakciju. Ukoliko

150 jedna¢inama kretanja u Hamiltonovom formalizmu, Puasonovim zagradama i analogiji sa kvantnom
mehanikom moZe se viSe procitati u knjizi ,,Uvod u teorijsku fiziku, I deo, Teorijska mehanika” D.
Musickog (bibl. ref. 2.C.2), str. 114.
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9 Prostorno-vremenske transformacije

je reSenje Sredingerove jednadine za sistem bez interakcije poznato, a ta interakcija
ima znatno manji uticaj na dinamiku sistema od &lana H, priblizno reSenje Sredin-
gerove jednacine za sistem opisan ukupnim hamiltonijanom (9.94) moZze se odrediti
koristeci teoriju stacionarnih ili vremenski zavisnih perturbacija, koje ¢e biti detaljno
opisane u glavama 101 13.

NalaZenje pribliznog resenja Sredingerove jedna¢ine, medutim, nije jedini razlog
za predstavljanje ukupnog hamiltonijana u obliku (9.94). Naime, dodatna interakcija
u odnosu na osnovnu strukturu kvantnog sistema predstavlja generator koji uzrokuje
prelaze medu svojstvenim stanjima hamiltonijana osnovne strukture, a operator V,
koji opisuje tu interakciju, koristi se za raCunanje verovatnoce tih prelaza. Tako npr.
interakcija atoma sa elektromagnetnim poljem uzrokuje prelaze medu stacionarnim
stanjima atoma koji se manifestuju apsorpcijom ili emisijom fotona. U slu€aju slabijih
polja teorija vremenski zavisnih perturbacija daje adekvatan opis ovih prelaza.

Razlaganje (9.94) dalje omogucava da se iz kompletne evolucije kvantnog sistema
izdvoji i prikaZe samo promena usled dodatne interakcije. Ovo se postiZe prelaskom
u tzv. interakcionu sliku, poznatu i kao Dirakova slika, koja predstavlja intermedi-
jarnu formulaciju izmedu Sredingerove i Hajzenbergove slike. Dok u poslednje dve
slike vremensku zavisnost nose vektori stanja, odnosno operatori fizi¢kih veli¢ina, u
interakcionoj slici vektori stanja nose deo evolucije koji je uzrokovan interakcijom, a
opservable nose deo evolucije koji je uzrokovan osnovnom strukturom sistema.

Polazeéi od Sredingerove slike, u interakcionu sliku moZe se preéi na sli¢an na-
¢in kao u Hajzenbergovu, dakle unitarnom transformacijom definisanom inverznim
evolucionim operatorom. Razlika je u izboru evolucionog operatora. Za prelazak u
interakcionu sliku koristi se operator Uy(z, 1), koji opisuje evoluciju sistema bez in-
terakcije i koji zadovoljava jednacinu

d A N .
ih& Uo(t, to) = Ho(H) Uy(t, 19). (9.95)

Prema tome, moZe se reci da je interakciona slika Hajzenbergova slika u odnosu na
hamiltonijan Hy. Ako ovaj hamiltonijan ne zavisi od vremena, saglasno izrazu (9.76),
odgovarajuéi evolucioni operator ima oblik Uy(z, ty) = e~Hot=)/%,

Na osnovu gore recenog, ako je |¢s(f)) vektor stanja u Sredingerovoj slici, odgo-
varajuci vektor stanja u interakcionoj slici dobija se transformacijom

[Winc (D) = U (8, 10) W5 (1)) (9.96)

Inverzna transformacija daje izraz |ys(f)) = Uo(t, 10) | Wi (1)), uz koji gredingerova
jednacina (9.85) sa hamiltonijanom (9.94) uzima oblik

d 2 EaS A A
ihd—t [Uo(t, 1) |Yin(D)] = [Ho(t) + V() Uo(t, 10)|¢rin (1)), (9.97)

odnosno

A

., dUy P d
lh?"/’int(t» + inlo(t, tO)d_tW’int(t»

o o (9.98)
= Ho() Uo(t, 10) [¢hinc(0)) + V(OO Uo(t, 10) |¢hint (1))
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9.3 Unitarne transformacije koje se odnose na vremensku evoluciju

Zahvaljujudi jednacini (9.95), prvi ¢lanovi sa leve i desne strane jednakosti potiru se,
nakon Cega se jednakost svodi na

A d PN
ihUo(t, to)5|ll/im(l)> = VUo(1, 1) |¢in (D). (9.99)

Delujuéi inverznim operatorom UO’ I(t, to) na obe strane jednakosti, dobijamo

d Y S A
ih < Wi (0) = 05" (1, 1) VO Uo(t, 1) i), (9.100)

odnosno d
ih@ [Win () = VineO1Wine(D), (9.101)

gde je Vint(t) = lA](; ', to)V(t)Uo(t, fo) operator interakcije Vu interakcionoj slici.
Analogno operatoru interakcije, proizvoljna opservabla A, data u Sredingerovoj
slici, prevodi se u interakcionu sliku transformacijom

Ai(t) = Uy (1, 10) As () U (1, 1o). (9.102)

Ako ovaj izraz diferenciramo po vremenu, na analogan nacin kao kod izvodenja (9.91)
dobijamo jednacinu kretanja za opservablu A (D)

~

dAint
dr

aAint
o’

1 . N
= (A, H™ (0] + (9.103)
i
gde je 0A;y /0t = Uy (dAs/dr) Uy, a Hi™(#) se dobija istom transformacijom iz Ho(?)
kao operator Aim(t) iz As(t) (formula (9.102)). Uocimo da se u slucaju kada je V=0,
tj. H = Hy, ova jednadina svodi na Hajzenbergovu jednadinu, §to je oekivano posto
u tom slucaju interakciona slika prelazi u Hajzenbergovu sliku.

9.3.8 Integralni oblik zakona evolucije u interakcionoj slici.
Dajsonov operator vremenskog uredenja. S-matrica

U prethodnom odeljku videli smo da vektor stanja u interakcionoj slici | ¥in(?))
nosi deo evolucije koji je uzrokovan interakcijom i da je ta evolucija odredena di-
ferencijalnom jednacinom (9.101). Pokaza¢emo kako se integracijom ove jednacine
prelazi na integralni oblik zakona kretanja.

Izraz (9.96) za vektor |y (7)), koristeci izraz (9.86) i jednakost |¢/s (7)) = |¥in (%)),
prelazi u oblik [y (1)) = Uy (2, 10) U(t, t0) Iin(f0)), 0dnosno

Wi () = 8 (1, 10) [inc(t0)), (9.104)
gde je
St t0) = Uy (t,10) U, to) (9.105)

operator evolucije u interakcionoj slici ili S-operator.
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9 Prostorno-vremenske transformacije

Da bismo odredili S-operator za datu interakciju V, prvo éemo napisati jednacinu
(9.101) u integralnoj formi

| A
[Winc(1)) = [Yinc(t0)) + & f dt’ Vi (1) [Yine (1)) (9.106)

Resenje ove integralne jednacine, tj. vektor |y (¢)), moZe se dobiti metodom suk-
cesivnih iteracija, gde se svaka sledeca iteracija reSenja dobija zamenjujuci vektor
|ine(#)) na desnoj strani jednacine (9.106) prethodnom iteracijom. Pri tome se kao
nulta iteracija reSenja uzima vektor | (%p)). Prema tome, imamo

W20 = [Wint0))s (9.107)

1 N
I%MFMMM+%meMW$M
L % (9.108)
1+ 7 f df/f/int(t/)] [Winc(t0)),

1 4 N
|ﬁ@hwmm+%fmm@wwm

fo

1 N
= [Yin(t0)) + = f dtVin(t1)
ih

fo

1 (. 1 ! o A
1+ .—f dty Vin(11) + _2f dllf dfzvim(ﬁ)Vim(tz)]|¢im(lo)>,
ih fo (lh) to to

Lo
1+ E f dszint(IZ):| |¢im([0)> (9109)

fo

W%m

1
HEIMW@Hmﬂfmfmmwmw+
(9.110)

‘f‘dntf‘dh Jﬂnamﬁ%&h)vm&h)“'oh&%)|¢m&m))
@y

Uocimo da je u ovim izrazima ¢t > t; > f, > --- > t,. Konacno, pretpostavljajuci da
iteracioni proces konvergira, dobijamo

() = lim [0/ (0)) = 802, 10) i (70)), O.111)

gde je

5 S e ! el - N
St =Y, e [ [t [Pttt G, ©112)
=0 @iny fo to fo

Izraz za S-operator moZe se napisati u simetricnom obliku koriste¢i Dajsonov
(Freeman Dyson) operator vremenskog uredenja T , Cije delovanje je zadato relacijom

T{ Vi) Vi () -+ Vi )} = Vi ) Vina(2) -+ Vi (1),

L>t> >t ©.113)
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9.3 Unitarne transformacije koje se odnose na vremensku evoluciju

Teorema: Primenjujuci operator vremenskog uredenja 7' na integrande u svakom &la-
nu §® beskona¢nog reda koji &ini razvoj od S(z, o), sve integracije se mogu izvrsiti
preko kompletnog intervala od #y do t. Medutim, kao rezultat simetrije integrala u od-
nosu na permutacije integracionih varijabli, ovako izracunat n-tostruki integral je n!
puta veci od trazenog n-tog ¢lana. Prema tome,

. 1 t 11 Tn—1 R R R
8 = —”f dllf dtz"'f dty Vin(11) Vine(£2) - - - Vin ()
(lh) 1 to )

1 1 3 ! 3 P R R
= — dr de - -- dt, T Vind (1) Ving(82) - - - Vi (81 -
- (ih)"f,o lfto . f (Vi) Vi)« Vi)

Dokaz: Teoremu ¢emo dokazati matemati¢kom indukcijom.

(9.114)

(i) Prvo ¢emo pokazati da jednakost (9.114) vazi za n = 2. U tom cilju
posmatrajmo dvostruki integral

! !
b= [ an [ an? {Buiiu). ©.115)
fo I

U ovom slucaju operator vremenskog uredenja deluje na slede¢i nacin

Vi) Vin(t2),  ako je t; > 1,

. . . (9.116)
Vine(#2)Vine(t1),  ako je 1, > 1.

T{Vint(tl)vim(tz)} - {

Oblast integracije moZe se podeliti na dva dela: #; > 1, i ©, > #; (slika 9.2).
Tada je

! 8l ! %)
L= f an f dty Vi (1) Vi (12) + f dr, f dt Vi) Vin(1)). - (9.117)
Iy 0 fo fo

Zamenjujuéi u drugom ¢lanu ovog izraza oznake za varijable ¢, i t,, dobijamo

I3 51
L= 2f dy f dt Vie(t1) Vi (12). (9.118)
fo 0]

Prema tome, za n = 2 jednakost (9.114) je zadovoljena.

L>1

1>

t
0
t tot

Slika 9.2. Oblasti integracije vremenski uredenog proizvoda operatora \7im(t1) i ‘7“,[(12).
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9 Prostorno-vremenske transformacije

(i) Pretpostavimo sada da jednakost (9.114) vazi za proizvoljno n. Pokaza-
¢emo da ova jednakost onda vaZi i za n + 1. U tom cilju posmatrajmo razliku
integrala

t t 1 Tn—1
I(t) = f dr f dr f diy - - f dty, Vit () Vine (1) Vi (82) - - - Vi (2)
(9.119)

(n+1), f dr f d f di - f iy T { Vine ) Vine (1) Vine(22) - - Vi)

Ocigledno, jednakost (9.114) bi¢e zadovoljena ako je I(#) = 0. Uocimo da
ovaj uslov sigurno vaZzi ako je ¢t = ty. Naime, integral od 7y do ¢ tada postaje
integral sa jednakom donjom i gornjom granicom, pa neposredno sledi da
je I(tp) = 0. Prema tome, da bismo pokazali da je I(r) = 0, dovoljno je
pokazati da I ne zavisi od ¢, posto je u tom slucaju I(f) = I(ty). Drugim
reCima, dovoljno je pokazati da je d//dt = 0

IzraCunaéemo vremenske izvode (po f) oba viSestruka integrala u izrazu za
I(t). Posto je izvod jednostrukog integrala Cija je gornja granica ¢ jednak
vrednosti podintegralne funkcije u tacki ¢, tj. (d/df) ft (: f@)dt = f(r), izvod
prvog visestrukog integrala glasi

d (" e A
—~ f dr f dry f dty - f dty Vind @) Vi (1) Vind(12) -+ Vi (8)
dt T T fo fo

, " i (9.120)
= V() f an f dry - f Aty V(1) Vi (12) - -~ Vrne(1).
I Io Iy

Faktor Vint(t), koji se nakon diferenciranja pojavio umesto f/im(t’), izvucen je
ispred integrala jer njegov argument ¢ nije integraciona promenljiva.

Posto se drugi viSestruki integral u /(¢) sastoji od n + 1 jednostrukih integrala
sa gornjom granicom ¢, njegovo diferenciranje daje sumu koja se sastoji od
n + 1 ¢lanova tipa

! ! ! d ! ! !
fdl"f dey -- f dt;_y —f dg; f dtiyg -- f ds, x
o o o dt o to fo

PP () Winat1) -+ Vinalti) Vi 1) Vi (ti41) -+ - Vi (1)}

(9.121)
fdtfdll . fdtl ]fdtHl . fdtn

1nl(t )th(tl) : 1nl(tt I)Vlnt(t)vmt(tHI) : inl(tn)}'
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9.3 Unitarne transformacije koje se odnose na vremensku evoluciju

Za gornju granicu ¢t vazit >t it > t;, i = 1,---,n, paimamo

P{Vind(t) Vina(t1) -+ Vim0 Vi () Vi 311 - - Vi)

= 7 {Vina () Vina ") Vina(11) -+ Vi ti-1) Vi t51) -+« Vima ()} (9.122)

= Vi T {Vina @) Vim (1) - Vi i) Vi ti51) -+ - Vim 8}
odakle sledi da su svih n + 1 izraza (9.121) medusobno jednaki. Preimeno-

vanjem n integracionih promenljivih u svakom od njih u niz #;, - - -, t,, izvod
drugog viSestrukog integrala u I(¢) glasi

d ! , ! ! ! PR o R R
d—[ f ds f di, f diy - f dt T{ Vini(1 )vimm)vim(tz)--~vim<tn)}]
! fo fo fo fo

(9.123)

=+ DV f d, f - f Vi (0 Vi (1) - Ti 1)

Posto je pretpostavka da za dato n vazi jednakost (9.114), sledi da je rezultat
(9.123), nakon §to se podeli sa (n + 1)!, jednak rezultatu (9.120), odakle
neposredno sledi da je dI/d¢t = 0, odnosno I = 0, ¢ime je teorema dokazana.

Koristeéi navedenu teoremu, moZemo pisati

~ 1 1 4 ¢ t o A .

St to) = Z ! @ f dr f dry - f At T { Vine(11) Vine(2) -+ Vine(2)

o 1

z:(:) n_ (ihy f dr f dr, - fdtn lnt(tl)vmt(tZ) mt(tn)

= TZ 1 [lf dt' V(¢ )} = Texp[ f dr' Vi (¢ )}- (9.124)
= 0

Ako izaberemo da #y) — —co, odgovarajuci S-operator, tzv. S-matrica,

11
~>

8(t) = 8(t, —0) = T exp [% f dt’f/im(t')] (9.125)

odreduje stanje sistema u interakcionoj slici u proizvoljnom trenutku polazeci od sta-
nja sistema daleko pre ukljucenja interakcije, tj.

[Wine(8)) = SO)|Wini(—00)). (9.126)

Ovako definisana S-matrica ima primenu u kvantnoj statisti¢koj fizici i kvantnoj teoriji
polja. S druge strane, u teoriji rasejanja uvodi se matrica rasejanja (engl. scattering

matrix) § = S(—c0, +00), koja prevodi stanje |in(—00)) U stanje [ (+00)).
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9 Prostorno-vremenske transformacije

9.3.9 Relacija neodredenosti vremena i energije

U uvodnoj glavi prvog dela ovog kursa (Kvantna mehanika 1) diskutovali smo prin-
cip neodredenosti i uveli relacije neodredenosti (1.29) za koordinate i njima konjugo-
vane impulse (odeljci 1.4.3 i 1.4.4). Kasnije, kada je neodredenost fizicke veli¢ine
precizno definisana kao njena standardna devijacija (kvadratni koren iz srednjeg kva-
dratnog odstupanja od srednje vrednosti, izraz (3.49)), mogli smo ove relacije i for-
malno da izvedemo (relacije (3.180)) polazeci od odgovarajué¢ih komutacionih relaci-
ja. StaviSe, dobijena je relacija neodredenosti (3.179) za proizvoljne fizi¢ke veli¢ine
A1 B, koja se moZe napisati u obliku

AAAB > %|<[A,1§]>|, (9.127)

gde su AA i AB neodredenosti, a A i B opservable pridruZene tim veli¢inama.

Empirijsko iskustvo steceno od pocetaka izgradnje kvantne mehanike ukazuje da za
vreme i energiju takode vaZi relacija neodredenosti koja je, po analogiji sa relacijama
(1.29), oblika

h
AMAE 2 3. (9.128)

Medutim, za razliku od relacija (1.29), ova relacija ne proizilazi neposredno iz opste
relacije (9.127). Razlog za to je ¢injenica da u kvantnoj mehanici vreme nije opser-
vabla ve¢ parametar, §to zna¢i da u slu¢aju A = ri B = E opservabla A i komutator
[A, B] (pri ¢emu je B = H) nisu definisani. Saglasno tome, i fizi¢ka interpretacija re-
lacije (9.128) bitno je drugacija od interpretacije relacija neodredenosti koordinate i
impulsa. Pre svega, t i E ovde nisu dve fizicke veli¢ine koje se ,,istovremeno” mere,
a neodredenost Af nije standardna devijacija rezultata merenja vremena. U nastavku
¢emo pokazati kako se relacija (9.128) posredno dobija iz opste relacije (9.127) i Sta
je fizicko znacenje neodredenosti vremena.

Razmotrimo simultano merenje fizicke veliCine A i energije u proizvoljnom stanju
kvantnog sistema. Relacija (9.127) u tom slucaju ima oblik

| A
AAAE > El([A,H])I. (9.129)
Ako opservabla A ne zavisi eksplicitno od vremena, zakon kretanja za njenu srednju

vrednost (jednacina (9.84)) glasi ind(Ay/dr = ([A, H]), pa se relacija (9.129) moze
napisati u obliku

M gt (9.130)
|[d(A)/dt]| 2
ili
h
TAE > 3, (9.131)
gde je
AA
(9.132)

“E adyan
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9.3 Unitarne transformacije koje se odnose na vremensku evoluciju

Veli¢ina 7,4 predstavlja vreme potrebno da se srednja vrednost statisticke raspodele
rezultata merenja veli¢ine A promeni za iznos jednak Sirini raspodele AA i naziva se
karakteristicno vreme za evoluciju statisticke raspodele veli¢ine A. Kratko receno, 74
je vreme potrebno da se ova statisti¢ka raspodela znacajno promeni.

Oznacimo sa Af najkrace od svih karakteristicnih vremena za razli¢ite fizicke ve-
licine. To vreme se moZe smatrati karakteristicnim vremenom za evoluciju samog
sistema. Relacija (9.131), naravno, vaZi i za najkraée karakteristicno vreme i piSemo
je u obliku (9.128).

Primera radi, razmotrimo specijalni slu¢aj kada je sistem u stacionarnom stanju |¢).
Koristeéi svojstvenu jednakost H|y) = E|y), dobijamo da za proizvoljnu opservablu
Avazi ([A, H1) = (WIAH ) — WIHAY) = EWIAIY) - EQWIAlY) = 0. Zamenjujuci
ovaj rezultat u zakon kretanja za srednju vrednost opservable A koja ne zavisi ek-
splicitno od vremena, bice d(A)/dr = 0. Tada iz izraza (9.132) sledi da 74 — oo, a
na osnovu toga i A — oo. Prema tome, ako se sistem nalazi u stacionarnom stanju,
srednja vrednost fizicke veli¢ine ne menja se u toku vremena. S druge strane, u sta-
cionarnom stanju energija sistema ima odredenu vrednost, tj. AE = 0, Sto je preko
relacije (9.131) saglasno sa rezultatom za At.

Navedimo na kraju da se relaciji neodredenosti vremena i energije moZe pripisa-
ti jo$ jedno tumacenje. Zbog moguénosti prelaza medu stanjima kvantnog sistema
apsorpcijom, odnosno emisijom jednog ili viSe kvanata energije (npr. fotona), sva
pobudena stanja sistema nestabilna su i nuzno se pre ili kasnije deekscituju do osnov-
nog stanja. Pokazalo se da stanje koje postoji ograni¢eno vreme ne moZe imati ta¢no
odredenu energiju. Empirijska Cinjenica je da vreme Zivota T kvantnog stanja i Sirina
odgovarajuéeg energijskog nivoa AE zadovoljavaju relaciju

TAE ~ T (9.133)

Dakle, stanja sa manjom Sirinom nivoa Zive duZe (sporije se raspadaju), dok stanja sa
vecom §irinom nivoa Zive krace (raspadaju se brze). Naglasimo da se ovde, za razliku
od stabilnih sistema, ne radi o promeni statisticke raspodele rezultata merenja fizicke
velicine, ve¢ o apsorpciji ili emisiji zracenja. Zato karakteristi¢no vreme 7 ima drugo
tumacenje, a to je vreme Zivota kvantnog stanja.
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10 Priblizni metodi

10.1 Znacaj i vrste pribliznih metoda u kvantnoj
mehanici

PribliZzni metodi predstavljaju vaZan alat u kvantnoj mehanici jer se pokazalo da
se mali broj problema od interesa za fiziku moZe resiti egzaktno. Ti egzaktno reSivi
problemi uglavnom se odnose na konzervativne sisteme sa jednim stepenom slobode
ili na separabilne sisteme koji se mogu razloZiti na podsisteme sa jednim stepenom
slobode, pri ¢emu je potrebno da hamiltonijan ima dovoljno jednostavan oblik da je
mogude dobijanje analitiCkog reSenja njegovog svojstvenog problema (vremenski ne-
zavisne Sredingerove jednaine). Neke od tih problema resavali smo u prethodnim
glavama (Cestica u potencijalima pravougaonog oblika, harmonijski oscilator, Cvrsti
rotator, Cestica u centralnosimetricnom potencijalu). Medutim, i ovi reSivi problemi
predstavljaju idealizovane modele realnih fizickih sistema, pa se Cesto javlja potre-
ba za nalaZenjem odredenih popravki (korekcija) na dobijene rezultate. Druga vazna
primena pribliZznih metoda, pre svega teorije vremenski zavisnih perturbacija, je pro-
ucavanje prelaza izmedu stanja kvantnog sistema.

Priblizni metodi koji se koriste u kvantnoj mehanici mogu se svrstati u tri glavne
grupe: perturbacioni, varijacioni i semiklasi¢ni (kvaziklasi¢ni) metodi. Perturbacio-
ni metod je primenljiv ako se hamiltonijan sistema moZe predstaviti u obliku (9.94),
tj. kao zbir neperturbovanog hamiltonijana, ¢iji je svojstveni problem egzaktno re-
§iv, 1 perturbacije koja je u odnosu na neperturbovani hamiltonijan ,,mali” operator
(znacenje Ce biti objasnjeno u narednom odeljku). U tom slucaju reSenja svojstvenog
problema ukupnog hamiltonijana mogu se predstaviti u obliku stepenog reda po per-
turbaciji. U ovoj glavi bavi¢emo se teorijom stacionarnih perturbacija, dok e teorija
vremenski zavisnih perturbacija biti predstavljena u glavi 13. U narednim poglavljima
posebno ¢emo razmotriti sluajeve kada je posmatrani energijski nivo neperturbova-
nog hamiltonijana nedegenerisan i kada je on degenerisan.

Ukoliko se hamiltonijan sistema ¢iji svojstveni problem nije egzaktno resiv ne mo-
7e predstaviti u obliku (9.94), ali postoji ideja o obliku talasne funkcije koja je reSenje
problema, koristi se varijacioni metod koji je pogodan za nalaZenje osnovnog stanja i
nizih pobudenih stanja. Sustinski korak u ovom metodu je konstrukcija probne talas-
ne funkcije koja zavisi od jednog ili viSe parametara Cije se najoptimalnije vrednosti
odreduju pomocu uslova minimuma energije. Varijacioni metod se pokazao vrlo efi-
kasnim ako se probna talasna funkcija dobro odabere. Nedostatak metoda je u tome
$to ne postoji pouzdan nacin za procenu greske.
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Konacno, u slucaju velikih kvantnih brojeva i malih talasnih duzina dobre rezulta-
te daju semiklasi¢ni metodi. Najpoznatiji medu njima je Vencel-Kramers-Briluenov
metod (Gregor Wentzel, Hendrik Kramers, Léon Brillouin), poznat kao WKB aprok-
simacija, koji je primenljiv na sisteme sa jednim stepenom slobode ili na separabilne
viSedimenzione sisteme. Uopstenje ovog metoda na viSedimenzione integrabilne si-
steme je AjnStajn-Briluen-Kelerov metod (Albert Einstein, Léon Brillouin, Joseph
Keller), tzv. EBK ili torus kvantizacija.

10.2 Teorija perturbacija nedegenerisanog nivoa

Neka je H hamiltonijan konzervativnog sistema sa diskretnim energijskim spek-
trom, Ciji svojstveni problem

Hy = Ey (10.1)

nije egzaktno rediv, i neka se H moZe napisati u obliku sume neperturbovanog hamil-

tonijana Hy, &iji je svojstveni problem egzaktno resiv, i perturbacije V, dakle
H=Hy+V. (10.2)

Pretpostavljamo da je perturbacija u odnosu na neperturbovani hamiltonijan mali ope-
rator, §to zna¢i da su matriéni elementi perturbacije ¥ po apsolutnoj vrednosti mnogo
manji od matriénih elemenata hamiltonijana Hy. U cilju nalaZenja pribliznih resenja
svojstvenog problema (10.1) kao popravki razli¢itog reda na svojstvene energije i sta-
nja neperturbovanog hamiltonijana, perturbaciju je pogodno napisati u obliku AV, gde
je 4 € (0, 1) bezdimenzioni parametar. Prema tome, ukupni (perturbovani) hamiltoni-
jan piSemo u obliku

H=Hy+AV. (10.3)

10.2.1 Svojstveni problem ukupnog hamiltonijana u bazisu
neperturbovanog hamiltonijana

Pretpostavimo da su nam poznata sva svojstvena stanja (funkcije) 1//,(10 )i odgova-
rajuée nedegenerisane svojstvene energije EY neperturbovanog hamiltonijana Hy, tj.
da je reSen svojstveni problem

Hoyy = EP . (10.4)

Posto skup svih funkcija lﬁ,(qo) predstavlja svojstveni bazis operatora Hy u prostoru
stanja sistema!, proizvoljno stanje ¢, ukljuujuéi i svojstvena stanja hamiltonijana H,
mogu se razviti po stanjima z,//,(10 ), dakle

v=> . (10.5)

'Kvantna stanja ovde ¢emo predstavljati talasnim funkcijama ne navodedi, radi jednostavnosti, njihove
argumente. Ovakav zapis nam dozvoljava da oznake za funkcije (npr. ) posmatramo i kao vektore
stanja, tj. nije preferirano da li je prostor stanja neki funkcionalni ili apstraktni Hilbertov prostor.
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Svojstveni problem (10.3) tada se moZe napisati u obliku

(Hy + V) Z ey = E Z ety ©, (10.6)

a posto su z//ﬁ?) svojstvene funkcije neperturbovanog hamiltonijana Hy, imamo

Z en(EQ + V)0 = E Z ety ©. (10.7)

m

0
MnoZeci ovaj izraz skalarno sa leve strane proizvoljnim elementom bazisa w( ), sledi

Zcmw“”<w<°>|w<°>>+A<w<°)|vw<°>>>—EZcmw“” W), (108)
m —— —
Ok Ok

odnosno E( Der + /lzm(l//(o)Ith/(O))cm = Ecy. Posto je broj funkcija 1//,(60) koje Cine
svojstveni ba21s neperturbovanog hamiltonijana neogranicen, za ceo skup funkcija
(tj. za sve vrednosti indeksa k) dobija se beskonacan sistem algebarskih jednacina

(E-EM)ep =24 Z VionCons (10.9)

m

gde su Vi, = (1//(0)|V|zﬁ(0)> matri¢ni elementi operatora perturbacije, a energija E 1
koeficijenti razvoja c,, su nepoznate. ReSavanje beskonacnog sistema (10.9), narav-
no, nije izvodljivo, ali redukcijom na konacan ali dovoljno veliki sistem jednacina i
primenom numeri¢kih metoda mogu se dobiti reSenja, tj. svojstvene energije E i od-
govarajuéi koeficijenti razvoja c,, a time i svojstvene funkcije i, sa unapred zadanom
taéno$céu (tzv. dijagonalizacija hamiltonijana A u ograni¢enom bazisu).

10.2.2 Razvoj reSenja u stepeni red po parametru A

Alternativa numerickom nacinu reSavanja je perturbativni prilaz, gde se reSenja
sistema jednacina (10.9) traZe u obliku razvoja u stepeni red po parametru A

E=EY+AE" + PEP + .-, (10.10)
em=c9+ 20+ 22D 4. (10.11)

Posmatrajmo sada nedegenerisani energijski nivo E,(,O) i odgovarajucu svojstvenu
funkciju l//ﬁlo) neperturbovanog hamiltonijana Hy. Cilj nam je da odredimo svojstve-
no stanje i hamiltonijana H koje u nultoj aproksimaciji prelazi u z//flo), tj. za ko-
je vazi im0y = :,lrﬁ, Posto je na osnovu razvoja (10.5) i (10.11) limoy =
lim,—0 >, cmzp(o) >m (0){//(0) sledi ), (0)9,/(0) = (O) , odakle proizilazi da je

O = - (10.12)

C
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10 PribliZzni metodi

Zamenjujudi razvoje (10.10) i (10.11) u sistem jednacina (10.9), sledi

(EQ + 2ED + PEP + -+ = EM) (S + AV + 2P + ) =
(10.13)
A Vi@ + Acy) + PP + ).
GrupiSudi ¢lanove uz isti stepen parametra A, dobijamo
(EQ — EM6pn + AUED = EMel” + EV 6] +
(10.14)

/12[(E£,0)—E1(<0))c22) +E§,” (1 +E(2)6 4 Z Vi (A S +/12cf,{) Y

Izjednacavajuci koeficijente uz isti stepen parametra A, sledi

(EY — E)61 = 0, (10.15)
(ED = EVe) + EP6k = Y Vinbn = Vi, (10.16)
m
(EP-EX) e + EVe + X6 = 3 Vincl), (10.17)
m

Uoc¢imo da prva jednacina predstavlja identitet i u slucaju k = n i kada je k # n.
Iz ostalih jednacina dobijaju se korekcije razli¢itog reda na energije i koeficijente
razvoja.

10.2.3 Korekcije prvog reda na energije i stanja

Jednacina (10.16) u slucaju k = n svodi se na
E = Vi = Wi, (10.18)

a u slucaju k # n daje
o Ve (10.19)
k EO_ E/(CO)

Ovo su popravke prvog reda na energiju i koeficijente razvoja talasne funkcije koje se
javljaju u razvojima (10.10) i (10.11). Uocimo da je popravka prvog reda na energi-
ju jednaka srednjoj vrednosti perturbacije V u stanju neperturbovanog hamiltonijana
koje odgovara datom nedegenerisanom energijskom nivou E,(f))

Tada u okviru teorije perturbacija prvog reda, gde se uzimaju samo korekcije prvog
reda, svojstvena energlja E hamiltonijana (10.3), koja u slucaju A — 0 konvergira
svojstvenoj energiji EV neperturbovanog hamiltonijana Hy, iznosi

E=E9 +AE = EV + av,,. (10.20)
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10.2 Teorija perturbacija nedegenerisanog nivoa

Odgovarajuca talasna funkcija u okviru teorije perturbacija prvog reda dobija se
koristeéi izraz za koeﬁcuente (10.19). Medutim, ovaj izraz, poSto ne vazi za k = n,
ne odreduje koeficijent c TaJ koeficijent se dobija iz uslova normiranja funkcije
na jedinicu. Polazeci od razvoja (10.5) i uslova (10.12), u okviru teorije perturbacija
prvog reda imamo

Y= ) Gt A = (“-fﬂzz vy

(10.21)
= (14 2P + 25 0,
m#n
odakle se, s obzirom na ortonormiranost skupa funkcija w,,, , dobija
1P =1+ 2+ ¢, + 0. (10.22)

Koriste¢i uslov normiranja [jy/|* = 11 izjednaéavajuéi ¢lanove koji stoje uz isti stepen
parametra A, sledi cﬁ, )+ cﬁll)* = 0, odnosno Re cn = 0. Zbog proizvoljnosti faze moZe

se izabrati da koeficijent c,, ) bude realan, 3to znadi da j je
M =0. (10.23)

U tom slucaju svojstvena funkcija ¢ hamiltonijana (10.3), koja se dobija korekcijom
svojstvene funkcije lpfzo) neperturbovanog hamiltonijana Hy, u okviru teorije perturba-
cija prvog reda glasi

Vi
pO =y + 2 Dy =y + 2y —E“’) o y . (10.24)

m#n m#n =n

10.2.4 Korekcije drugog reda na energije i stanja
Jednacina (10.17) u slucaju k = n svodi se na Efll)c(l) E(z)

izraz (10.19) i fazni izbor (10.23), sledi

ViV,
2) _ (1) _ nmY mn
ED =3 Vil = > T (10.25)

>om Vam cm Koristeci

m#n m#n

Konacno, s obzirom na to da je V,,,, = V,,,, imamo

2
2) _ |Vl
E® = § o (10.26)

m#n

Ovaj izraz predstavlja popravku drugog reda na energiju nedegenerisanog nivoa E,(QO).
Uocimo da, ako se radi o osnovnom stanju, ova popravka uvek je negativna.
Ako je k # n, jednacina (10.17) ima oblik (Ey” - E”)c® + EPclV = 3, Vil

odakle sledi
E( )] (l)

@ _
¢ =

1
(1)

E(O) E(O) E(O)_ EO Z Viem Cp - (10.27)
n k m
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Koristedi relacije (10.18), (10.19) i (10.23), dobija se

V}'H’lv n V mel’l
@ - k Z K

. (10.28)
k
ED £y " & E B ED-ED)

m#n

Polaze¢i od razvoja (10.5) i uslova (10.12), stanje ¢ u okviru teorije perturbacija
drugog reda glasi ¢ = Y, (6 + /lc,(n A% (2))',[/(0) Tada, s obzirom na fazni izbor
(10.23), imamo

0 1 0 2 2),,(0
U=+ A ) + Z e

= (1 + 22Dy © +AZC$)W§9) +/lZZCff)l//ff,))~
m#n m#n

Koeficijent c( ) , analogno kao cnl) (v. odeljak 10 2.3), odreduje se iz norme funkcije

. Koriste¢i ortonormiranost skupa funkcija lﬂm , dobija se

1P =1+ 22D+ @)+ 2 1cVP + O). (10.30)
m#n
Iz uslova normiranja ||/|]> = 1, izjednacavajuéi ¢lanove koji stoje uz A2, sledi P
@ + 3 |2 = 0, odnosno
2Rec? + Z lcD = 0, (10.31)

m#n

Ako izaberemo da koeficijent c, ) bude realan, bice 2c + D nen |c(1)|2 0, tj.

1 1 [Vl
2) _ 2 _ mn
¢’ =—= E le,,/I” = —= . (10.32)
2 2 m#n (E;O) - E1(1(1)))2

m#n

Napomenimo da se kod primene perturbacionog metoda obi¢no polazi od hamil-

tonijana oblika (10.2), tako da se parametar A koji figuriSe u izrazima za energije i

stanja izostavlja (tacnije uzima se da 4 — 1, posto se tako sa oblika (10.3) prelazi

na oblik (10.2)). U tom slu¢aju, da bi teorija bila primenljiva, perturbacija ¥ mora da
bude mali operator. Kriterijum za to moZe se predstaviti u obliku

Vil < |EQ — ED, Vi £ m. (10.33)

Takode, treba napomenuti da se u izrazima (10.24), (10.26), (10.28) itd., gde se ja-
vljaju sume po indeksu m # n, koje su u principu beskonacne, u praksi ograniavaju.
Pri tome, zadrzavaju se ¢lanovi u sumi koji odgovaraju nivoima E,(,?) koji su energij-
ski bliZi nivou E,SO), jer je doprinos m-tog ¢lana obrnuto proporcionalan razlici ovih
energija.
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10.2 Teorija perturbacija nedegenerisanog nivoa

10.2.5 Primer: Linearni harmonijski oscilator pod dejstvom
konstantne spoljasnje sile

Kao primer konstantne sile izabracemo silu koja deluje na naelektrisanu Cesticu u
konstantnom homogenom elektricnom polju. Ako se Cestica mase m 1 naelektrisanja
q krece u parabolicnom potencijalu i na nju istovremeno deluje pomenuta sila, ha-
miltonijan ovog sistema moZe se predstaviti u obliku (10.2), gde je Ay hamiltonijan
linearnog harmonijskog oscilatora (7.30), dok je perturbacija V operator potencijalne
energije Cestice u elektricnom polju. Ako je polje usmereno u pravcu x-ose, a njegova
jatina je &, potencijal ima oblik V = —¢&%. Ukupni hamiltonijan tada glasi

"
N 1
H=HO+V=ﬁ+§mw2

2 - g8z (10.34)
2m

Svojstveni problem hamiltonijana (10.34) moZe se reSiti egzaktno ako ga napisemo
u obliku
52 202
’y px 1 2/ 2 q 8
H=—+-mw (X —-xp) — ,
2m 2 ( ) 2mew?
gde je xo = ¢&/(mw?). Prema tome, ukupni potencijal u kome se Cestica nalazi je
paraboli¢ni potencijal sa istom karakteristicnom frekvencijom w, ali sa minimumom
u tadki xo i vredno§éu —g’E?/(2mw?) u toj talki (referentni nivo). Posto energijski
nivoi oscilatora ne zavise od xj, ve¢ samo od frekvencije w i referentnog nivoa, nivoi
oscilatora koji je pod dejstvom navedene sile imaju vrednosti

(10.35)

q2 82
2mw?’

> (10.36)

E, =hw (n + l)

Svojstvene funkcije ¢, (x) hamiltonijana (10.35) mogu se dobiti aktivnom prostor-

nom translacijom svojstvenih funkcija ¢,(x) hamiltonijana linearnog harmonijskog

oscilatora Hy za xo, . Yu(x) = ¢u(x —xp). Za to ¢emo iskoristiti operator translaci-

je definisan izrazom (7.2), koji ¢emo razviti u red i u kome ¢emo operator impulsa

izraziti preko operatora kreacije i anihilacije (izraz (7.68)), a zatim primeniti relacije
(7.51) 1 (7.52). Dakle

Yn(x) = Bu(x —x0) = (x —xoln) = (x|U(xo)|n)

= <x|e*%xof’x|n> = (x|(i— %xoﬁx +.. )|n)

I+ |5 m@ —a)+-

= (x|n) + ,/%xo(\/n+1<x|n+l>—\/ﬁ(x|n_1>)+...

&
= ¢u(x) + \/# [W’l +1¢pe1(x) — \/ﬁ(pn_l(x)] e,
mnw

= (x| |n) (10.37)
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Da bismo isti problem resili perturbativnim putem, izraCuna¢emo matri¢ne ele-
mente perturbacije V u bazisu svojstvenih stanja hamiltonijana oscilatora (v. odeljak
8.4.3). Predstavljajuéi operator koordinate preko operatora kreacije i anihilacije (izraz
(7.67)) i koristeéi relacije (7.51) i (7.52), imamo

h
—q&n|fIn’) = —q&+/ e (nla*|n’) + (nlaln’))
mw

[ h
—qS % ( Vr'+1 6n,n’+1 + \/"75;1,;1’—1) .

Uocimo da su svi dijagonalni matricni elementi jedaki nuli, Sto znaci da je popravka
prvog reda na energiju (10.18) za sva stacionarna stanja jednaka nuli

Vnn’

(10.38)

EV =V, =0. (10.39)

Medutim, popravka drugog reda (10.26) razlicita je od nule

2
E® _ Z M - S8 h Z |W’ +10nm41 + \/n_5n,nf—1|
" EV_ Ei(,’) 2mw £ how(n—n')

n'#n

(10.40)

=q282i n n+l =_q282
2mw \liw  fiw 2mw?’

Konacno, energijski nivoi odredeni primenom perturbacionog racuna drugog reda

glase
1 ) q282

E,=E9 +EV + E? = hw (n 5" 3 (10.41)

2

Sto se poklapa sa taénim svojstvenim energijama (10.36) ukupnog hamiltonijana.
Popravke prvog reda na koeficijente razvoja (10.19) su

a1 _ Vn’n _ qg Vn+1 6n’,n+1 + \/ﬁén’,n—l (10 42)
n EEIO) —E’(,L(,)) \/W n—n . .

Prema tome, svojstvene funkcije hamiltonijana (10.34) u okviru teorije perturbacija
prvog reda glase

= D = g+ —1C (VT T gy - 10.43
U ¢n+n;cw¢n ¢n+W( n+1 gt — Vo). (10.43)

$to se poklapa sa razvojem (10.37) do linearnog ¢lana.
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10.3 Teorija perturbacija degenerisanog nivoa

10.3 Teorija perturbacija degenerisanog nivoa

10.3.1 Razvoj reSenja po stanjima multipleta degenerisanog
nivoa. Sekularna jednacina

Ako je neperturbovani energijski nivo degenerisan, $to znaci da tom nivou odgova-
ra viSe razlicitih svojstvenih stanja neperturbovanog hamiltonijana (multiplet), teorija
perturbacija izloZena u prethodnom poglavlju vise nije primenljiva. Naime, u ime-
niocima izraza za popravke figuriSu razlike energija koje za bilo koja dva stanja iz
istog multipleta postaju nule, zbog Cega vrednosti pomenutih izraza za ta stanja nisu
definisane.

Neka je EQ neperturbovani diskretni energijski nivo koji je g puta degenerisan i
neka je ortonormirani skup stanja {wgg{), k=1,2,...,g} odgovarajuci multiplet. Dru-
gim re¢ima, lﬁ;(])() su re$enja svojstvenog problema neperturbovanog hamiltonijana?

A =EQYY, k=123 (10.44)

takva da je (W)Y = 6w, VR K = 1,2, 8.
Posmatrajmo sada perturbovani sistem &iji se hamiltonijan A moZe napisati u obli-
ku sume neperturbovanog hamiltonijana Hj, i perturbacije V. Ako se perturbacija po-
stepeno ukljucuje (npr. koristeéi oblik AV i varirajuéi A od 0 do 1), multiplet {l//ﬁ), k=
1,2,...,g) prelazi u skup od g svojstvenih stanja hamiltonijana A, a degenerisani nivo
E,(10) (koji se moZe posmatrati kao skup jednakih energija clanova multipleta) u skup
od g svojstvenih energija hamiltonijana H. Poto je promena energije pod dejstvom
perturbacije u principu razlicita za razlicita stanja, proizilazi da se g puta degenerisani
nivo pod dejstvom perturbacije u opStem slucaju cepa na g podnivoa. Prema tome, pod
dejstvom perturbacije moze doci do potpunog ili delimi¢nog uklanjanja degeneracije.
Neka je E; jedan od nivoa u koji neperturbovani energijski nivo Ef,o) prelazi pod
dejstvom perturbacije V i neka je y; odgovarajuce svojstveno stanje od A, tj.

Hy; = Eiy. (10.45)

Stanje y;, analogno kao u teoriji perturbacija nedegenerisanog nivoa, moZe se razviti
po svojstvenom bazisu neperturbovanog hamiltonijana. U ovom slucaju, medutim,
dobri rezultati mogu se dobiti aproksimirajuéi stanje ¢; superpozicijom svojstvenih
stanja od Hy iz multipleta koji odgovara degenerisanom nivou E’(10), tj.

My, (10.46)

8
Yi =

k=1
gde skup koeficijenata {cg),k = 1,2,...,g} odgovara stanju ;. Objasnjenje za to
moglo bi se naéi u Cinjenici da u perturbacionom racunu generalno stanja koja su

2Ukoliko skup resenja svojstvenog problema (10.44) nije ortonormiran odmah po dobijanju, mozemo ga
naknadno ortonormirati Gram-Smitovim postupkom.
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energijski bliza posmatranom neperturbovanom nivou imaju ve¢i udeo u popravkama.
Shodno tome, u teoriji perturbacija degenerisanog nivoa najveci doprinos ocekuje
se od stanja multipleta koji odgovara posmatranom degenerisanom neperturbovanom
nivou.

Zamenjujuéi razvoj (10.46) u jednacinu (10.45) sa hamiltonijanom (10.2), dobija

N+
(H0+V)Z 0 = Z 9. (10.47)

Ulazeéi operatorom Hy + V pod sumu i koriste¢i svojstvenu jedna¢inu (10.44), sledi

DL AED + D) = E; Zc“) O, (10.48)

k

Zamenjujuéi u poslednjoj jednacini indeks k sa k£’ i mnoZe¢i tu jednacinu skalarno
sa leve strane proizvoljnim elementom multipleta ,;, dobijamo

D DEDGQWD) + GV = E Z DOy ) (10.49)

k'

Koristeci ortogonalnost stanja multipleta, konacno imamo

Z[(Ef}”— EDSu + Vield? =0, k=1,....g, (10.50)
k’

gde su Vi = (w(O)IVIwS?,) matri¢ni elementi perturbacije medu stanjima multipleta.

Posto je dobijeni sistem od g linearnih jednacina sa g nepoznatih cg,) homogen, on
ima reSenje ako je determinanta sistema jednaka nuli, dakle
det|(EQ — E)6u + Viwe| = 0. (10.51)

Ovaj uslov u eksplicitnom obliku glasi

E,(lo)—Ei+V1] Via Vlg
Vo EE,O)— E,‘ + Voo N Vzg
] . =0. (10.52)
Vel Ve . EV-E +V,

Razvijanjem ove determinante dobija se tzv. sekularna jednacina iz koje se odreduju
moguce vrednosti za energiju E;.

Sekularna jednacina je algebarska jednacina g-tog reda po Ej, ¢iji su koreni, s ob-
zirom da je H ermitski operator, realni. Ukoliko su svi koreni medusobno razliciti, g
puta degenerisani nivo Eﬁ,o) prelazi u g nedegenerisanih nivoa E;. Ako su, medutim,
neki od tih korena jednaki (viSestruki), degeneracija Ce biti uklonjena samo delimi¢no.
Kada se jednom nadu reSenja sekularne jednacine, tj. kada se odrede vrednosti svih g
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energijskih nivoa E;, za svaku vrednost posebno se reSava sistem jednacina (10.50) i
tako se dobijaju odgovarajuéi koeficijenti c,({’).

Napomenimo na kraju da homogen sistem od g jednacina daje uvek g—1 nezavisnih
reSenja, §to znaci da g — 1 koeficijenata cg) dobijenih reSavanjem sistema jednacina
(10.50) zavise od jednog od njih. Preostali koeficijent dobija se iz uslova normiranja

stanja ¥, na jedinicu (||y;]|> = 1) koji, kada se izrazi preko njih, glasi

8
Z 0P = 1. (10.53)
k=1

10.3.2 ResSenje za dvostruko degenerisani nivo

Neka je Ei,o) neperturbovani diskretni energijski nivo koji je dva puta degenerisan
i neka su z,b’(ﬁ) i wig) odgovarajuée svojstvene funkcije neperturbovanog hamiltonijana
Hy. U tom sluaju priblizna re§enja svojstvenog problema ukupnog hamiltonijana
(10.2) mogu se predstaviti u obliku linearne kombinacije

vi=cVy 0+ Py, =12, (10.54)

pri ¢emu se koeficijenti c(li)
g = 2 koji eksplicitno glasi

(EELO) - Ei + V]])C(li) + V]zC(Zi) = 0,

i c(zi) dobijaju reSavanjem sistema jednacina (10.50) za

. : (10.55)
Var ) + (D — E; + Vo)) = 0,

gde su Vi = (glrﬁgglfflwﬁ),), k, k" = 1,2. Ovaj sistem jednacina ima reSenje ako je

determinanta sistema jednaka nuli, dakle ako je

EY - E; + Vi Viz
© =0. (10.56)
Vo E, —E +Vy
Razvijanjem determinante dobija se sekularna jednacina
(EY = Ei + Vi)(E}) = Ei + Vi) = ViaVar =0, (10.57)

koja se, koristeéi osobinu V,; = V{5, moZe napisati u obliku
E? — QEV + Vi1 + V)E; + (EQ + Vi(EY + V) — V1o = 0. (10.58)

Resenja ove jednacine

2
Vii+V, Vii =V
Ei,= EO 4+ T + \/(%) +|Vi2f? (10.59)

su aproksimativne vrednosti svojstvenih energija ukupnog hamiltonijana A koje od-
govaraju svojstvenim funkcijama (10.54).
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Zamenjujudi rezultat za E; u jednu od jednacina (10.55), npr. u prvu, dobijamo

(i) 2
& E-H, Vn-V V-V
2 = n_zz ', ( 2 “) +1=R+VI+R,  (10.60)
c(l’) Via 2Vip 2Vip

gde je R = (Vo — V11)/(2V12). Odavde i iz uslova normiranja (10.53), koji u ovom
sludaju glasi |2 + " = 1, sledi

. 1 . .
= , = R=VI+ R, (10.61)
\/2(1 +R RV +R?)

Prema tome, aproksimativno resenje za funkcije stanja koja odgovaraju energijskim
nivoima (10.59) glasi

U (RaNTR) Y
" \/2(1 + R+ RVI +R2).

W (10.62)

10.3.3 Primer: Linearni Starkov efekt n = 2 nivoa atoma
vodonika

Energijski nivo atoma vodonika sa vredno$¢u glavnog kvantnog broja n = 2 je
Cetiri puta degenerisan u orbitnom prostoru stanja (formula (5.102)), a odgovaraju-
¢a stacionarna stanja predstavljena su talasnim funkcijama 200, Y210, Y211 1 Y21-1)
(izraz (5.121) saizrazima (5.119), (5.120) i (5.64)). Razmotri¢emo cepanje ovog ener-
gijskog nivoa u spoljasnjem elektri¢nom polju, tzv. Starkov efekat (Johannes Stark).

Uzimajuéi pravac polja za z-osu, operator potencijalne energije elektrona u elek-
tri¢cnom polju jacine & glasi?

V=e&2 (10.63)

Posmatrajuci ovaj operator kao perturbaciju u odnosu na neperturbovani hamiltonijan
atoma Hy (izrazi (5.2) i (5.82) za Z = 1) i koristeéi teoriju perturbacija degenerisa-
nog nivoa, odredi¢emo energijske nivoe nastale cepanjem (ukidanjem degeneracije)
neperturbovanog nivoa Ego) (formula (5.101) za n = 2). Za to je potrebno izraCunati
matri¢ne elemente Vi, = €EWom | 2|Yorsw) za navedena Cetiri stanja i formirati
sekularnu jednacinu. Pokazuje se da su oni razliciti od nule samo akoje [ =1 + 11
m = m’, tako da od svih matricnih elemenata sa ova Cetiri stanja samo su dva razlicita
od nule i to Vgo.10 = Vio00 = —3ape&. U tom slucaju uslov (10.52) svodi se na

ED-E Voo 0 0
Vieoo  EY - E; 0 0
o -0. (10.64)
0 0 EV - E Oo
0 0 0 EY - E;

31zraz za potencijalnu energiju elektrona u elektri¢nom polju & u opstem slu¢aju glasi V = e&-t. Izra-
Cunavanje energije i stanja, medutim, najjednostavnije je ako se z-osa izabere u pravcu polja.
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10.4 Varijacioni metod

Razvijanjem determinante dobija se sekularna jednacina oblika

[(EY" = Ei* = Vig0)(EY" = Ei) =0, (10.65)
Cija reSenja su
Eiy= E;‘” +3ape&, Ez4= E§°>. (10.66)

Zamenjujuéi vrednosti ovih energija u jednacine za koeficijente, dobija se da su od-
govarajuca perturbovana stanja 12 = (200 £ ¥210)/ \/5, Y34 = Y21(21). Zbog linearne
zavisnosti nivoa E; i E, od &, efekat se naziva linearni Starkov efekat. Pokazuje se da
se on javlja samo kod atoma vodonika zbog degeneracije njegovih energijskih nivoa.
Kod drugih atoma cepanje nivoa dobija se tek u drugom redu teorije perturbacija i
efekat se naziva kvadratni Starkov efekat.

10.4 Varijacioni metod

Posebno pogodan metod za raCunanje osnovnog i prvih pobudenih stanja kvantnog
sistema, kada nije moguée egzaktno reiti Sredingerovu jednacinu, jeste varijacioni
metod. Za razliku od perturbacionog racuna, ovaj metod ne zahteva prethodno resava-
nje jednostavnijeg (neperturbovanog) problema, niti je potrebno da deo hamiltonijana
zbog koga svojstveni problem nije egzaktno reSiv bude mali operator.

Varijacioni racun u opstem slucaju predstavlja postupak pomocu kojeg se varira-
njem funkcije, dakle menjanjem njenog oblika, nalazi oblik za koji neka izabrana
veli¢ina Cija vrednost zavisi od te funkcije kao argumenta, tzv. funkcional, ima mini-
malnu vrednost. Primer primene varijacionog metoda u klasi¢noj mehanici je izvode-
nje LagranZevih jednacina kretanja polazeci od principa najmanjeg dejstva.

10.4.1 Odredivanje osnovnog stanja varijacionim metodom

Varijaciono izraCunavanje osnovnog stanja zasniva se na sledecoj teoremi.
Teorema: Ako je E( energija osnovnog (najniZeg) stanja sistema opisanog hamilto-
nijanom A, onda je

H
WIHW > E, (10.67)
Wiy

gde je ¢ proizvoljno stanje. Znak jednakosti u ovoj relaciji vazi ako i samo ako je y
0snovno stanje.

Dokaz: Neka su ¢, normirane svojstvene funkcije, a E, odgovarajuce svojstvene
energije hamiltonijana H, dakle reSenja njegovog svojstvenog problema

A

Hon=Enpn, n=0,1,2,..., (10.68)

pri emu je (@n|@w) = Onw, 1 neka je redosled vrednosti indeksa (kvantnog
broja) n izabran tako da prati rast vrednosti energija E,, tj.

Egy<E <E;<---. (10.69)
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Skup {¢,,n =0,1,2,...} predstavlja ortonormirani bazis po kome mozemo
razviti proizvoljno stanje ¥ = ), ¢, ¢y, pri cemu su koeficijenti razvoja ¢, =
(@altp). U tom slu€aju imamo (@/[y) = 3, [cal* i

WA = > crewlpalAlpn) = D" > crew Enlpaliow)
n n n n

(10.70)
= Y ePEn 2 Y eulEo = Wlp)Eo.

Deljenjem pocetnog i krajnjeg izraza sa (¢/|) dobija se nejednakost (10.67).
Ako je ¢ osnovno stanje, dakle svojstveno stanje hamiltonijana A sa najni-
Zom energijom, koje je ovde predstavljeno normiranom funkcijom g, ne-
posredno sledi (| H )/ W1y) = (wol Hlgo) = Eolgol@o) = Eo. Obrnuto,
ako je (W|H|Y)/(w|y) = Ey, koristeci prva tri koraka u izvodenju (10.70),
imamo Y, |c,”E, = (¥|¢)Ey, odakle sledi ¢, ~ 8,0, $to zamenom u razvoj
Y = 2p Cnpn daje Y ~ o

U navedenoj teoremi srednja vrednost hamiltonijana moZe se posmatrati kao funk-

cional ¢iji je argument talasna funkcija ¢

_ WA
W)

i ¢ija je minimalna vrednost jednaka energiji osnovnog stanja, tj. min E[¢] = Ej.

Posto minimum spada u stacionarne tacke, on se moZe odrediti iz uslova da varijacija

ovog funkcionala u odnosu na sve varijacije funkcije ¢ bude jednaka nuli, tj.

Ely] (10.71)

SE[W] =0, V. (10.72)

Ukoliko ovaj uslov ima viSe reSenja, neophodno je proveriti koje od njih odgovara
apsolutnom minimumu.

Glavni problem kod primene varijacionog metoda jeste u tome §to se variranje
funkcije, umesto u celom prostoru stanja, vrs$i na nekom izabranom skupu funkcija za
koji o¢ekujemo da sadrZi ili egzaktnu funkciju osnovnog stanja (¢iji oblik nije unapred
poznat) ili njenu dovoljno dobru aproksimaciju. U ovom drugom slu¢aju minimum
funkcionala E[y] predstavlja pribliznu vrednost energije Ey, a odgovarajuca funkcija
 pribliznu talasnu funkciju osnovnog stanja.

Skup funkcija koji ¢ini domen za variranje obi¢no se zadaje pomocu tzv. probne
Sfunkcije y(r;a,pB, .. .), koja zavisi od odredenog broja realnih parametara @,(,... . U
tom slucaju funkcional E[y] postaje funkcija

_Jy@sap Ay x5 e,B,. )dV
[ly(r;a.B,.. )RPdV

a varijacioni uslov (10.72) svodi se na uslov ekstremuma ove funkcije po parametrima

OE OE

o = 09 5 = 0’

oa ap

E(a,B,...) , (10.73)

(10.74)
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Neka su ag, By, - . . vrednosti parametara koje se dobijaju reSavanjem sistema jednaci-
na (10.74). Ako je probna funkcija dobro izabrana, onda je izraz E(ay,Bo, . . .) jednak
ili blizak energiji osnovnog stanja Ey, a funkcija ¥(r; ag,Bo, . . .) jednaka ili bliska
funkciji osnovnog stanja.

10.4.2 Racunanje pobudenih stanja i efikasnost varijacionog
metoda

Prvo pobudeno stanje moZe se odrediti varijacionim metodom ukoliko je pozna-
ta talasna funkcija osnovnog stanja . Tada se energija i talasna funkcija ¢ prvog
pobudenog stanja dobijaju iz uslova

SE[Y]1=0 A (holy) =0, (10.75)

tj. E1 = min E[¥] uz uslov (Yo|) = 0. Ovo se dokazuje na sli¢an nacin kao teorema
iz prethodnog odeljka. Ako je i tacna ili priblizna funkcija osnovnog stanja, tj. ¢g =~
Yo, 1z uslova (Y|y) = O proizilazi da nulti koeficijent u razvoju talasne funkcije ¢ po
svojstvenim stanjima hamiltonijana ima vrednost ¢y = {@ol¢) = (Yol¥) = 0. Prema
tome, moZemo pisati ¥ = Y, | ¢,¢,, odakle sledi

00

WA = > 1eaPEy 2 ) 1l Er = WIE,, (10.76)

n=1 n=1

odnosno E[y] > E;. U ovom slu€aju znak jednakosti vaZi ako i samo ako je y prvo
pobudeno stanje.

Na analogan nacin, poznavajuéi talasne funkcije osnovnog i prvog pobudenog sta-
nja, moze se odrediti drugo pobudeno stanje i tako redom. Mogucénost odredivanja
svojstvenih stanja hamiltonijana varijacionim metodom ukazuje na to da je ovaj metod
ekvivalentan re§avanju vremenski nezavisne Sredingerove jednaine. Ricova teorema
(Walther Ritz), koju navodimo u nastavku, potvrduje ovu pretpostavku.

Teorema: Svako stanje za koje srednja vrednost hamiltonijana posmatrana kao funk-
cional ima stacionarnu vrednost jeste svojstveno stanje diskretnog spektra tog hamil-
tonijana, a odgovarajuéa svojstvena energija jednaka je toj stacionarnoj vrednosti.

Dokaz: Ako izraz za funkcional (10.71) napiSemo u obliku E[y (¢ |y) = <l,0|1:1 (W),
varijacija ove jednakosti daje

SE[YI(Wly) + E[WISyly) + ELW 1wy = (ylHIp) + WIHIY), (10.77)

odnosno
SE[YIWIY) = (Syl(H — E[YDIy) + WI(H — E[Y])|6y). (10.78)

Ako funkcional E[y] u stanju ¢ ima stacionarnu vrednost, $to je ekvivalent-
no uslovu 0E[y] = 0, zahvaljujuci kona¢noj normi stanja ((|¢) < +o0),
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10 PribliZzni metodi

jednakost (10.78) svodi se na
(OW|(H — E[WDI) + WI(H — E[yDIsy) = 0. (10.79)

Posto ovaj rezultat vazi za svaku varijaciju funkcije 6y, on mora da vazii za
varijaciju i0y. Zamenom |6y) — i|0y) (i ekvivalentno (6y/| — —i{dy|) sledi

—i(SY|(H — E[YDIy) + iWl(H — E[yDIoy) = 0. (10.80)

Deljenjem ove jednakosti sa i, a zatim oduzimanjem, odnosno sabiranjem
poslednje dve jednakosti, dobija se

(SW|(H — E[yDly)y =0, (WI(H - E[YD)Ioy) = 0. (10.81)
Konacno, zbog proizvoljnosti varijacije 0y, imamo
(H-E[YDIy) =0, (W|(H-E[y]) =0. (10.82)

Dobijene jednacine, koje su medusobno ekvivalentne zbog ermitskog karak-
tera hamiltonijana, imaju formu svojstvenog problema tog operatora, gde su
svojstvene energije stacionarne vrednosti funkcionala E[i], a odgovarajuéa
svojstvena stanja su stanja i za koja je 6E[y] = 0.

Efikasnost varijacionog metoda sustinski zavisi od izbora probne funkcije. Sa jed-
ne strane ona mora biti dovoljno jednostavna da bi problem bio matematicki resiv,
a sa druge dovoljno opsta da omogudi variranje u dovoljno velikom domenu. Prili-
kom izbora probne funkcije takode treba voditi racuna da ona poseduje osobine koje
se ocekuju od egzaktne svojstvene funkcije hamiltonijana, kao $to su simetrije, gra-
nicni ili periodi¢ni uslovi, broj nula funkcije itd. Iako ovaj izbor u veéini slucajeva
nije jednoznacan, time se ne umanjuje efikasnost metoda, posto se pokazalo da se
dobre vrednosti za energiju mogu dobiti koristeci razlicite probne funkcije. Pri tome,
koristeéi fleksibilnije probne funkcije (npr. sa ve¢im brojem parametara) dobijaju se
rezultati koji su bliZi egzaktnim. Slaba strana varijacionog metoda jeste ve¢ pomenuta
Cinjenica da ne postoji pouzdan nacin da se utvrdi da li je dobijeni rezultat egzaktan
ili aproksimativan, odnosno da se proceni veli¢ina greske.

10.4.3 Primer: Odredivanje energije i talasne funkcije
oshovnog i prvog pobudenog stanja linearnog
harmonijskog oscilatora

Hamiltonijan linearnog harmonijskog oscilatora u koordinatnoj reprezentaciji ima
oblik (4.125), dakle

H=——+ -—mw"x~", (10.83)

gde je m masa Cestice koja vrSi oscilovanje, a w frekvencija oscilatora. Posto je poten-
cijal oscilatora parna funkcija, svojstvene funkcije hamiltonijana (10.83) imaju odre-
denu parnost.
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Koristeéi varijacioni metod odredi¢emo prvo energiju i talasnu funkciju osnovnog
stanja oscilatora. S obzirom na to da talasna funkcija osnovnog stanja ne treba da ima
nule (7 = 0), biramo parnu probnu funkciju, a da bi norma funkcije bila konac¢na, ona
treba da teZi nuli kada x — +oo. Probna funkcija koja ima oblik gausijana

Y(x,@) = Ae™2, (10.84)

gde je @ realan parametar, ispunjava navedene zahteve. Normiranjem probne talasne
funkcije na jedinicu

+00 +00 ) T
f ly(a, x)*dx = |A]? f e dx = |A|2\/j =1 (10.85)
—00 —o0 a

dobijase daje A = (/)4
Srednja vrednost hamiltonijana (energije) oscilatora u stanju predstavljenom prob-
nom funkcijom (10.84) glasi

+00
E(a) = f v (a, x) Hy(a, x)dx

h2 +ood2 1 +00

=3 %lﬁ(a’, x)dx + Emwz f v (@, X)X Y(e, x)dx  (10.86)
h2 +00 , 1 +00 )

= —2—|A|2 (@*x* —@)e ™ dx + EmwzlAlz f xFe ™ dx.
m —00 —00

Zamenjujudi u poslednji izraz vrednosti konstante A i integrala f_ :oe““‘2 dx = Vn/a,

[x2e " dx = Vrja/(2a), dobijamo

1 h2 2
E(@) = ~ (—“ + ﬂ) (10.87)
4\ m 10
Uslov
dE 1 (#? w?
oo | = 10.
da 4(m az) 0 (10.88)
daje af = m*w?/h?, odnosno
@ = % (10.89)

Prema tome, energija osnovnog stanja linearnog harmonijskog oscilatora dobijena
varijacionim metodom sa probnom funkcijom (10.84) iznosi

1
Ey = E(ap) = Ehw, (10.90)
a odgovarajuca talasna funkcija glasi
Yo(x) = (—mw) e, (10.91)
nh

Sto se poklapa sa egzaktnim reSenjem.
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Odredi¢emo sada energiju i talasnu funkciju prvog pobudenog stanja oscilatora.
Posto ova talasna funkcija treba da bude ortogonalna na funkciju osnovnog stanja i,
takode, da ima odredenu parnost, u ovom sluc¢aju uzimamo neparnu probnu funkciju.
Zahtevajudi, osim toga, da norma funkcije bude konacna, tj. da ona teZi nuli kada
X — oo, probnu funkciju biramo u obliku

W(x,B) = Bxe P12, (10.92)

gde je B realan parametar. Normiranjem probne talasne funkcije na jedinicu

fmlw(ﬁ )Pd IBlsz gy = BE T (10.93)
,X)[7dx = x“e x=—_[== .
oo oo 2BNB
dobija se da je B = /28(B/m)"/*.

Srednja vrednost hamiltonijana (energije) oscilatora u stanju predstavljenom prob-
nom funkcijom (10.92) glasi

f (B, ) Hy (B, x)dx

h2 +°0d2!//
i - w(B, x)dx+ mw f v (B, x)x Y(B, x)dx (10.94)

EPp)

2m

00

1
——|B|2 f B2x* = 38:x%)e P dx + =~ mw?| B f x*e P dx,
2m oo 2

—00

Zamenjujuéi u poslednji izraz vrednosti konstante B i integrala L :Oxz e P dx = 7 /B/(26),
f_:ox4 e P dx = 3+/n/B/(4B%), dobijamo

3 (8 mw?
EB)=-|—+—]. 10.95
®B) 1 ( i 5 ) ( )
Uslov dE/dB = 0 ocigledno daje isti rezultat kao i uslov (10.88), tj.
B = m—;’ (10.96)

Prema tome, energija prvog pobudenog stanja linearnog harmonijskog oscilatora do-
bijena varijacionim metodom sa probnom funkcijom (10.92) iznosi

3
E] = E(ﬂ[) = Ehw, (1097)
a odgovarajuca talasna funkcija glasi

1/4 2 mox?
%(@=(%) \/ rwae‘T, (10.98)

Sto se takode poklapa sa egzaktnim reSenjem.
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10.5 Semiklasicni metodi

Semiklasi¢ni metodi se oslanjaju na princip korespondencije izmedu klasi¢ne i
kvantne mehanike (v. odeljak 1.2.4) i daju utoliko ta¢nije rezultate $to je tzv. (semi)
klasicni limit i — O bolje zadovoljen. Zbog prilaza koji se zasniva na racunanju kla-
si¢nih trajektorija i primeni odgovarajucih kvantnih uslova na klasi¢no dejstvo moZe
se re¢i da metodoloski oni imaju korene u staroj kvantnoj teoriji.

10.5.1 Sistemi sa jednim stepenom slobode. WKB
aproksimacija

Razmotrimo prvo sistem sa jednim stepenom slobode. Pretpostavimo da se on sa-
stoji od Cestice mase m, Ciji je poloZaj odreden koordinatom x, i koja se krece u
potencijalu V(x). Odgovaraju¢a vremenski nezavisna Sredingerova jednadina u koor-
dinatnoj reprezentaciji glasi

" d?
Y veow = Eu). (10.99)
2m dx?
Ovu jednacinu pogodno je napisati u obliku

[p(0)]*
h2

'+ Y(x) =0, (10.100)

gde je ¢ = d*y/dx* i p(x) = +/2m[E — V(x)]. Funkcija p(x) odreduje klasi¢ni im-
puls Cestice energije E u tacki x unutar klasi¢no dozvoljene oblasti koja je odredena
uslovom E > V(x) (slika 10.1). U kvantnoj mehanici, medutim, domen ove funkcije
prosiruje se i na klasi¢no zabranjenu oblast, gde je E < V(x), u kojoj impuls uzima
imaginarne vrednosti. Uprkos tome, verovatnoca nalazenja Cestice u toj oblasti moze
biti razlicita od nule, ¢ime se, na primer, objasnjava tunel efekat (v. odeljak 4.3.5).

zabr. \ dozvoljena
oblast '

| zabranjena
oblast

Slika 10.1. Dozvoljena oblast (x; < x < x;) i zabranjene oblasti (x < x; i x > x;) klasi¢nog
kretanja Cestice energije E u potencijalu V(x). Povratne tatke x; i x, odredene su uslovima
V()Cl) =Ei V()Cz) =E.
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Da bismo odredili talasnu funkciju koja je reSenje jednacine (10.100), predstavice-
mo je u obliku

Y(x) = eh7, (10.101)

gde je o(x) neka kompleksna funkcija. Zamenjujuci ovaj izraz u jednacinu (10.100),
dobijamo
(o) = p?> +ilio”. (10.102)

Uzimajuéi da je /i mala veliCina, reSenje ove jednacine potraZicemo u obliku razvoja
u stepeni red po —ifi
o =0g - ilioy + (=ih) oy + - (10.103)

Zamenjujuéi razvoj (10.103) u jednacinu (10.100) i izjednacavajuci clanove istog reda
po %, dobijamo

(00 = p’, (10.104)
20’0/0'1, = —0’0”, (10105)
200’05 + (o) = -0, (10.106)

Vodeci ¢lan o u razvoju (10.103) predstavlja funkciju o u klasicnom limitu 7 — 0.
Odgovarajucu jednacinu (10.104) moZemo napisati u obliku

oo =+p, (10.107)
Sto daje

oo(x) = £5(x) = ifp(x)dx. (10.108)

U oblasti E > V(x) integral f p(x)dx je realan i predstavlja klasi¢no dejstvo S(x).
Clan prvog reda o-; dobija se iz jedna&ine (10.103), koju éemo napisati u obliku

, O_O// pl
=- =—=—. 10.109
ol 200 2 ( )

Integracijom pocetnog i krajnjeg izraza sledi

1 (d 1
o= | L= Zmptine (10.110)
2 p 2
gde je ¢ proizvoljna konstanta.
U WKB aproksimaciji razvoj (10.103) se ograni¢ava na prva dva ¢lana. Prema
tome, reSenja Sredingerove jednacine (10.101) u toj aproksimaciji glase

Ywip(x) = eiSD-3nprinc _ \/%e%fpmdx. (10.111)
p X

Faktor 1/+/p(x), koji se pojavljuje u ovom izrazu, ima jednostavno tumacenje. Vero-
vatnoca da se Cestica u stanju opisanom tom funkcijom nade unutar intervala (x, x+dx)
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jednaka je [Ywks (0)Pdx i, prema tome, proporcionalna 1/p. Za klasi¢nu Cesticu ovo
je oCekivano, posto je vreme koje bi ona provela u intervalu Sirine dx obrnuto propor-
cionalno njenom impulsu (d¢ = mdx/p).

Opste resenje Sredingerove jedna¢ine u WKB aproksimaciji u oblasti V(x) < E
glasi
_G ifpdx 2 - [p(dx

Vp(x) Vp(x) (10.112)
\/[% sin [%fp(x)dx + <p] ,

Ywka(x)

pri Semu je ¢1, = +C e*¥/(2i).
S druge strane, opSte reSenje u oblasti E < V(x) ima oblik

_ i pGldx €2 L flpldx
Ywip(x) = —=enJV +———¢77 . (10.113)
|p(x)] VIp()l

Posto je funkcija p(x) u ovom slucaju Cisto imaginarna, eksponenti +(i/%) f p(x) dx
su realni, pa ih u ovom izrazu piSemo u obliku +(1/%) f |p(x)| dx. Napomenimo da
¢e reSenje (10.113) sadrzati oba ¢lana ukoliko je klasi¢no zabranjena oblast konacan
interval. Ova situacija se javlja u slucaju tuneliranja Cestice kroz potencijalnu barijeru
(v. odeljak 4.3.5). Ako, medutim, klasi¢no zabranjena oblast sa jedne strane nije ogra-
ni¢ena, talasna funkcija duboko u toj oblasti treba da teZi nuli. Da bi se to postiglo,
u reSenju (10.113) zadrZzavamo samo eksponencijalno opadajuéi ¢lan, dok eksponen-
cijalno rastuci iskljuc¢ujemo uzimajuci da je odgovarajuca konstanta jednaka nuli (v.
primere u odeljcima 4.3.1-4.3.4).

Napomenimo da je reSenje jednacine (10.102) u obliku razvoja (10.103) validno
pod uslovom da je ¢lan ific”” po apsolutnoj vrednosti mnogo manji od apsolutne vred-
nosti &lana (02, tj. ukoliko je filo” /(07 )?| < 1 ili

d(h/o")
X

<1, (10.114)

$to se, s obzirom na to da je u klasi¢nom limitu |o”'| = |p|, moZe napisati u obliku

da

1, 10.115
ol < ( )

gde je A(x) = A(x)/2m, a A(x) = h/p(x) De Broljeva talasna duzina u zavisnosti od x.

Najveée odstupanje WKB talasne funkcije u odnosu na ta¢nu funkciju javlja se
u tzv. klasicnim povratnim tackama x; (k = 1,2,...), gde je E = V(x;). Naime, u
povratnoj tacki je p = 0, zbog ¢ega A(x) u njoj divergira, a funkcija ¢ wgg (x) ima sin-
gularitet (v. sliku 10.2). Medutim, po$to na dovoljno velikim rastojanjima od povratne
tacke WKB aproksimacija ima zadovoljavajucu tacnost i u klasi¢no dozvoljenoj i u
klasi¢no zabranjenoj oblasti, navedena potesko¢a moZze se izbeci ako u okolini povrat-
nih tadaka odredimo dovoljno taéno refenje Sredingerove jedna¢ine na drugi nacin i
glatko ga spojimo sa WKB reSenjem.
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10 PribliZzni metodi

10.5.2 ResSenje u okolini povratnih tacaka i formule
povezivanja

Za Siroku klasu potencijala koji su u okolini povratnih tacaka priblizno linearni
zadovoljavajuce reSenje dobija se razvijajuci potencijal V(x) u okolini tih tacaka u
red i uzimajuéi prva dva Clana razvoja. Na primer, u okolini povratne tacke x, za
potencijal prikazan na slici 10.1 imamo

V(x) = E+ V' (x)(x - x), (10.116)

gde je V'(x2) = (dV/dx),=y, > 0. U ovoj je aproksimaciji p2 = -2mV’'(x)(x — x2), pa
Sredingerova jednacina (10.100) uzima oblik

Y — @ (x - x)p(x) = 0, (10.117)
gde je
1/3
a = [i—’? V'(xz)} . (10.118)

Uvodedi smenu ¢ = a(x — x;), ova jednacina se svodi na jednacinu

d*y

@ §Y (&), (10.119)

¢ija su resenja Ejrijeve (George Biddell Airy) funkcije Ai(€) i Bi(€), koje u integralnoj
reprezentaciji imaju oblik

00 3
Ai() = }T fo cos(% +<ft) dr, (10.120)

1 A K
Bi(¢) = ;j(; [exp (_E + ft) + Sin(§ +§t)

Prema tome, opite redenje Sredingerove jednadine za potencijal koji je linearan ili je
linearizovan u okolini povratne tacke x, (jednacina (10.119)) glasi

dr. (10.121)

Yiin(x) = aAi(€) + bBI(§), (10.122)

gde su a i b proizvoljne konstante.
Asimptotske forme Ejrijevih funkcija za & > 0 glase

1 2

AE) = 5= o (—353/2), (10.123)
1 2

Bi(¢) = R exp(§§3/2), (10.124)
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10.5 Semiklasi¢ni metodi
dok za ¢ < 0 imaju oblik

Ai(€) = el (10.125)

1 .
V(o) Sm[

Bi(¢) = %(—g)m + ;-r . (10.126)

1
V(o) COS[

Resenje u okolini povratne tacke iskoristi¢emo za spajanje WKB reSenja za talasnu
funkciju u zabranjenoj i dozvoljenoj oblasti koje ta tacka razgrani¢ava. Razmotri¢emo
prvo reSenja oko povratne tacke x;.

(i) Klasicno zabranjena oblast: x > x,. WKB talasna funkcija u ovoj oblasti glasi

C’ 1
Yrwis(x) = exp [—— Ip(x’)ldx’], X > x. (10.127)
|p()] hJs,

Posto u okolini x, vaZi p(x) ~ ia®/*y/x — x5, imamo flep(x’)ldx’ ~ 2ha’ (x—x)3 %,
pa je reSenje (10.127) u okolini iste tacke

’
C —20%2 (x—1y)?

\/%cﬁ/“(x _ x2)1/4

Yws(x) = (10.128)

Ovaj izraz vazi ako je kvadratni ¢lan V" (x;)(x — x2)?/2 u razvoju potencijala V(x)
mnogo manji od linearnog ¢lana V' (x;)(x — x3), tj. ako je

o V" (x2)(x — x2)? _ V7 (x2)(x — x2)
2V (x2)(x — x2) 2V'(x2)

< 1. (10.129)

Ako je V" (x;) < V'(xp), $to vaZi za potencijal V(x) koji je priblizno linearna funkcija
u okolini povratne tacke x,, moguce je izabrati tacku x koja je dovoljno blizu tacke
x, tako da vaZzi gornja nejednakost, a ipak da je dovoljno udaljena od nje da se WKB
aproksimacija moZe primeniti, te da je
2aeV’
£z alx—xy)= 22V 0Dy (10.130)
V7 (x2)

Tada se u tacki x mogu primeniti asimptotske forme Ejrijevih funkcija (10.123) i
(10.124), pa se resenje (10.122) moZze napisati u obliku

a 2 32
i e

Yiin(X) = exp(%fm). (10.131)

b
vrer 3

Porededi ovaj izraz sa izrazom za WKB reSenje (10.128) u istoj tacki, sledi
4
a=+—=C', b=0. (10.132)
ah
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10 PribliZni metodi
(ii) Klasicno dozvoljena oblast: x < x,. WKB talasna funkcija u ovoj oblasti glasi

C 1 [
— : _ ’ d / ,
Ywks(X) msm[hfx p()dx" +¢

Sada u okolini x, imamo p(x) ~ fia®/? x; — x i fxxzp(x’)dx’ ~ 20 (x, — x)*, pa
je reSenje (10.127) u okolini te tacke

X < X (10.133)

c
\/ﬁa3/4(x2 —x)l4
Ako je potencijal V(x) priblizno linearna funkcija u okolini tacke x,, moguce je iza-
brati tacku x takvu da je WKB aproksimacija primenljivaidaje & = a(x — xp) < —1.
Tada se u tacki x mogu primeniti asimptotske forme Ejrijevih funkcija (10.125) i
(10.126), pa se resenje (10.122) moZe napisati u obliku

[(am

Ywis(x) = (10.134)

2
s1n[3 3/2(x x)3/2+<p.

Yiin(X) = ——— [(a”

a ] b
ﬁ(—é“)m \/_( 5)1/4

Porededi ovaj izraz sa izrazom za WKB reSenje (10.128) u istoj tacki, sledi

[n s
=,/—C, b=0, =—. 10.136
a=— =7 ( )

Relacije (10.132) i (10.136) su formule povezivanja, koje premoséuju WKB resenja
sa suprotnih strana povratne tacke. Na osnovu njih imamo da je C’ = C/2, §to nam
omogucava da oba reSenja izrazimo preko iste normalizacione konstante

, X< X,

1o
¢ sin [—f p(xHdx + al
N/ZEI R LN 4
Yrwxs(x) = . (10.137)
C 1 , ,
exp [_ﬁ [p(x")|dx ], X > X
X

2ylpl

Ponavljajuéi gornju proceduru za povratnu tacku x;, dobijamo da je WKB talasna
funkcija takode parametrizovana jednom normalizacionom konstantom

Lsm[lf};(x’)dx' + 2,
p(x) h x| 4
Ywka(X) = . " (10.138)

C lf e
exp|—— [p(x")|dx }, X < Xj.
24Pl [hx ‘

Formule povezivanja (10.132) i (10.136), koje se u sustini svode na relacije C/C’ =
2, ¢ = nt/4, vaZe za Siroku klasu potencijala koji su u okolini povratnih tacaka pribli-
Zno linearni i moZemo ih smatrati standardnim vrednostima. Fazni ¢lan ¢ = n/4 u iz-
razima (10.137) 1 (10.138) moZe se interpretirati kao promena faze WKB talasa usled

X > Xp,
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10.5 Semiklasi¢ni metodi

refleksije na odgovarajuéoj povratnoj tacki. Navedeni standardni izbor, medutim, ni-
je adekvatan ukoliko se potencijal V(x) ne moZe aproksimirati linearnom funkcijom
oblika (10.116). Na primer, za Cesticu reflektovanu od beskonacno strmog zida faza
refleksije je 7/2 umesto /4. Prema tome, odredivanje tacne faze refleksije ¢ pred-
stavlja klju¢ za dobijanje WKB talasne funkcije koja je dobra aproksimacija reSenja
Sredingerove jednacine u klasi¢no dozvoljenoj oblasti*. Koriste¢i WKB aproksimaci-
ju i formule povezivanja moguce je odrediti priblizna reSenja razlicitih problema koja

se Sesto poklapaju sa reSenjima dobijenim reSavanjem Sredingerove jednacine”.

10.5.3 Pravilo kvantovanja za vezano kretanje

Sada ¢emo izvesti kvantni uslov koji odreduje energijske nivoe vezanog kretanja
u semiklasicnom slucaju. Za potencijal sa dve povratne tacke x; i x,, prikazan na
slici 10.1, WKB talasna funkcija u oblasti x; < x < x; opisana je izrazima (10.137)
i (10.138) medu kojima, zbog jednoznacnosti talasne funkcije, moZemo staviti znak
jednakosti. Imamo, dakle, uslov

¢ sin[lfx2 (x)dx’ + r
Ve 1y P 4

koji se moze prepisati u obliku

C : 1 2 / / 7T — _ C : l . / I_z
msm[ﬁfx p(x")dx +Z]_ msm[hjx‘ p(x")dx 4]. (10.140)

Poslednji uslov je zadovoljen ako je C = (=1)"Ci

il L [ poyde + F 10.139)
smhxp(x)x 1l (10.

1

¢
\Vp(x)

1 (e 1 (o
%fx p(x)d + g - %fx p(x)dx’ — g - (10.141)
odnosno
%) 1
f p(xXdx' = nh (n’— E)’ (10.142)

gde je n’ ceo broj. Posto u oblasti x; < x < x, uzimamo da je p(x) > 0 (Cestica se
kreée od tacke x| do tacke x,), integral fx )]Qp(x) dx je pozitivan, pa se skup vrednosti
od n’ ogranicava na skup prirodnih brojeva. Fizicko tumacenje broja n’ je broj polu-
perioda WKB talasne funkcije u intervalu (xp, x2). Uobicajeno je, medutim, da se
uslov (10.142) izrazi preko broja nula talasne funkcije koji je n = n’ — 1, dakle

X2 1
f p(x)dx:ﬂh(n+§), n=0,1,2,.... (10.143)

1

4Faza refleksije za razliite tipove potencijala razmatrana je u knjizi , Teorijska atomska fizika” H. Fridriha
(Harald Friedrich, Theoretical Atomic Physics, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2006).

STlustrativan primer je ,tuneliranje” Cestice kroz barijeru (v. odeljak 4.3.5). Ako je §irina barijere dovoljno

velika da je koeficijent transmisije 7 < 1, izraz za taj koeficijent u WKB aproksimaciji poklapa se sa

izrazom (4.124) dobijenim re§avanjem Sredingerove jednacine. WKB reenje ovog problema moZe se

nadi u knjizi ,,Kvantna mehanika” Davidova (bibl. ref. [.4).
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10 PribliZzni metodi

Ako, umesto faznog integrala od x; do x,, sada posmatramo integral duz puta iz-
medu te dve tacke i nazad, tj. integral dejstva po celom periodu klasi¢nog kretanja
S = § p(x)dx =2 fx ?p(x)dx, odgovarajuéi kvantni uslov glasi

1
S = ggp(x)dx=27rh(n+ 5), n=012... (10.144)

Ovaj uslov odreduje stacionarna stanja Cestice u semiklasi¢nom slucaju i on se pokla-
pa sa Bor-Zomerfeldovim pravilom kvantovanja (Niels Bohr, Arnold Sommerfeld) iz
stare kvantne teorije, gde je n kvantni broj stacionarnog stanja (odeljci 1.2.211 1.2.3).

Vracajuéi se na diskusiju o vrednosti faze refleksije ¢, jasno je da pravilo kvanto-
vanja (10.144) vazi samo kada je potencijal dovoljno dobro aproksimiran linearnom
funkcijom u blizini povratnih tacaka. U opStem slucaju faze refleksije ¢; i ¢ u po-
vratnim tac¢kama x; i x, mogu biti razliCite od /4, pa se ovo pravilo moZe napisati u
opstijem obliku

S = 9§p(x)dx=2ﬂh(n+'%), n=0,1,2,..., (10.145)

gde je u = (¢1 + ¢2)/(m/4) tzv. Maslovljev indeks (BukTop Macmon). Stavise, ovo
pravilo vazi za proizvoljan broj povratnih tacaka kada je

4
ﬂ:;;gok. (10.146)

Ukoliko su sve faze ¢, = m/4, Maslovljev indeks u predstavlja broj promena znaka
impulsa p(x) u toku jednog perioda klasi¢nog kretanja. Tako je za rotaciono kretanje
=0, dok je za oscilovanje u = 2.

10.5.4 Primer: Odredivanje stacionarnih stanja linearnog
harmonijskog oscilatora pomo¢u WKB metoda

Potencijal linearnog harmonijskog oscilatora glasi V(x) = £ mw?x?, pa iz uslova
V(x12) = E sledi da su poloZaji povratnih tacaka x|, = +a, gde je a = V2E/m/w.
Impuls kao funkcija koordinate tada se moZe napisati u obliku p(x) = mwVa? — x2,
pa integral dejstva po jednom periodu klasi¢nog kretanja iznosi

a E

S = 2f p(x)dx = 2m—. (10.147)
—a w

Zamenjujuéi ovu vrednost u kvantni uslov (10.144), dobijamo semiklasi¢ni izraz za

energije stacionarnih stanja oscilatora

1
E,,:hw(n+§), n=0,1,2,..., (10.148)

koji se podudara sa egzaktnim kvantnomehanic¢kim reSenjem (7.50).
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WKB talasna funkcija koja odgovara energijskom nivou linearnog harmonijskog
oscilatora sa vredno$¢u kvantnog broja n = 10 odredena je pomoéu formula (10.137)
1 (10.138) i prikazana je na slici 10.2, zajedno sa tatnom talasnom funkcijom dobije-
nom re$avanjem Sredingerove jednacine.

Slika 10.2. Ta¢na talasna funkcija ¢ (puna linija) i WKB talasna funkcija ¢wkg (tackasta linija)
stacionarnog stanja linearnog harmonijskog oscilatora sa vrednos$¢u kvantnog broja n = 10.

10.5.5 Semiklasi¢na kvantizacija sistema sa vise stepeni
slobode

WKB metod moZe se primeniti i na sisteme sa N > 1 stepeni slobode ukoliko su
oni separabilni, tj. ukoliko se mogu razloziti na N jednodimenzionih problema. U
tom slu€aju imamo N kvantnih uslova

Sizggpidqizh(ni+%), i=1,...,N, (10.149)

gde sun; = 0,1,2,... kvantni brojevi, a y; odgovarajué¢i Maslovljevi indeksi. Ovi
kvantni uslovi daju dobre rezultate u opstem slucaju separabilnog sistema, a narocito
za velike vrednosti kvantnih brojeva n;.

Kvantni uslovi za viSedimenzione separabilne sisteme dalje se uopStavaju na infe-
grabilne sisteme. Integrabilan sistem sa N stepeni slobode ima N nezavisnih integrala
kretanja koji su u involuciji, §to znac¢i da su Puasonove zagrade svih parova ovih ve-
li¢ina jednake nuli. Klasi¢ne trajektorije sistema tada leZe na nekom N-dimenzionom
(tzv. invarijantnom) torusu u 2N-dimenzionom faznom prostoru, a dinamiku je po-
godno opisati pomocu ugao-dejstvo varijabli (¢, [;),i = 1,..., N, koje su pridruZene
nezavisnim konturama ¢; torusa®. U opstem slucaju integrabilnog sistema (koji ne
mora biti separabilan) moZe se primeniti Ajnstajn-Briluen-Kelerova (EBK) ili ,,torus”
kvantizacija. EBK kvantni uslovi primenjuju se na komponente kretanja odredene
konturama c;, tj. na odgovarajuce varijable dejstva

‘=—56pd hn,+z) i=1,...,N. (10.150)

Videti npr. knjigu ,,Mehanika” Landaua i LifSica (bibl. ref. IL.C.1).
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10 PribliZzni metodi

Ovim uslovima se svakom integralu kretanja /; (i-toj varijabli dejstva) pridruzuje do-
bar kvantni broj n;, a ovako kvantovanom invarijantnom torusu pridruZuje se stacio-
narno stanje odredeno skupom dobrih kvantnih brojeva n;,i = 1, ..., N. Energije sta-
cionarnih stanja odreduju se iz Hamiltonove funkcije sistema izraZene preko varijabli
dejstva E = H(Iy, ..., Iy).

EBK kvantni uslovi ne mogu se primeniti na neintegrabilne sisteme, osim lokalno
u oblastima faznog prostora gde je dinamika fizickog sistema regularna (gde lokalno
postoji N integrala kretanja u involuciji). Matematicki strogo zasnovana semiklasi¢na
teorija koja je primenljiva na neintegrabilne sisteme ¢ija je dinamika potpuno iregular-
na (haoti¢na) je Gucvilerova teorija periodi¢nih orbita (Martin C. Gutzwiller). Glavni
rezultat teorije je tzv. formula traga, koja daje semiklasi¢ni spektar energija sistema

preko sume doprinosa svih klasi¢nih periodi¢nih orbita tog sistema’.

TTeorija periodi¢nih orbita opisana je u radovima i u knjigama mnogih autora. Pomenuéemo knjigu ,,Haos
u klasi¢noj i kvantnoj mehanici” autora teorije (M. C. Gutzwiller, Chaos in Classical and Quantum
Mechanics, Springer 1991).
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

11.1 Teorija jednog ugaonog momenta

11.1.1 Definicija i komutacione relacije

U poglavlju 3.3, posve¢enom operatorima fizickih veli¢ina, kvantizacijom ugaonog
momenta (momenta impulsa) Cestice uveden je operator orbitnog ugaonog momenta
1 = £ x P (izraz (3.104)). U pitanju je vektorski operator ¢ije komponente /., lAy, I, (da-
te izrazima (3.105)-(3.107)) zadovoljavaju komutacione relacije (i, l}] =ihY,; sijkik
(relacije (5.19)), gde je & simbol Levi-Civita (Tullio Levi-Civita, v. izraz (5.20))
i fl = le, iz = lAy, l} = l;. Vazna posledica ovih komutacionih relacija jeste komu-
tiranje operatora kvadrata orbitnog ugaonog momenta sa svojim komponentama, tj.
[i2, [;] = 0 (relacija (5.21)).

U kvantnoj fizici pokazano je da realna Cestica (kao Sto je elektron), pored orbit-
nog ugaonog momenta, poseduje i ugaoni moment koji odgovara njenim unutra$njim
stepenima slobode, tzv. spin. Pri tome, orbitni i spinski moment mogu da se vektorski
sabiraju dajuéi ukupni ugaoni moment Cestice. Konacno, u visecesti¢nim sistemima
momenti pojedinacnih Cestica takode se sabiraju dajuéi orbitne, spinske ili ukupne
momente pojedinih delova ili celog sistema. Sve ovo predstavlja razlog da se u kvant-
noj mehanici formuliSe opsta teorija ugaonog momenta, iz koje se pomenuti ugaoni
momenti dobijaju kao specijalni slucajevi.

Pokazuje se da se sve opste osobine orbitnog ugaonog momenta u kvantnoj me-
hanici mogu izvesti polaze¢i od komutacionih relacija medu operatorima njegovih
komponenata. Na osnovu te Cinjenice, po analogiji sa orbitnim ugaonim momen-
tom, definiSemo operator ugaonog momenta u opStem slucaju kao vektorski operator
j=0C ]Ay J2) &ije su komponente opservable koje zadovoljavaju komutacione relacije

3
Uil = ih ) eifi 6=1,2,3, (1L.1)
k=1

pri ¢emu indeksi 1,2, 3 redom odgovaraju komponentama J,, }y, 7

Iz relacija (11.1) sledi da operator kvadrata ugaonog momenta jz = JA)% + j% + j%,
kao i operator kvadrata orbitnog ugaonog momenta, komutira sa operatorima svojih
komponenata, dakle

A ~

% 71=0, i=1223. (11.2)
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Dokaz je analogan dokazu (5.22). Imamo

[i*, Jil [ZJf ]z] = [}i, == Gl i + i 13
J

—lhz [J/ ZEUk]k + Z gtjk]k.lj} th Eip ik — ihz gl (11.3)
—lhz &k + thz ek = th ek + lhz ek =

Prema tome, j> komutira sa sve tri komponente operatora j, ali one ne komutiraju
medusobno. Odavde sledi da je moguce istovremeno tacno poznavati (izmeriti) vred-
nosti kvadrata ugaonog momenta i jedne od komponenata. Po konvenciji se uzima
z-komponenta. U nastavku ¢emo prouciti zajednicki svojstveni problem jz i,

11.1.2 Svojstveni problem operatora j2 i J,
ZajedniZki svojstveni problem operatora j2 i j. moZemo pisati u obliku

Pljmy = 12l jm), (11.4)
Jeljmy = hm|jm), (11.5)

gde su | jm) zajednicki svojstveni vektori, a 7121 i im svojstvene vrednosti operatora j>
odnosno J.. Po analogiji sa orbitnim momentom pisaéemo A = j(j + 1), a vrednosti
bezdimenzionih veli¢ina A (odnosno j) i m ¢emo odrediti u nastavku. Vektori |jm) su
medusobno ortogonalni i pretpostavljamo da su normirani na jedinicu, tj.

(jmljm’y = 83 S (11.6)
Skup svih vektora |jm) ¢ini zajedni¢ki svojstveni bazis operatora j* i J. koji éemo

zvati standardni bazis.

11.1.3 Operatori podizanja i spustanja

U cilju resavanja zajednickog SVOJStVGnOg problema operatora j2 1 7. uveséemo
dva pomo¢na operatora, operator podzzan]a J+ 1 operator spustanja j_, kao sledeée
kombinacije x i y komponente operatora j

A

Je = Je £ ijy. (11.7)

Posto je (j.)* = Js, jasno je da ovi operatori nisu ermitski. Koriste¢i njihovu defini-
ciju (11.7) i relacije (11.1) i (11.2), lako se pokazuje da vaZe komutacione relacije

(s 1=20), [JoJel = +h)e,  [1% 721 =0. (11.8)
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Ako se operatori x 1 y komponente ugaonog momenta izraze preko operatora podi-
zanja i spustanja, tj. 7, = (J + J-)/2, Jy = (J+ — J-)/2i, operator kvadrata ugaonog
momenta moZe se napisati u obliku

PG+ g+ (11.9)

Koriste¢i, zatim, prvu od relacija (11.8), dalje mozemo pisati 3 = Jij- ¥ ]2 — . ili
i =J-J+ + > + 1., odakle sledi

) ~

Jel- =V - PHhj, joje=§-J - hj. (11.10)

~

Prema tome, j.j: # I, §to znaci da operatori j. nisu ni unitarni.

11.1.4 Delovanje operatora podizanja i spustanja na vektore
standardnog bazisa

Iz komutacione relacije [j2, 7,] = 0 (treca od relacija (11.8)) sledi j*J, = j, j*, na
osnovu &ega je j2 7. |jm) = J.J*|jmy = h2A J.|jm), dakle

Peljmy) = B jm)). (11.11)

Analogno iz relacije [, J.] = ], (druga od relacija (11.8)) sledi j.j, = J+J. + fiJs,
odakle je j.ji|jm) = jij.|jm) + fiji|jm) = ii(m + 1), |jm), odnosno

7-(eljm)) = h(m + 1) (J 41 jm)). (11.12)

Jednakosn (11.11) i (11.12) imaju oblik zajedni¢kog svojstvenog problema operatora
i JZ sa svojstvenim vrednostima 7’1 i fi(m + 1) i sa zajedni¢kim svojstvenim vekto-
rom j,|jm). Ove svojstvene vrednosti ukazuju da taj vektor mora biti proporcionalan
vektoru |j,m + 1), tj.

Jeljmy = cyljym + 1), (11.13)

Koeficijent proporcionalnosti ¢, dobija se racunajuéi kvadrat modula obe strane ovog
izraza. Zbog normiranosti vektora |j, m) i |j,m + 1), sledi

les P = 1 lim) PP = (Gmlj-j, |jm) = (ml§? =7 = ]| jm)

(11.14)
= 1 +j—m*—m),

odnosno

le ? =R —m)(G+m+1). (11.15)
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

Koriste¢i komutacione relacije sa operatorom j_ analogno se dobija

F(oljmy) = BA(-|jm)), (11.16)
(=l jmy) = h(m = 1) (j_| jm)), (11.17)
Sto daje )
J-ljm) = c_|j,m = 1), (11.18)
pri Cemu je
le_P =G +m)(j—m+1). (11.19)

Konacno, delovanje operatora podizanja i spustanja na svojstvene vektore |jm)
moZe se napisati u opstem obliku

Jeljmy = iJGFm) (Gt m+ 1) |jym + 1), (11.20)

11.1.5 Svojstvene vrednosti operatora j i J,

Da bismo odredili svojstvene vrednosti /21 i fim prvo éemo pokazati da je A > 0.
Posto je 11 svojstvena vrednost operatora j> koja odgovara svojstvenom vektoru | jm),
imamo

1 = (jml | jm) = ]m|Z], |jm) = Zwml], |jm) = Zomu,J, |jm)
(11.21)
- Z((]mU, )il jm)) = Z |ilim|” > 0.

U sledecem koraku iskoristi¢emo delovanje operatora podizanja i spustanja na vek-
tore | jm). Iz uslova pozitivnosti kvadrata modula |c,|*> > 01 |c_|> > 0 slede nejedna-
kosti

(G-m@+m+1)=20 A (G+m(-m+1)=0 (11.22)

iz kojih se dobija (—j— 1 <m < j) A (—j < m < j+ 1), §to konacno daje
—j<m<j (11.23)

Ovaj uslov, poznat kao pravilo trougla, znaci da apsolutna vrednost z-projekcije uga-
onog momenta (fim) ne moZe biti manja od intenziteta tog momenta (A V).

MozZe se postaviti pitanje Sta bi se dobilo ako bi se operatorima podizanja i spustanja
delovalo na svojstvena stanja | jm) sa maksimalnom, odnosno minimalnom vrednos$¢u
m. Da bismo dobili odgovor, uo¢imodajec, =0zam = jic_. = 0zam = —j. Prema
tome

Jelipy=0 i jlj=j>=0. (11.24)

Nulti vektori koji se dobijaju kao rezultat, s obzirom na to da im je norma jednaka nuli,
ne predstavljaju kvantna stanja (verovatno¢a nalaZenja sistema u takvom ,,stanju” bila
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11.1 Teorija jednog ugaonog momenta

bi jednaka nuli). Prema tome, vrednost m = j nije moguée dalje poveéavati, niti
vrednost m = —j smanjivati (u skladu sa pravilom trougla).

Uoc1m0 da se stanje |jj) moZe dobiti iz stanja | jm) uzastopmm delovanjem opera-
tora J, p puta, a stanje | j, —j) uzastopnim delovanjem operatora j_ ¢ puta, tj.

GPLjmy ~ iy 1 G ljm)y ~ 1, =j)s (11.25)

akosu p =j—miqg= j+m. Ocigledno je p + g = 2j, odnosno j = (p + ¢q)/2. Posto
su p i g pozitivni celi brojevi (ili nula) sledi da j mora biti ceo ili poluceo broj, t;.
mozZe da uzima vrednosti

1
A

j=0 32,.... (11.26)

Posto je p (i ¢) ceo broj, ondaizm = j—p (ilim = g—j) sledi da je m iste celobrojnosti
kao j, tj. ako je j ceo odnosno poluceo broj, onda isto vazi i za veli¢inu m.

Iz (polu)celobrojnosti veli¢ina j i m proizilazi da su svojstvene vrednosti im i
1’4 = n%j(j + 1) diskretne. VeliCine j i m koje prebrojavaju ove svojstvene vrednosti
nazivamo kvantni broj ugaonog momenta, odnosno kvantni broj z-projekcije ugao-
nog momenta. Kako je razmak dve susedne celobrojne ili dve susedne polucelobrojne
vrednosti jednak jedinici, sledi da se vrednost kvantnog broja m uvek menja u koraci-
ma po jedan, tj.

m=—j—j+1,....,7-1,j 11.27)

Vidimo da za datu vrednost kvantnog broja j postoji 2j + 1 vrednosti kvantnog broja
m 1 taj skup nazivamo multiplet.

11.1.6 Konstrukcija svojstvenih vektora | jm)

Da bismo konstruisali vektore multipleta |jm), m = —j,..., j, na pocetku je do-
voljno poznavati samo jedan od njih, npr. |jj) ili |, —j). Ako podemo od vektora
|jj), koji je zadat (do na fazu i normu) prvom od jednakosti (11.24), ostale vektore
dobijamo uzastopnom primenom operatora spustanja. Sledi

Joljiy = h2j- 11, j-1), (11.28)
J2y = w2 142D 21, j-2), (11.29)
PPy = P2 1R -1 2 AQj—p+D)-plj -
Y V2j-142j-1) NQj-p+D-pljj-p) (1130,
(2])'p'| j=p)
2j-p)! )

Ako stavimo j — p = m, poslednja jednakost postaje

O j—m 20— ! .
Jmy = n ,/%umx (11.31)
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

odakle se dobija

(j+m)!
L - )

Visestrukim delovanjem operatora j, na vektor |j,—j), koji je zadat drugom od
jednakosti (11.24), na analogan nacin dobijamo

Lo\ 1 (j —m)! ]+m _
|jm) = hf+m‘/(2])'(]+m)' 17, =j). (11.33)

11.1.7 Svojstvena stanja orbithog ugaonog momenta

|jm) = - (11.32)

Orbitni ugaoni moment ili orbitni moment impulsa Cestice (npr. elektrona) predsta-
vlja realisti¢an primer ugaonog momenta gde kvantni broj j, koji ovde ozna¢avamo sa
! 1 zovemo kvantni broj kvadrata orbitnog ugaonog momenta ili orbitni kvantni broj,
uzima samo celobrojne vrednosti

1=0,1,2,.... (11.34)

Kvantni broj projekcije orbitnog momenta za datu vrednost / moZe da ima 2/ + 1
razli¢itih vrednosti koje ¢ine odgovarajuci multiplet

mp=-1,...,L (11.35)

Zajednicki svojstveni problem operatora 12 i I, u Dirakovoj notaciji pisemo
P my) = I+ DL my), (11.36)
L\ ) = homy |1, m). (11.37)

U poglavlju 5.2, gde je predstavljena teorija orbitnog ugaonog momenta, zajednic-
ki svojstveni problem ova dva operatora (jednacine (5.65) i (5.66)) bio Je reSavan
u prostoru £2. U tom prilazu zajedni¢ke svojstvene funkcije operatora 12 i ., koje
odgovaraju svojstvenim vrednostima 7#%[(I + 1) i Amy, bili su sferni harmonici
Y™ (8, ¢). Sferni harmonici, prema tome, predstavljaju koordinatnu reprezentaciju
vektora |, m;). Naime, predstavljajuci vektor poloZaja Cestice u sfernim koordina-
tama r = (r,v, ¢), orbitni prostor stanja Cestice moze se napisati kao direktni proi-
zvod H, = H, ® Hy ® H,, gde kompozitni potprostori odgovaraju radijalnom (r) i
ugaonim (I, ¢) stepena slobode Cestice. Kompletan skup kompatibilnih opservabli,
koji je adekvatan takvoj dekompoziciji prostora H,, &ine opservable 7, 9, ¢. Ako su
|7), |9, |¢) svojstveni vektori tih opservabli, onda se svojstveni vektori operatora
mogu predstaviti u obliku |r) = |r)|9)|¢). Skup vektora |3, @) = [F)|p), I € [0, 7],
¢ € [0, 27) tada &ini svojstveni bazis opservabli &, ¢ u ugaonom potprostoru Hy ®H,
1 sferni harmonici mogu se napisati u obliku

Y" (@9, ¢) = (O, |, my). (11.38)
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11.2 Naelektrisana Cestica u elektromagnetnom polju

11.2 Naelektrisana ¢estica u elektromagnetnom polju

Za rigorozan opis interakcije naelektrisane Cestice (ili viSe njih) sa elektromagnet-
nim poljem kvantna mehanika nije dovoljna teorija, ve¢ je potreban jedan Siri okvir
koji ukljucuje kvantnu elektrodinamiku, gde se i elektromagnetno polje tretira preko
njegovih kvanata — fotona. Medutim, ¢ak i u relativno slabim poljima gustina fotona
moZe biti veoma velika i pod tim okolnostima njihov broj moZze se tretirati kao nepre-
kidna promenljiva, te se polje moZe opisati na klasi¢an nacin koriste¢i Maksvelove
jednacine. Ovakav semiklasi¢ni prilaz u kome se polje tretira klasi¢no, a mehanicki
sistem koji interaguje sa tim poljem kvantno, predstavlja dobru aproksimaciju pod
navedenim okolnostima i stoga se Cesto primenjuje. Uz to se obi¢no podrazumeva da
se uticaj posmatranog mehanickog sistema na polje moZe zanemariti. Formalan na-
¢in da se prede na ovakav opis jeste kvantizacija odgovaraju¢e Hamiltonove funkcije
koja sadrzi ¢lanove u kojima se elektri¢no i magnetno polje pojavljuju kroz skalar-
ni i vektorski potencijal. Ovi potencijali, s obzirom na to da zavise od koordinata,
kvantizacijom Ce, uz ostale fizicke veliCine, preci u opservable.

11.2.1 Hamiltonijan za naelektrisanu cesticu u
elektromagnetnom polju

U klasi¢noj elektrodinamici elektromagnetno polje izrazava se preko skalarnog i
vektorskog potencijala ¢ i A kao

E:—%—w, B=VxA. (11.39)

Hamiltonova funkcija naelektrisane Cestice u elektromagnetnom polju tada ima oblik

1
H= 2—<p—qA>2 +q¢, (11.40)
m

gde je g naelektrisanje Cestice, a m njena masa.
Nakon kvantovanja potencijali ¢ i A postaju multiplikativni operatori (u koordinat-
noj reprezentaciji), a odgovarajuéi hamiltonijan glasi

AD q

2m  2m
Napomenimo da se u poslednjem izrazu pojavljuje simetrizovani proizvod operatora
p i A posto ovi operatori ne komutiraju (v. odeljak 6.3.6). Koristei relaciju p-A =
A-p — i divA, koja se u koordinatnoj reprezentaciji dokazuje delovanjem na talasnu
funkciju: p-Ay = =i V- (Ay) = —ih(V-A)y — ihA-Vy = (—ih divA + A-p)y, sledi

o A ) o 2
A= —p-qA)? +qd = P-A+Ap) + LAy 4s. (11.41)
2m 2m

)
p=Pr _ 41

2m  2m

Konacno, koriste¢i Kulonov kalibracioni uslov divA = 0, imamo
P
m

2
QA-p - indivA) + zq—mA2 + . (11.42)

A q A q2 A~ N
H=—-2Ap+-—A%+gd. (11.43)
m 2m

[\
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

11.2.2 Atom sa jednim elektronom u konstantnom
homogenom magnetnom polju. Zemanov efekat
Posmatrajmo sada atom sa jednim elektronom koji se nalazi u konstantnom i homo-

genom spoljasnjem magnetnom polju. U tom slucaju skalarni potencijal elektromag-
netnog polja u kojem se elektron krece svodi se na Kulonov potencijal jezgra atoma

1 Ze
" dney v’

(11.44)

gde je Ze nalektrisanje jezgra, dok se vektorski potencijal moZze napisati u obliku

A=1Bxr. (11.45)

-2
Poslednji izraz se potvrduje racunajudi vrednosti za rotA i divA. Koriste¢i relaciju
Vx(axb)=a(V-b)—b(V-a)+ (b-V)a—(a-V)b, dobija se
rotA = VXA = 1Vx (B xr)
= % [B(V-r)-r(V-B)+(r-V)B-(B-V)r] =B,
—— ~——— —— —
3 0 0 B

(11.46)

Sto predstavlja desnu od relacija (11.39). Napomenimo da u izvodenju imamo
(r-V)B = 253:1 x;(0/0x;)B = 0 upravo zbog toga §to je polje homogeno, tj. ne zavisi
od koordinata. S druge strane, koristeci relaciju V- (ax b) =b - (Vxa) —a-(Vxbh),
sledi

divA = V- (Bxr) = ir- (VxB)-1B - (Vxr) =0, (11.47)
S—— S——
0 0

Sto se slaZe sa izabranim (Kulonovim) kalibracionim uslovom. Napomenimo ovde
da vrednost Vx B = 0 sledi iz Cetvrte Maksvelove jednacine Vx B = (0E/d1)/c?
na osnovu pretpostavke da je polje (magnetno, a time i elektri¢no) konstantno, tj. ne
zavisi od vremena.

Koriste¢i navedeni izraz za vektorski potencijal u slu¢aju konstantnog i homogenog
magnetnog polja, sledi

Ap=1Bxt)p==Exp)-B=1iB-(Exp) =1iB-1 (11.48)

A2 _ 1 | a Ay 1 A o
A" = sBXP)-A=35B-(FxA)=;B-[Ex(BxT)] (11.49)
= I1B-[B(F -#) -t -B)]=1[B7-B 1]
Uobicajeno je da se pravac magnetnog polja izabere za z-osu, tj. B = Be,. Tada je

A-p=1B-1=1Bi (11.50)

A2 = 1B - B = 1B (2 +yP). (11.51)
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11.2 Naelektrisana Cestica u elektromagnetnom polju

Na osnovu dobijenih izraza i izraza (11.43), uzimajuéi da je za elektron g = —e
i m = me, hamiltonijan koji opisuje njegovu dinamiku u jednoelektronskom atomu
koji se nalazi u konstantnom i homogenom spoljaSnjem magnetnom polju glasi (u
aproksimaciji beskonacne mase jezgra atoma)

B . ¢*B?
ety e ) (11.52)
2me 8me

H=ﬁ0+

gde je Hy = p*/(2m.) — Ze* |(4neyr) hamiltonijan slobodnog atoma.

U atomu u osnovnom stanju i u nizim pobudenim stanjima atoma vazi [, ~ 7 i
(x% + y»)% ~ gy (Borov radijus), tako da je za slabija polja poslednji (dijamagnetni)
¢lan mnogo manji od prethodnog (paramagnetnog). U tom slu€aju poslednji ¢lan se
moZe zanemariti, ¢ime se hamiltonijan svodi na oblik

N N eB
H%’H0+2

I.=HAy+w.l, (11.53)
Ne
gde je wy, = eB/(2me) Larmorova frekvencija (Joseph Larmor). Kao $to je poznato,
operatori H i [, komutiraju i imaju zajedni¢ke svojstvene funkcije Wnim, (). Na osnovu
toga je

I:Iwnlm, = I:IO‘l’nlml + CULZ\Z‘;l’nlml = (ELO) + thmZ)lpnlmp (11.54)

Sto znaci da su ¥, (r) svojstvene funkcije ne samo hamiltonijana Hy, ve¢ i hamilto-
nijana H, pri ¢emu su odgovarajuce svojstvene energije

Epm = EO + hwpm,. (11.55)

Poslednji izraz znaci da, kada se jednoelektronski atom nade u spoljaSnjem magnet-
nom polju, dolazi do cepanja njegovih nivoa na podnivoe koji su okarakterisani kvant-
nim brojem projekcije orbitnog ugaonog momenta m;, koji se iz tog razloga naziva i
magnetni kvantni broj. Ako se ovo cepanje posmatra na atomima koji se nalaze u sta-
nju sa odredenim vrednostima kvantnih brojeva 7 i /, nivo Ef,o) (energija van polja) e
se cepati na 2/ + 1 ekvidistantnih podnivoa (AE = hiwy ) koji odgovaraju vrednostima
my=-l,—-1+1,...,1-1,1. Ova pojava se naziva Zemanov efekat (Pieter Zeeman).

Clan fiwym; = wil, u izrazu (11.55) predstavlja energiju interakcije elektrona sa
magnetnim poljem koja se moZe napisati u obliku

Ein =—y;- B, (11.56)
gde je
= —psl/h (11.57)
magnetni moment elektrona, koji je ovde izraZen preko veliCine
us = 26711 (11.58)

poznate kao Borov magneton. Koli¢nik apsolutnih vrednosti magnetnog i orbitnog
momenta elektrona, |y;|/|1| = ug/h = e/2m., naziva se Ziromagnetni odnos.
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

11.2.3 Atom u nehomogenom magnetnom polju.
Stern-Gerlahov eksperiment

Ako se snop atoma koji poseduju nenulti magnetni moment propusti kroz neho-
mogeno magnetno polje, zbog sile koja je proporcionalna gradijentu polja u pravcu
normalnom na pravac prostiranja snopa, dolazi do prostornog cepanja snopa u pravcu
polova magneta na onoliko delova koliko ima mogucéih vrednosti kvantnog broja m;.
Stern i Gerlah (Otto Stern, Walther Gerlach) izveli su eksperiment (1921-1922) u ko-
jem su merili cepanje snopa atoma srebra u takvom polju. U uslovima eksperimenta
vecina atoma nalazila se u osnovnom stanju. Atom srebra ima jedan spoljasnji elek-
tron, ¢iji su kvantni brojevi u osnovnom stanjun = 51/ = 0, i taj elektron odreduje
ugaoni moment atoma. PoSto magnetni kvantni broj u ovom slu¢aju moZe biti jedino
m; = 0, cepanje snopa nije bilo ocekivano. Eksperiment je, medutim, pokazao da se
snop cepa na dva dela'. Ovaj rezultat mogao je da se protumaci jedino tako da kvantni
broj ugaonog momenta atoma ima vrednost 1/2, a da kvantni broj njegove projekcije
onda ima dve vrednosti, +1/2.

11.3 Spin

Rezultat Stern-Gerlahovog eksperimenta nije mogao da se objasni dotadasnjom te-
orijom koja je magnetni moment elektrona dovodila u vezu isklju¢ivo sa njegovim
orbitnim momentom, pa su Gaudsmit i Ulembek (Samuel Goudsmit, George Uhlen-
beck) 1925. godine izneli pretpostavku da elektron ima dodatni ugaoni moment kao
posledicu sopstvene rotacije, koji je kasnije nazvan spin. PoSto projekcija na pro-
izvoljno izabrani pravac moZe imati samo dve vrednosti, —7/2 i /2, sledi da spin
elektrona ima vrednost 71/2. Ubrzo se pokazalo da predstava o rotiraju¢em elektronu
nije prihvatljiva jer se procenilo da bi periferna brzina rotacije morala da bude mnogo
veca od brzine svetlosti. Danas se smatra da je spin ugaoni moment koji odgovara
unutrasnjim stepenima slobode Cestice.

Pokazuje se da postoje Cestice sa celobrojnim i Cestice sa polucelobrojnim kvantnim
brojem spina s. Prve se nazivaju bozoni posto se pokoravaju tzv. Boze-AjnStajnovoj
statistici, a druge fermioni jer se pokoravaju tzv. Fermi-Dirakovoj statistici. Ova dva
tipa kvantne statistike opisuju nacin na koji sistem neinteragujucih identi¢nih Cestica
sa spinom date celobrojnosti, kada se nalazi u termodinamickoj ravnoteZzi, popunjava
skup mogucih stanja. U glavi 12 videéemo da je celobrojnost spina povezana i sa
simetrijom ukupnog stanja Cestice (VIII postulat). Primeri bozona su mezoni (r i K-
mezon), kod kojih je s=0, i fotoni, kod kojih je s=1, dok su primeri fermiona leptoni
(elektron, y-mezon, neutrina) i barioni (proton, neutron itd.), kod kojih je s = 1/2.

'Uzimajuéi u obzir da se jedan manji broj atoma snopa moze naéi u nizim pobudenim stanjima sa [ > 0,
moglo se eventualno ocekivati cepanje snopa na neparan broj (2/+1) delova koji bi, sem onog za m; = 0,
bili veoma slabog intenziteta. Medutim, eksperiment je pokazao da se ni to ne deSava. Fips i Tejlor (T.
E. Phipps, J. B. Tailor) 1927. godine reprodukovali su rezultat Stern-Gerlahovog eksperimenta koristeéi
snop atoma vodonika u osnovnom stanju, ¢ime su eliminisali sve sumnje koje su mogle biti izazvane
primenom atoma srebra.
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11.3.1 Formalna teorija spina 1/2

Primenjujuéi opStu teoriju ugaonog momenta na spin sa s = 1/2, odgovarajuéi
zajednicki svojstveni problem glasi

&[s,mg) = RPs(s+ Ds,my), (11.59)
§z|s,ms> = hmyls, my), (11.60)

pri ¢emu kvantni broj projekcije spina na z-osu moze imati vrednosti my; = x£1/2.
Prema tome, postoje dva svojstvena spinska stanja, | 3 2 il 3 2) koja odgovaraju
razli¢itim svojstvenim vrednostima projekcije spina, s, = 7/2, odnosno —7/2, i istoj
(jedino moguéoj) svojstvenoj vrednosti kvadrata spina s> = 3%2/4. Ova dva spinska
stanja predstavljaju bazis u spinskom prostoru stanja H, Cestice spina 1/2 koji je
dvodimenzion.

Odgovarajuéi operatori podizanja i spustanja §. = § £ i§, deluju na svojstvena
spinska stanja kao

Suldmgy = N2 Fm)(1/2 £ ms+ 1) |3,m, £ 1), (11.61)
odnosno
S5, 5y =0, %15 -Dy=nib, .
S D =nid-h kb =o. .
=122/ = 20 2/ 2° 2

Mnozedi skalarno ove izraze, kao i izraz §Z|%, mgy = hm_v|%, my), sa leve strane vekto-
rima ta dva ista stanja, dobijamo matri¢ne elemente operatora $. i §,, odnosno njihove
matricne reprezentacije u bazisu {11 7 2) |2, 2)}

§+=(8 Z) @;(2 8), §Z=(h(/)2_7g/2). (11.63)

Koriste¢i relacije 8§, = (8§, + §-)/21 §, = (§, — §-)/2i, dobijaju se matri¢ne repre-
zentacije za komponente vektorskog operatora spina §

. _hf0 1 . R0 —i . _hf1 0
O N [ e
Uvode¢i Paulijeve matrice (Wolfgang Pauli)

0 1 0 —i 1 0
O—X_(l 0)7 O-y_(l 0)9 O—Z_(O _1)9 (1165)
moZemo pisati
i
§,~=§o7, i=xY,2 (11.66)
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

Navesc¢emo nekoliko osobina Paulijevih matrica. Pokazuje se da vazi

1
0

[0, 0y] = 2io;,  [0w, 03]+ =0 (0% i 0y antikomutiraju),

O'fzofzoles( (1)), tro; =0, deto; =-—1,

(11.67)

odakle sledi 0,0y = ioy, odnosno o0y, 0; = il. Ako trokomponentni vektori A i B
komutiraju sa o = (o3, 0y, 0%), vazi

(c-A)o-B)=A-Bl+io-(AXB). (11.68)

Svojstvena stanja spina 1/2 u bazisu koji Cine ta ista stanja reprezentuju se dvo-
komponentnim matricama kolonama

1 0
I%,%>—>X1/z=(0), |%"%>—>X1/2=(1)~ (11.69)

Proizvoljno spinsko stanje je neka linearna kombinacija dva svojstvena stanja

o =all hrall-h - ((1))”2((1)) - (Cl)' (70

€2

Uslov normiranja ( x| x) = 1 daje leill? + |ea)? = 1.

11.3.2 Spinori. Spinski magnetni moment

Uzimajuéi u obzir i orbitne i spinske stepene slobode, stanje Cestice je opisano
vektorom iz Hilbertovog prostora koji predstavlja direktni proizvod njenog orbitnog
i spinskog prostora stanja H = H, ® H,. U opstem slucaju taj vektor je linearna
kombinacija direktnih (tenzorskih) proizvoda vektora |¢) € H, i| x) € H;. U slucaju
elektrona (ili neke druge Cestice spina 1/2) proizvoljno stanje moZe se napisati u
obliku

CllWl)l%»%)+Cz|¢2>|%,-%>~ (11.71)

Ako su orbitna stanja predstavljena talasnim funkcijama, a spinska stanja dvokompo-
nentnim matricama kolonama, onda je to stanje reprezentovano dvokomponentnom
talasnom funkcijom, tzv. spinorom

wl(r)(co')+wz(r)(co2) = (ﬁg) (11.72)

gde su Y, = cyy 1 Y- = cry,. Spinor je, prema tome, koordinatno-matri¢na repre-
zentacija vektora iz punog prostora stanja elektrona .
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11.3 Spin

Primer spinora su svojstvena stanja atoma vodonika

l/’nlm;ms = lybnlml(r)Xm:- (11.73)

Analogno magnetnom momentu g, koji je proporcionalan orbitnom ugaonom mo-
mentu, elektron poseduje i spinski magnetni moment predstavljen operatorom

i, = —g;ze s. (11.74)
Me
Ovde je g, ~ 2 tzv. Landeov (Alfred Landé) faktor za spin (eksperimentalna vrednost
je g5 =2,002) 2.
Operator ukupnog magnetnog momenta elektrona je vektorski zbir magnetnog mo-
menta elektrona, koji potice od njegovog orbitnog kretanja, i spinskog magnetnog
momenta elektrona, dakle

8 ~ -

(11.75)

Uzimajuéi u obzir ukupni moment, hamiltonijan elektrona u potencijalu V(r) (npr.
u polju jezgra atoma) i u magnetnom polju indukcije B ima oblik (u koordinatnoj

reprezentaciji)
2

H=-

(11.76)

Reprezentujuéi stanja elektrona spinorima, Sredingerova jednacina ima oblik

Y (. 1) Yo (r,1)
hat(dr (r, t)) H(w_(r,z))- (11.77)

U slu€aju hamiltonijana (11.76) ova jednacina opisuje promenu stanja elekrona (sa
spinom) u datom potencijalu V(r) i spoljaSnjem konstantnom i homogenom magnet-
nom polju. Njen eksplicitni oblik je

WL (r, 1) n’ BB s o) W (r, 1)
ih— - ‘B + -B . 11.78
ot (¢ (r.1) e h st By ) ALT8)
Jednacina predstavlja specijalni slucaj Paulijeve jednacine, koja u opStem slucaju opi-
suje promenu stanja Cestice spina 1/2 u elektromagnetnom polju.

2U okviru Dirakove relativisticke teorije elektrona vrednost Landeovog faktora za spin g, = 2 dobija se
kao rezultat teorije.

139



11 Opsta teorija ugaonog momenta

11.4 Slaganje ugaonih momenata

Neka su j; ij» operatori ugaonih momenata j; i j, dva (pod)sistema ili dva razlicita
stepena slobode slozenog kvantnog sistema. Primer su orbitni momenti dva elektrona
u atomu (J] =1, Jz = 12) ili orbitni i spinski moment jednog elektrona (Jl =1,
j2 = 9. Operatori j; i J2s prema tome, deluju u razhcltlm potprostorima prostora
stanja sistema koje ¢emo obeleZiti sa H; i H,. Operator j koji pridruzujemo zbiru
momenata j = j; + j, tada deluje u direktnom proizvodu prostora H; ® H, i ima oblik

%

ji=heh+iio, (11.79)

gde su [} i I, jedini¢ni operatori u prostorima H, i H,. O&igledno, pre sabiranja
operatori j; i j, morali su biti modifikovani tako da oba deluju u H; ® H,, §to je
postignuto mnoZenjem sa odgovarajucim jedini¢nim operatorima. U nastavku ¢emo,
medutim, radi jednostavnosti pisati j = j; + j», podrazumevajuéi da su 31 i Jz ovako
modifikovani operatori.

Operator j ima sve osobine operatora ugaonog momenta, tj.
(i) j je vektorski operator, dakle j = Zle Jiei
(ii) komponente J; su ermitski operatori;

(iii) komponente J; zadovoljavaju komutacione relacije
Ui i1 = thsyka, (11.80)

pri ¢emu vrednosti 1, 2, 3, koje uzimaju indeksi, odgovaraju komponentama x, y, z
Osobine (i) i (ii) direktno slede iz istih osobina za operatore pojedina¢nih momenata
j1. . Osobina (iii) dokazuje se polazeéi od komutacionih relacija za komponente po-
jedina¢nih ugaonih momenata (11.1), te ¢injenice da operatori koji deluju u razlicitim
Hilbertovim prostorima uvek komutiraju — u ovom slu¢aju [ Jy;, jzj] =0, Vi, j. Dakle

Ui 771 = Ui + Jais J1j + J2j1 = Unis 11 + Uis J171+ Lnis J2j1 +1J2is J2j)
—_——— ——
0 0
= lhz Eijk.;lk + lhz 5[jk}2k = lhz 8[jkjk~
% % %

11.4.1 Komutacione relacije. Zajednicki svojstveni vektori

(11.81)

Kao i za svaki ugaoni moment, operator kvadrata ukupnog ugaonog momenta ko-
mutira sa operatorima svojih komponenata, tj.

3% ji1=0, (11.82)

dok te komponente medusobno ne komutiraju. Kao posledica toga, postoje zajednic-
ka svojstvena stanja operatora j> i jedne od komponenata. Po konvenciji se uzima
komponenta j,.
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11.4 Slaganje ugaonih momenata

Postavlja se pitanje da li operaton kvadrata i komponenata pojedina¢nih momenata
komutiraju sa operatorima j? i j.. Odgovor dajemo kroz dokaze sledeéih teorema.

Teorema: Operatori j J] i Jz komutiraju sa operatorima J i,

Dokaz: Koristeéi komutacione relacije (11.80) i (11.82), te Cinjenice da operatori
koji deluju u razli¢itim Hilbertovim prostorima komutiraju, sledi

.37 = 01 Gi+l)’1 = [0 .]1]+2[.]1,J1J2]+[.]1,.]2] 2038, G gl

o o " 11.83)
=2 il =2 i 52, Jail +2 .7l J2i=0
Zi:[h Jii J2 Z Ju U7 J2 Z 01 il g2
. 0 0
1
03,70 = 0% Ju + Joil = 0% 1l + (33, 1l = 0. (11.84)
~—_—— ——
0 0

Na analogan nacin izra¢unavaju se komutatori [j3,J*] = 01 [j3, j;] = 0.

Teorema: Operatori J;, i J», komutiraju sa operatorom J., ali ne komutiraju sa j>.

Dokaz: Koristeci iste komutacione relacije kao u prethodnoj teoremi, sledi

iz 72 = Utz Jiz + Joz] = [z Jiz + [z Jo:1 = 0 (11.85)
. N— — ———
1 0 0
1371 = Ue G402 = Ui 51142 Uiz d1 -2 + U J31 = 2[}102 JiJail
S—— S—— i
0 0
-9 ':":'4122 4‘47’4‘_'_2 A.’A.‘A.‘
Z[]lz Jui Jail Z Jui [J1zs J2il Z (125 J1i) J2i
A (11.86)
=20 J1z Jix) Jox + 21z Jiyl J2y + 2 [izs J12] J2z
———
0

= 2ilij1yJox + 2ihi]1xj2y # 0.
Na analogan na&in izratunavaju se komutatori [ J»., j;] = 01 [J., j2] # O.

Na osnovu Cinjenice da operatori j%, j%, jz i 7. medusobno komutiraju sledi da oni
imaju zajednicke svojstvene vektore. Oni, StaviSe, ¢ine jedan kompletan skup kom-
patibilnih opservabli u prostoru H; ® H, tako da su zajednicki svojstveni vektori
potpuno odredeni sa Cetiri kvantna broja ji, j», j, m, koja prebrojavaju njihove svoj-
stvene vrednosti. Dakle

3Lt oz jomy = 125G + Dlju, jai jom), (11.87)
Jeljts jos jomy = hml jiy, jos j,m), (11.88)
B oz jomy = BjiGy + Dljrs jos jom), (11.89)
331t j2s jomy = B2jaGia + Dl jus jos Jom). (11.90)
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

Skup svih vektora |jj, j»; j, m), prema tome, ¢ini svojstveni bazis ova Cetiri operatora
u prostoru H; ® H,. Uocimo, medutim, da vektori |ji, jo; j,m) nisu svojstveni za
operatore J, i Ja., tako da komponente j;, i j». u stanjima koja ti vektori opisuju
nemaju odredene vrednosti (drugim re¢ima, m; i m; ovde nisu dobri kvantni brojevi).
Ovaj bazis je, prema tome, pogodan za opis stanja ukupnog ugaonog momenta j, ali
nije pogodan za pojedinacne momente.

Za opis stanja pojedina¢nih momenata j, jo, koji formiraju ukupni moment j, po-
godno je uvesti drugi bazis u H; ®'7-{2 N jega Cine pr01zv0d1 vektora |ji, my) 1|j2, my),
koji su svojstveni vektori operatora _]l, 712> 0dnosno j _]2, Jaz- Pri tome, skupovi svih vek-
tora |ji, mp) i |j, mp) odvojeno Cine bazise u prostorima H; i H,. Vektore bazisa u
ukupnom prostoru obelezavacemo sa |jj, j»; ml, mz) =1 Jis mi)|j2, my). Oni su zajed-
nicki svojstveni vektori druga Cetiri operatora, Jl, Jiz Jz, 2=, koji takode predstavljaju
kompletan skup kompatibilnih opservabli u prostoru H; ® H,. Ovi vektori, medutim,
nisu svojstveni vektori operatora 2, tako da kvadrat ukupnog momenta u stanjima
koja ti vektori opisuju nema odredene vrednosti, odnosno u tim stanjima j nije dobar
kvantni broj.

Na osnovu izloZenog jasno je da je pri proucavanju slaganja momenata nekad po-
godnije koristiti prvi, a nekad drugi od navedena dva bazisa. 1z tog razloga potrebno
je odrediti unitarnu transformaciju kojom se prelazi sa jednog bazisa na drugi.

11.4.2 Klebs-Gordanovi koeficijenti

Razvoj vektora prvog bazisa po vektorima drugog piSemo u obliku

ooy = " Gits jos mysmaljom) |y, jos my, ma), (11.91)

my,nmy

gde su (ji, jo;my, my|j,m) tzv. Klebs-Gordanovi koeficijenti (Alfred Clebsch, Paul
Gordan). Suma ide po svim vrednostima kvantnih brojeva m; i m, koje oni mogu
imati za fiksne vrednosti kvantnih brojeva j; i j,. Prema tome, svaki pojedinacni
vektor |j1, ja; j, m) razvija se po elementima skupa koji ¢ine svi vektori |y, ja; my, my)
sa fiksnim vrednostima j; i j,. Taj skup je potprostor prostora H; ® H, i, posto m,
i my uzimaju 2j; + 1, odnosno 2j, + 1 razliitih vrednosti, on je konacne dimenzije
(2j1 + D(2j, + 1). U nastavku éemo videti da je broj ¢lanova u razvoju, u stvari, jo$
manji i da se razvoj svodi na sumu samo po jednom od kvantnih brojeva m; ili m,.

Teorema: Klebs-Gordanovi koeficijenti za koje je m; + my # m jednaki su nuli.

Dokaz: Posto je |j1, jo; j,m) svojstveni vektor operatora J., sledi
Jeljrs jas jomy = hml ju, jos jm)
(11.92)
= hm Z (J1> Jo2s my, malj, m)| j1, j2; my, mp).

my,my

142



11.4 Slaganje ugaonih momenata

S druge strane je

Jelivs o om) = Gie# Ja2) " G oz ma,malym)| i, jo m, ma)

my,ny

= > G dosmumaljom) Gt Joo) L v, midljo, ma) (11.93)

my,my

= D Gt josmi,maljym) (g + fima) L, jos my,ma).

my,ny
Oduzimanjem dobijenih izraza sledi

Z h(m —my —mo) (j1, jo; my, ma|j,m)|j1, jo;mi, mp) = 0. (11.94)

mj,my
Posto su vektori |ji, jo; my, my) linearno nezavisni, gornja suma jednaka je
nuli jedino ako su svi koeficijenti koji stoje uz njih jednaki nuli, tj. ako je

h(m —my —my) (ji, josmi,ma|j,m) =0,  Ymy,my. (11.93)
Odavde sledi (ji, jo; my, ma|j,m) = 0 ako je my + my # m.

Na osnovu ove teoreme, u sumi po m; i mp ucestvuju jedino sabirci za koje je
my + mp; = m. To znadi da je dovoljno sumirati samo po jednom od ta dva kvantna
broja, npr. po my, pri ¢emu je my; = m —my, tj.

J1

s dmy = > (s dos mi, ma=m—m|j,m)| 1, josmi,my=m=m). (11.96)

my==ji

Na slici 11.1 simbolicki su predstavljeni svi vektori |ji, jo; my, mp) (kruziéi) koji
ulaze u razvoj stanja |j;, j»; j,m) sa fiksnim vrednostima j; =21 j, = 3/2.

m,
m=7/2
° ° \ ™
14 S
Ny VR
ASAN
° ° . e, e
1 I ™ - \\/ 1 - 1
o "o S ) Y °
\\\\ \\))/\\ \\ \\
SRt
m=-1/2"%_
° T ° °

Slika 11.1. Moguée vrednosti kvantnih brojeva m; i m, u stanjima |j,, jo;m;,my) sa j; = 2
i j, = 3/2. Kruzi¢i predstavljaju parove (m,,m;), a time i pomenuta stanja (s obzirom na to
da su kvantni brojevi j; i j, fiksni). Kose linije povezuju parove (m;,m;) sa istom vredno$éu
m = my + my. Prema tome, stanja |j,, jo; m, my) povezana kosom linijom za datu vrednost
kvantnog broja m ulaze u razvoj stanja |1, j»; j, m).
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

11.4.3 Vrednosti kvantnih brojeva j i m pri slaganju ugaonih
momenata sa datim vrednostima j; i j,

Videli smo da zbog komutiranja operatora j? i j? sa operatorima j? i j, kvantni
brojevi ji, j», j 1 m mogu istovremeno imati odredene vrednosti. Postavlja se pitanje
koje vrednosti mogu imati kvantni brojevi j i m pri fiksnim vrednostima j; i js.

Uocimo prvo da, posto se vektori |j, jo; j, m) mogu predstaviti kao linearne kombi-
nacije vektora |j, mi)|j2, mz), za koje je m; + m, = m, maximalna vrednost kvantnog
broja m iznosi

(max) (max)

Mmax = N +m, = jl +j2- (11.97)

S druge strane, pretpostavljajuci da za fiksirane vrednosti j; i j, postoji vise razlicitih
vrednosti kvantnog broja j, pri ¢emu je jmax najveca, mp,x mora biti i najveca vrednost
iz multipleta (11.27) za jmax, tj- Mmax = Jmax- N@ OSnovu toga i na osnovu relacije
(11.97), maksimalna vrednost kvantnog broja j iznosi

Jmax = J1 + Jo. (11.98)

Sledeéa niza vrednost koju uzima m je j; + j» — 1 (tadaje my = ji, mp = jop — 1ili
m; = j; — 1, my = j,). Ova vrednost mozZe biti ili vrednost koja prethodi my,.x za
J = J1 + j» ili maksimalna vrednost kvantnog broja m za j = j; + j, — 1. PoSto izmedu
Mmax — | 1 Mmax nema drugih vrednosti m, sledi da ni j ne moZe imati vrednosti izmedu
j1+ j»— 11 j; + jo, dakle j se menja u koracima po 1, tj.

J=ji+js iti=1, ji+j2=2,..., jmin. (11.99)

Vrednost za ji, odredicemo iz dimenzije potprostora direktnog proizvoda prostora
H; ® H,, koji Cine vektori sa fiksnim vrednostima j i j», i koja je, kao §to smo vide-
li,d = (2j1 + 1)(2j2 + 1). S druge strane, d je jednako broju vektora |y, j2; j,m) sa
fiksnim vrednostima j; i j,, koji ¢ine bazis u tom potprostoru, tj. d = Zj.“:’“j‘min(Z j+ 1)
(uovoj sumi 2j + 1 je broj razlicitih vrednosti m za dato j). IzjednaCavanjem ova dva
izraza dobijamo jednakost

Jmax

Z 2j+1)=@Qj1 +DH2ja+1). (11.100)
J= Jmin
Koristedi rezultat £7 j = S5 j = Z0%7" j = JjmaxCmas + 1) = 5Cimin = Djmin

nalazimo vrednost sume na levoj strani jednakosti

§(2j+1) =2]§ij +1§i1
J=Jmin J=min  J=Jmin

= jmax(jmax+1) - (jmin_l)jmin + (jmax - jmin+1) (11101)

= jmax(jmax+2) - J-[Znin + 1.
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11.4 Slaganje ugaonih momenata

Posto je jmax = j1 + j2, jednakost (11.101) postaje

Gr+ )G+ 2 +2) = jon + 1= Q21 + D2 + 1, (11.102)
Sto se svodi na j§ — 2ji jo + j3 — j2.. = 0, 0dnosno /2. = (ji — j2)% 4.
Jmin = |j1 = j2l. (11.103)

Prema tome, za fiksne vrednosti j; i j, kvantni broj j moZe da ima vrednosti
J=l=jabl lji=pl+L oo i+ ja=1, ji+ . (11.104)

Ovo je tzv. pravilo trougla (|j; — j2| < j < ji + j»). Uz to, za svako j kvantni broj m
uzima vrednosti
m:_j, _j+19---7j_1sj- (11105)

11.4.4 Relacije medu Klebs-Gordanovim koeficijentima sa
fiksnim vrednostima j;, j, i j

Razvoj vektora | j, m) po vektorima |j;, mi)|j2, my) glasi

j,m) = Z (m1, ma|j,m)|ji, my)|ja, ma). (11.106)

nmip,my

Oznake |j,m) = |j1, j2; J,m) 1 (my, ma|j,m) = (j1, ja; m1, mplj, m) uveli smo radi kon-
ciznosti. Ako operatorom j; = ji; + jo+ delujemo na obe strane ove jednakosti, tj.

Feliomy = Gmiomalfom) G + o) jnemidljns o, (11.107)
my,my

sledi

NG=m)(j+m+1)[j,m+ 1)

= Z(ml,mzlj,m)\/(jl—ml)(jl+m1+1)|j1,m1+1>|jz,m2> (11.108)

my,my

+ " Omi,molym) JGa=ma) Gatma+ 1) Ljn, mi)jo, ma+1).

mp,my

Dalje ¢emo vektor |j,m + 1) na levoj strani jednakosti takode razviti po vektorima
|1, m1)|j2, m2), a zatim celu jednakost skalarno pomnoziti sa leve strane proizvoljnim
vektorom |j1, m))|j2, m}) iz istog skupa, Sto daje

NG=m)Gam+1) Y (m, mal jm+1) 6, g Oy = (11.109)

my,my

Z (my, molj,m+1) /Gy =m) G +my+1) Sy 1 Oy, +

my,mp

D Gn,maljymea 1) N Ga=m2) G+ 1) s Ot

my,nmy
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

odnosno

VG-m)(j+m+1) (m}, m5|j,m+1) =

(m’l—l,m’2|j,m)\/(jl—m’l+1)(j]+m’1)+ (11.110)

(=11, m) o=y + 1) +13).
Ako umesto m}, m), piSemo mi, my, dobija se

VU=m)(j+m+1) (mi,my|j,m+1) =

VG +m)Gr—m+1) my = 1,maljym) + - (11.111)

VGa+m)(ja—ma+1) (my, my—1|j, m).

Na sli¢an nacin, primenjujuci operator j_, dobija se

VU+m)(j=m+1) (my,my|jm—1) =

VG =m)Gr+my+1) (my+1L,molj,m) + (11.112)

VG2 =m2)(ja+ma+1) (my, mo+ 11, m).
Ovo su rekurentne formule za Klebs-Gordanove koeficijente sa fiksnim vrednostima
Jis 2.
1z uslova normiranja vektora | j, m) ({j, m|j, m) = 1), zahvaljujuéi ortonormiranosti
vektora | j;, my)|j2, m,), dobijamo vezu

DG oz mimoljym) P = 1. (11.113)

my,my

Ispostavlja se da su svi Kleb§-Gordanovi koeficijenti realni brojevi. Po konvenciji se
uzima da je Klebs-Gordanov koeficijent za maksimalno m, tj. za m = j, i za maksi-
malno my, tj. zam; = j; (my = j — ji), pozitivan, dakle

1» j2s Ji, j=J1lj, ) 2 0. (11.114)

11.4.5 Sprezanje dva spina 1/2

Kao prvi primer razmotri¢emo ukupan spin dve Cestice spina 1/2 (npr. dva elek-
trona). Tada je s; = s, = 1/2, pa, na osnovu pravila (11.104), kvantni broj ukupnog
spina moZe da ima dve vrednosti

S =1[s1—s2],51+52=0, 1 (11.115)

U slucaju S = 0 kvantni broj projekcije ukupnog spina iznosi Mg = 0, dok su za
S = 1 moguce tri vrednosti, Mg = —1,0, 1.
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11.4 Slaganje ugaonih momenata

U skladu sa opStom teorijom, spinska stanja sa odredenim vrednostima kvantnih
brojeva S i Mg mogu se razviti po spinskim stanjima sa odredenim vrednostima
kvantnih my i my)

1S, Ms) = D" (my1,mo=Ms=mglS, Ms)|mg)|lmo=Ms=my),  (11.116)
mg=+1/2

pri ¢emu radi kratkoée koristimo oznake |S, Ms) = |s1, 525 S, Ms), |mg1) = |s1,my),
Img) = |52, mg) i (ms1, mp|S, Ms) = (51, 52, mg1, mp|S, Ms). OCigledno, postoje Ce-
tiri takva spinska stanja

10,0) = (+,=10,0)[+)1]=)2 + (=, +10, 0)[=)1[+)2, (11.117)
IL=D) = (==L, =DI=)1l-)2, (11.118)
[1,0) = (+, =11, 0)[+)1]=)2 + (= +[1, 0)|-)1l+)2, (11.119)
IL 1) = (+, +[1, DI+)1l+)2, (11.120)
gde radi daljeg pojednostavljivanja koristimo oznake |+); = |my = _%), i =12,

(+.—1S,Ms) = (3,-31S,Ms) itd. Iz uslova normiranja vektora stanja |1, +1) na
jedinicu, birajuéi realne vrednosti Kleb§-Gordanovih koeficijenata, sledi

--11,-)=1, (++[/,1)=1. (11.121)
Polaze¢i od ovih vrednosti i koriste¢i rekurentne formule, dalje se dobija
(+,—11,0) = 1/V2, (=, +]1,0) = 1/V2. (11.122)

Klebs-Gordanovi koeficijenti koji se pojavljuju u razvoju vektora |0, 0) mogu se odre-
diti iz uslova njegove normiranosti na jedinicu ({0,0|0,0) = 1) i ortogonalnosti u
odnosu na vektor |1, 0) ({0,0|1,0) = 0). Birajuci realna reSenja, dobija se

(+,-10,0) = 1/V2, (=, +]0,0) = —1/V2. (11.123)
Zamenjujuéi dobijene vrednosti za koeficijente, kona¢no imamo

1

10,0) = %(H‘)ll_h = |=)1l+)2), (11.124)

IL=1) = [=)1l=)2, (11.125)
1

11,0) = %(|+>1|_>2 +=nl+)), (11.126)

IL 1) = [+)l+)2. (11.127)

Prvo navedeno stanje, koje odgovara ukupnom spinu S = 0, naziva se singletno stanje
i ono je antisimetricno u odnosu na izmenu Cestica. Preostala tri stanja, koja odgova-
raju ukupnom spinu S = 1, nazivaju se tripletna stanja i ona su simetri¢na u odnosu
pomenutu izmenu. O ovim simetrijama bice reci u narednoj glavi.
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

11.4.6 Sprezanje orbitnog i spinskog momenta elektrona

Ukupni ugaoni moment elektrona predstavlja zbir nJegovog orbltnog i spinskog
momenta j = 1 + s. Zajednicke SVOJstvene vektore operatora j> i J., koji su istovre-
meno i svojstveni vektori operatora 12 i §2, pisemo u obliku |1, s; , m;), gde su [ i
s orbitni, odnosno spinski kvantni broj, a j i m; kvantni brojevi kvadrata, odnosno
projekcije ukupnog momenta. Prema pravilu trougla, za fiksne vrednosti /i s = 1/2
kvantni broj j moZe imati samo dve vrednosti

J=1£1/2, (11.128)

a u s-stanju (! = 0) samo jednu: j = 1/2.

Saglasno opstoj teoriji, koriste¢i odgovarajuée Klebs-Gordanove koeficijente, vek-
tore |/, s; j, m;) moZemo razviti po vektorima |/, m;)|s, my) koji opisuju stanja sa odre-
denim vrednostima kvadrata i projekcija orbitnog i spinskog momenta. Vektor stanja
koji odgovara maksimalnim vrednostima jim; (j,m; =1+ 1/2) je

LAl ey = @ L L L e D i, . (11.129)
Klebs-Gordanov koeficijent koji se ovde pojavljuje, zbog realnosti i normiranja stanja
na jedinicu, takode je jednak jedinici. Prema tome, imamo

I 3+ 4 04y = 11015 . (11.130)

Ostali vektori multlpleta (m; = —j,..., j) dobijaju se viSestrukim delovanjem ope-
ratora Spustanja J- =1 + $_ na vektore sa obe strane jednakosti (sa j_ delujemo na
levi, a sa [_ + §_ na desni vektor). Nakon sredivanja dobija se

l+m+
|ls é,l+ ] ’ ] 2>|% %
(11.131)
\/ Lm+5)13,-5).
Na analogan nacin za vektore sa j = [ — 1/2 sledi
l mj+%
|l’ %7 —%,mj> == 20+ 1 |l9 9l %>|%a %>
(11.132)
l+mj 3
+ 2+ 1 IZ, mj+%>|%,—%>-
Ova dva izraza mogu se napisati u opStem obliku
I 51 m)y = aw |l m= D1, by + Bl m+ DL, -1, (11.133)

ode su a + [T £m;+1/2)/ 2+ 1).
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11.4 Slaganje ugaonih momenata

Reprezentujudi orbitna stanja |/, m;) sfernim harmonicima Y}, a spinska stanja
I%, _é) matricama kolonama, svojstvena stanja operatora ukupnog momenta za j =
l[+5 blce predstavljena spinorima

i
n-t (1 met 0\ [ ¥
|l,2? —2am1>—>(1+Yl 2(0)+ﬁtYl 2(1)_(B+anf+é]' (11.134)

Postavlja se pitanje zbog Cega se za opis stanja elektrona koriste kvantni brojevi
ukupnog ugaonog momenta j i m; (uz /i s = 1/2), a ne kvantni brojevi orbitnog i
spinskog momenta (I, my, s, my). Razlog za to je spin-orbitna interakcija, koja pred-
stavlja jedan od relativistickih efekata. Ako se elektron nalazi u centralnosimetri¢cnom
potencijalu V(r), ¢lan u hamiltonijanu koji opisuje spin-orbitnu interakciju ima oblik

N 1 . . 1dv
Hy=——1- . 11.135
I e §— P ( )
Ukupan hamiltonijan elektrona tada je
H=H,+ H,, (11.136)

gde je Hy = p*/2 + V(r). S obzirom na to da H, komutira sa operatorima 12, [,
§%, 5., ako zanemarimo spin-orbitnu interakciju, dobri kvantni brojevi za opis stanja
elektrona u potencualu V bice n, [, mp, s i m;. Pri tome, operator Hj, takode komutira
sa Hy, 1% 182, ali posto ne komutira sa [, i §., za sistem opisan ukupmm hamlltomj anom
mn 1 mg nisu dobri kvantni bI‘O_]eVl S druge strane operatorl HyiHj (~1-8), atimei
H, komutiraju sa operatorlma_] =12+21-8+8%i). =0 +5 takodasun, I, s,ji m;
generalno dobri kvantni brojevi, bez obzira na to da 1i je spin-orbitna interakcija uzeta
u obzir ili nije. Drugim recima, stanja u kojima elektron istovremeno ima odredene
vrednosti energije, kvadrata orbitnog momenta, spina i ukupnog ugaonog momenta,
kao i z-projekcije ukupnog momenta uvek su moguéa, dok o stanjima u kojima on
istovremeno ima odredene vrednosti energije, kvadrata orbitnog momenta i spina, te
njihovih z-projekcija mozemo govoriti samo ako se spin-orbitna interakcija zanemari.

Posto je spin-orbitna interakcija znatno slabija od Kulonove interakcije elektro-
na sa jezgrom atoma i sa ostalim elektronima, njen uticaj na energijske nivoe atoma
moZemo odrediti koristeci perturbacioni metod. Ako su npr. Eﬁ,o) energijski nivoi ato-
ma sa jednim elektronom bez spin-orbitne interakcije (dakle, svojstvene energije ha-
miltonijana Hy), onda odgovarajuéi nivoi sa ura¢unatom spin-orbitnom interakcijom
(svojstvene energije hamiltonijana H) glase

E=EY + AE, (11.137)

gde je AE popravka na energiju EY zbog prisustva spin-orbitne interakcije, koja se
u okviru teorije perturbacija prvog reda ra¢una kao srednja vrednost operatora Hj u
stanjima Y, dakle AE = (Hjs) = Wpgjn| His|Wnijmy) (v. odeljak 10.2.3 i formulu
(10.18)). Stanje ;,, moZe se reprezentovati proizvodom radijalne funkcije R,,(r)
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11 Opsta teorija ugaonog momenta

i gore navedenog spinora koji opisuje ugaoni i spinski deo tog stanja, a za atom sa
jednim elektronom je V = —Ze?/(4neyr), tako da imamo

1 Ze?
_e<l

Hy) = ——
{His) 2mic? 4w

T . * 1
L3 gyl 8L %;],m,->f rzdr[Rﬂ,(r)]Zr;. (11.138)
0
Radijalni integral iznosi (1/r°) = Z3/ [ag 3l + %)(l + 1)], gde je ap Borov radijus,
dok je

. . % R . P
<1-s>=<z,%;],m,'§(f—1”2—s2)|l,%;],mj>=3[1(1+1)—1(1+1)—§], (11.139)
odnosno za j =1+

1
2

1.3 i 1 1 3 1 1 h2 l
-8y = ?[(liz)(li§+l)—l(l+l)—z] = E(il—zi )= AL
(11.140)
pri emi je za [ = 0 iskljucivo (1-8) = 0. Kona¢no, popravka energije zbog prisustva
spin-orbitne interakcije za j = [ + % (slucaj [ # 0) iznosi

=

2 4
mec”(Za) { ! (11.141)

4l Harn | -1

odnosno AE = 0zal = 0. Ovde je a = &2 /(4neghc) tzv. konstanta fine strukture.
Vidimo da kao posledica spin-orbitne interakcije energijski nivoi zavise, osim od glav-
nog kvantnog broja n, i od orbitnog kvantnog broja /, i pri tome se svaki nivo (osim
ako je [ = 0) cepa na dva podnivoa za dve vrednosti kvantnog broja j (tzv. dublet).
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12 Sistemi identicnih cestica

12.1 Simetrija talasne funkcije sistema identi¢nih
cestica u odnosu na izmenu cestica

12.1.1 Princip nerazlikovanja identi¢nih ¢estica

Identi¢nim Cesticama nazivamo Cestice koje nemaju nijednu svojstvenu osobinu
po kojoj bi se medusobno razlikovale. Kada su u pitanju elementarne Cestice, tak-
vih osobina ima svega nekoliko: masa, naelektrisanje, spin, Ziromagnetni odnosi itd.
Naglasimo da se ovde ne ubrajaju dinamicke veli¢ine (poloZaj, impuls, projekcija spi-
nai veli¢ine izvedene iz njih), dakle promenljive koje odreduju stanje Cestice. Npr. svi
elektroni imaju jednake osobine i, prema tome, oni su identi¢ne Cestice. U klasi¢noj
mehanici proucavanje sistema identi¢nih Cestica ne predstavlja bitno drugaciji pro-
blem u odnosu na slucaj kada su Cestice razlicite. U tom opisu svaka Cestica se krece
duz dobro definisane trajektorije, Sto nam omoguéava da ih sve vreme moZemo raz-
likovati. U kvantnoj mehanici situacija je bitno drugac¢ija. Cestice nemaju odredene
trajektorije i, ako su identi¢ne, nema nacina da ih u toku evolucije razlikujemo.

Radi ilustracije razmotrimo sudar dve identi¢ne Cestice (slika 12.1). Stanja Cesti-
ca pre sudara opisana su sa dva odvojena talasna paketa koji se krecu jedan prema
drugom (slika 12.1(a)). Cestica na levoj strani oznacena je sa I, a ona na desnoj sa
2. Tokom sudara dva talasna paketa se preklapaju i u toj oblasti prostora verovatnoéa
nalaZenja obe Cestice je razlicita od nule. Nakon sudara ta oblast se $iri i ima oblik
sfernog omotaca, Ciji se poluprec¢nik vremenom poveéava. Pretpostavimo da detektor
D, koji lezi na osi koja pod uglom 6 sece osu sudara, detektuje rasejanu Cesticu. Tada,
zahvaljujuéi odrzanju ukupnog impulsa, znamo da se druga Cestica udaljava u suprot-
nom smeru. Medutim, ono $to nije moguce utvrditi je to da li je Cestica koju je detektor
D detektovao ona koja je prvobitno oznacena brojem 1 ili ona sa brojem 2. Ocigled-
no, postoje dva razlicita ,,puta” kojima bi sistem mogao da prede iz pocetnog stanja u
konacno, ali zbog preklapanja talasnih paketa u zoni sudara i nakon toga nije moguce
utvrditi kojim se putem taj prelaz vr$i. Dva moguca puta su Sematski prikazana na
slikama 12.1(b) i 12.1(c). Postavlja se pitanje kako u tom slucaju talasna funkcija ko-
nacnog stanja ovog dvocesticnog sistema (nakon detekcije Cestica) glasi. Stanja koja
bi odgovarala slucajevima sa slika 12.1(b) i 12.1(c) su razlicita, StaviSe medusobno
ortogonalna, ali je nemoguée zamisliti potpunije merenje kojim bi se utvrdilo da se
dvocesticni sistem nalazi u jednom od njih. Dakle, tim dvema moguénostima, u koji-
ma su Cesticama zamenjena mesta (i u konfiguracionom i u spinskom prostoru), treba
pripisati jedno kvantno stanje, a to moZe biti superpozicija pomenutih stanja.

151



12 Sistemi identi¢nih Cestica
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Slika 12.1. (a) Sudar dve identi¢ne Cestice Cija su stanja pre sudara opisana sa dva odvojena
talasna paketa i koje se stoga inicijalno mogu oznaciti sa 1 i 2. Tokom sudara dva talasna paketa
se preklapaju, a nakon sudara verovatnoca nalazenja Cestica je razli¢ita od nule u sfernoj oblasti
Ciji se radijus vremenom povecava. Posto su Cestice identi¢ne, kada se jedna od njih detektuje
na detektoru D, nemoguce je utvrditi da li se radi o Cestici koja je pre sudara oznacena sa 1 ili
sa 2. (b, ¢) Sematski prikaz dva puta kojima sistem moZe da prede iz po¢etnog stanja u krajnje
stanje odredeno merenjem.

U nastavku ¢emo izloZiti kvantnomehanicki formalizam koji je prilagoden opisu
sistema identi¢nih Cestica. On sledi iz principa nerazlikovanja identi¢nih Cestica koji
se moze formulisati na slede¢i naCin: Stanje sistema identicnih Cestica nakon izmene
bilo koje dve Cestice ostaje nepromenjeno. To znaci da se talasna funkcija sistema
nakon izmene Cestica moZe razlikovati od prvobitne talasne funkcije samo po faznom
faktoru. Razmotricemo prvo sistem koji se sastoji od dve identicne Cestice, a onda
analizu uops§titi na sistem sa proizvoljnim brojem Cestica.

12.1.2 Simetrija talasne funkcije sistema od dve identiche
Cestice

Ako je y(&1, &) talasna funkcija sistema koji se sastoji od dve identi¢ne Cestice, gde
&) 1 &, oznacavaju skupove od po tri prostorne koordinate i jedne spinske promenljive
(projekcija spina) za svaku Cesticu, onda na osnovu principa nerazlikovanja identi¢nih
Cestica mora biti

Y(&£2,61) = AP (61, 62), (12.1)

gde je A = €™ fazni faktor (a je realan broj). Ako uvedemo operator izmene prve i
druge Cestice P, koji deluje na dvolestiénu talasnu funkciju (&, &) kao

Py, &) = w6, &), (12.2)

uslov (12.1) moZe se napisati u obliku

Py, &) = W(é1, &) (12.3)
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12.1 Simetrija talasne funkcije sistema identi¢nih estica u odnosu na izmenu Cestica

Uc¢imo prvo da, posto funkcije ¥ (£, &) 1 (&2, £1) imaju istu normu, transformacija
(12.2) je unitarna. Drugo, jednakost (12.3) ima oblik svojstvenog problema operatora
P15, odakle zaklju¢ujemo da talasne funkcije (&1, &), koje opisuju stanja sistema od
dve identi¢ne Cestice, moraju biti svojstvene funkcije operatora izmene.

Da bismo odredili svojstvene vrednosti i svojstvene funkcije operatora izmene P,
ispitaemo kako kvadrat tog operatora deluje na funkcije (¢, &;). Delujuéi dva puta
uzastopno operatorom P, na dvo&esti¢nu funkciju po pravilu (12.2), dobijamo

PLu(é1,&) = PuPuy(é, &) = Puy(é, &) = YL &). (12.4)

Odavde, zbog proizvoljnosti funkcije (&1, &>), sledi da je 13122 = I, tj. operator P,
sam je sebi inverzan, a posto je unitaran, onda je i ermitski. S druge strane, ako je
(&1, &) svojstvena funkcija operatora izmene, bice

PRy, 6) = PuPuy(é,6) = Py, &) = Py(é, &) (12.5)

Poredeli ovaj rezultat sa rezultatom (12.4) za proizvoljnu funkciju ¥(¢, &), sledi
A% = 1. Prema tome, svojstvene vrednosti operatora Py, su

A=+l (12.6)

a iz uslova (12.1) dalje sledi da su odgovarajuce svojstvene funkcije simetricne funk-
cije Y, za koje vazi Y(&2,&1) = Ys(€1, &), odnosno antisimetricne funkcije ,, za
koje vazi yra(£2, 1) = (&1, £2). Dakle,

Proyy(é1,6) = (&1, &), (12.7)
Proyu(é1,6) = —Ya(&1,6). (12.8)

Na osnovu gornje analize zakljuCujemo da skup uslova koje talasna funkcija treba
da zadovoljava da bi opisivala stanje kvantnog sistema (jednoznacnost, kvadratna in-
tegrabilnost i neprekidnost, v. odeljak 2.1.5) u slucaju sistema koji se sastoji od dve
ili viSe identi¢nih Cestica nije dovoljan. Dodatni uslov je simetrija talasne funkcije u
odnosu na izmenu Cestica.

Osim simetrije talasne funkcije, posledica principa nerazlikovanja identi¢nih Cesti-
ca takode je invarijantnost hamiltonijana u odnosu na izmenu Cestica. Naime, relacije
(12.7) 1 (12.8) mogu se tumaciti kao invarijantnost (do na znak) talasne funkcije sa
odredenom simetrijom pod unitarnom transformacijom reprezentovanom operatorom
izmene P,. Ako ovim operatorom delujemo na obe strane Sredingerove jednacine
koja opisuje evoluciju sistema od dve identi¢ne Cestice

0 .
ihe W(&1,62,1) = HY(€1, 62, ), (12.9)

u jednacini ée nakon transformacije figurisati ista talasna funkcija, a hamiltonijan A
bice zamenjen hamiltonijanom H’ = P12HP1’21. Posto su fizicki zakoni invarijantni
pod unitarnim transformacijama, odavde sledi da mora biti A’ = H.
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12 Sistemi identi¢nih Cestica

Napomenimo da talasna funkcija (¢, &), koja je reSenje Sredingerove jednaine
za sistem od dve identi¢ne Cestice, ne mora automatski imati odredenu simetriju u
odnosu na izmenu Cestica. Medutim, zbog invarijantnosti hamiltonijana u odnosu na
tu izmenu reSenje jednacine je i funkcija ¥/(&,, &), a reSenja su i sve linearne kombi-
nacije ove dve funkcije, u koje spadaju i simetri¢na i antisimetri¢na kombinacija

Ys = Cs[Y(&1,62) + (62, 1)), (12.10)
Ya = Cal¥(&1,62) = Y(62,60)], (12.11)

gde su Cs i C, konstante normiranja. Na ovaj nacin se, polazeci od reSenja Sredinge-
rove jednacine koja nemaju odredenu simetriju, konstruisu reSenja koja su simetricna,
odnosno antisimetri¢na.

12.1.3 Simetrija talasne funkcije sistema sa proizvoljnim
brojem identi¢nih Cestica

Neka je y(&1, &2, ..., &) talasna funkcija sistema koji se sastoji od N identi¢nih
Cestica, pri cemu &; oznacava skup od tri prostorne koordinate i jedne spinske pro-
menljive (projekcija spina) za i-tu Cesticu. Zbog principa nerazlikovanja identi¢nih
Cestica ova funkcija pri izmeni bilo koje dve Cestice moZe da promeni samo fazni
faktor, tj. mora da vazi

YL - & L& L EN) = (.G E 6N, (12.12)

zasvei,j=1,...,Nii#j,gdesud; = €% fazni faktori (@;j su realni brojevi).
Ako uvedemo operator izmene (transpozicije) i-te i j-te Cestice P;;, koji na sledeci
nacin deluje na proizvoljno N-Cesti¢no stanje ¥(&1, &2, ..., En)

ﬁ’,-j;lr(fl,...,fi,...,gfj,...,fN) =Y., &, &L EN), (12.13)

uslov (12.12) se moZe napisati u obliku

Pi/'w(é:l’-~"§i""’§f""’§N) = /ll/w(“;:l’»‘fl”é‘/’ﬂf}v) (1214)

Prema tome, talasna funkcija koja opisuje stan_]e sistema od N identi¢nih Cestica mora
biti svojstvena funkcija operatora izmene P;; ij 22 svaki par Cestica. Kao i P, operatori
P ;j Su unitarni, sami sebi inverzni (tj. P2 = I), ermitski i imaju dve svojstvene vredno-
sti 4;; = =1, a odgovarajuce svojstvene funkcue su simetricne, odnosno antisimetricne
u odnosu na izmenu i-te i j-te (i bilo koje druge dve) Cestice.

Hamiltonijan sistema sa proizvoljnim brojem identi¢nih &estica H takode mora biti
invarijantan na izmenu bilo kog para estica, tj. H = A, gde je A’ = ISUI:IPU‘.I, $to se
moZe napisati u obliku HP;; = P;;H, odnosno

[A, Pl =0. (12.15)
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Kao §to je poznato, posledica komutiranja dva operatora jeste da oni imaju zajedni-
¢ki potpun skup svojstvenih funkcija. Prema tome, svojstvene funkcije hamiltonijana
H koji komutira sa operatorima f’,j bice istovremeno i svojstvene funkcije tih ope-
ratora. Operator koji komutira sa operatorima izmene svakog para Cestica naziva se
simetricni operator. Pokazuje se da je hamiltonijan oblika H = Zfil T:+V, gde su T;
operatori kineticke energije pojedina¢nih identi¢nih Eestica, a V operator potencijalne
energije sistema, simetri¢an operator ukoliko je operator V simetri¢an. Ako se inter-
akcija u sistemu svodi na interakcije svih Cestica tog sistema sa spoljaSnjom silom i
na medusobne dvodesti¢ne interakcije, onda je operator V simetri¢an.

Pokazac¢emo na kraju kako se konstruisu talasne funkcije koje su simetri¢ne ili anti-
simetri¢ne u odnosu na izmenu svakog para identi¢nih Cestica sistema. Pretpostavimo
da je funkcija ¢(&1, &, . . ., €n) reSenje svojstvenog problema odgovarajuéeg hamilto-
nijana (tj. re§enje vremenski nezavisne Sredingerove jednacine) koje nema odredenu
simetriju u odnosu na izmenu &estica i neka je P operator proizvoljne permutacije &e-
stica. U sistemu od N identi¢nih Cestica moguce je izvrsiti N! razli¢itih permutacija.
Proizvoljna permutacija uvek se moze dobiti pomocu uzastopnih permutacija parova
(transpozicija) elemenata datog skupa, u ovom slucaju Cestica. Ova dekompozicija
nije jedinstvena, ali je parnost broja transpozicija za razliite dekompozicije iste per-
mutacije uvek ista i naziva se parnost permutacije. Tada se odgovarajuca simetricna,
odnosno antisimetricna funkcija konstruiSu kao sume

o= C ) Py &, 60, (12.16)
va=Co ) (1Y PPy 6. ), (12.17)

u kojima se sumira po svih N! funkcija koje odgovaraju razlicitim moguéim permu-
tacijama N Cestica sistema. Ovde v(P) predstavlja broj transpozicija neke dekompo-
zicije permutacije P, tj. koeficijent (—1)"" ima vrednost +1 za parne i —1 za neparne
permutacije, a Cs i C, su konstante normiranja.

12.1.4 Postulat o stanjima sistema identi¢nih ¢estica

Eksperimenti su pokazali da su stanja sistema od dva ili viSe elektrona, protona ili

neutrona uvek opisana antisimetri¢nim talasnim funkcijama. S druge strane, sistem
koji se sastoji od alfa Cestica opisan je simetricnim talasnim funkcijama. Prema tome,
talasne funkcije sistema odredene vrste Cestica su ili iskljucivo simetri¢ne ili isklju-
¢ivo antisimetricne. Kao §to je poznato, elektroni, protoni i neutroni su fermioni, tj.
imaju polucelobrojan spin (v. poglavlje 11.3). S druge strane, alfa Cestice su bozoni,
tj. Cestice sa celobrojnim spinom. Pokazalo se da simetrija ukupne talasne funkcije
koja opisuje i orbitni i spinski deo stanja sistema identi¢nih Cestica zavisi upravo od
celobrojnosti spina date vrste Cestica i ta veza je data slede¢im postulatom.
VIII postulat: Stanja sistema identicnih Cestica sa polucelobrojnim spinom (fermio-
ni) opisana su antisimetri¢nim talasnim funkcijama ili antisimetri¢nim vektorima sta-
nja, dok su stanja onih sa celobrojnim spinom (bozoni) opisana simetri¢nim talasnim
funkcijama ili simetriénim vektorima stanja.

155



12 Sistemi identi¢nih Cestica

12.2 Konstrukcija talasnih funkcija stacionarnih
stanja sistema identicnih cestica

U ovom poglavlju ¢emo pokazati kako se od funkcija jednocesti¢nih stanja konstru-
iSu prvo nesimetrizovane talasne funkcije stacionarnih stanja sistema identi¢nih Cesti-
ca bez medusobne interakcije, zatim odgovarajuée simetrizovane funkcije i, konacno,
talasne funkcije realisticnog sistema identi¢nih Cestica sa medusobnom interakcijom.

12.2.1 Nesimetrizovane funkcije stacionarnih stanja sistema
neinteragujucih identi¢nih cestica

Hamiltonijan H, sistema koji se sastoji od N neinteragujuéih identi¢nih estica mo-
7e se predstaviti u obliku sume jedno&esti¢nih hamiltonijana A;, i = 1,..., N, koji su
medusobno ekvivalentni, tj. predstavljaju iste funkcije # osnovnog skupa opservabli
Cestica £, p;, §.;. Dakle,

H,= ) H, (12.18)

-

]
—_

14
gde su H; = h(#;, p;, §.;). Posto hamiltonijan H; deluje u prostoru stanja i-te Gestice
H; = V{i(o)@) (Hi(s), a hamiltonijan Hy u prostoru H,_y = H; ®- - -® Hy, jednolesti¢ne
hamiltonijane pre sumiranja moramo modifikovani tako da takode deluju u prostoru
H;..n. Ovo se postize mnoZenjem svakog od Il]lh Jedlnlcmm operatorlma iz prostora
stanja preostalih N — 1 Cestica, tj. zamenom H; —» [, ® --- ® H; ® --- ® Iy. Medu-
tim, radi jednostavnosti hamiltonijan A, pisaéemo i dalje u gore navedenom obliku,
podrazumevajuéi da su H; ovako modifikovani operatori.

Svojstveni problem hamiltonijana (12.18)

Hoy(é1. 6. 60) = VY1, 60, E0) (12.19)
moZe se resiti polazedi od reSenja svojstvenih problema jednocesti¢nih hamiltonijana
Hi (&) = &npn (&), i=1,...,N, (12.20)

koja su ekvivalentna za svih N Cestica. Indeksi n; oznaCavaju skupove kvantnih bro-
jeva koji karakteriSu jednocesti¢ne svojstvene funkcije ¢,,(&;) 1 energije &,,. Ako pret-
postavimo da svojstvene funkcije hamiltonijana Hy, koje opisuju stacionarna stanja
odgovarajuéeg sistema, imaju oblik proizvoda jednocCesti¢nih funkcija, tj.

Y162, EN) = O (D) @n(€2) -~ - ny(éN), (12.21)

dejstvo hamiltonijana na te funkcije je

ﬁow@l,fz,.. «fN)—ZH,son.(fl) ) o)
(12.22)

—Zs,¢n,(§1> ) ¢nN<§N>—Zsiw@,&,...,fm.

i=1 i=1
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Vracajuéi poslednji izraz na levu stranu jednacine (12.19), sledi da ukupna energija

sistema u stanju (12.21) iznosi
N

EO =3¢, (12.23)

i=1

Prema tome, funkcija (12.21) jeste svojstvena funkcija hamiltonijana Hy, a energija
(12.23) je odgovarajuca svojstvena energija.

Funkcije (12.21) nemaju odredenu simetriju u odnosu na izmenu Cestica, sem ako
su skupovi kvantnih brojeva n; za sve Cestice isti. Medutim, svakoj od njih, koristeci
formule (12.16) i (12.17), moZe se pridruZiti po jedna simetri¢na i jedna antisimetric-
na funkcija koje su svojstvene funkcije hamiltonijana H za istu svojstvenu energiju
E©, kao i nesimetrizovana funkcija. Razmotriéemo opet prvo dvodesti¢ni sistem, a
zatim sistem sa proizvoljnim brojem identi¢nih Cestica.

12.2.2 Simetrizacija funkcija stacionarnih stanja sistema od
dve neinteragujuce identicne Cestice

Svojstvene funkcije hamiltonijana Hy dvocesti¢nog sistema dobijamo simetrizaci-
jom funkcija Y(&1, &2) = @ (€1)@n, (€2), koje nemaju odredenu simetriju (sem kada je
n; = ny), pomocu formula (12.10) i (12.11). Dakle,

Ysa = Coalen(E1)@n(82) £ @n(E2)@n(E1)]- (12.24)

Kvadrati norme ovih funkcija su

Wsall® = 1Csal? f f dé1dé, @), (ED¢ (&) + ¢ (£ (E1)]
X [¢111(§l)90n2(§2) + ‘pnl(é:Z)‘png(gl)];
Dsa f f f d*7. Ako su funkcije ¢, (&) normirane na jedinicu, sledi

pri éemu je [ d&;
WaalP = ICouP? [ [ [ sza @ @a@ene

s [ [ s @ @@

s [ [aadee @@

+ ffd§1d§2<ﬁ:1(§2)¢zz(§l)¢n,(fz)%z(fl)

= |Csal® [1 £ 8nypy % Sy + 11=2(1 £ 6y.0,) |Csal

Uslov normiranja na jedinicu ||y, > = 1 za simetri¢ne funkcije daje Cs = 1/ V2
zan, #nmiCs = 1/2zan, = ny, dok za antisimetri¢ne funkcije sledi C, = 1/V2
za n; # np, a za n; = ny funkcija se ne moZe normirati jer je tada ||¢a||2 = 0.
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12 Sistemi identi¢nih Cestica

Prema tome, simetricne i antisimetricne talasne funkcije stacionarnih stanja sistema
od dve neinteragujude identicne Cestice, izraZene preko jednoCesti¢nih funkcija, glase

{ 7 [0nED () + en(EDen(éD] zans # na,
s = (12.25)
¢n(§l)‘pn(§2) Zzany =ny=n
i
{ % [90;11(61)90}12(52) - §0n1(§2)90n2(§1)] zany # np,
Yo = (12.26)
0 zan, = ns.
Uodimo da se antisimetricna talasna funkcija moZe napisati u obliku
1 ‘pnl(é:l) ¢111(§2)
a= —= , 12.27
Y= e ene (1227

koji ukljucuje i slucaj n; = n, kada je vrednost determinante jednaka nuli. Rezultat
V¥, = 0 za n; = n, ukazuje da se u sistemu koji se sastoji od dva fermiona istog tipa
(npr. dva elektrona) ne mogu obe Cestice na¢i u istom jednoCesticnom stanju jer je u
tom slucaju gustina verovatnoée p(€1, &) = [Wa(é1, &)|? svuda jednaka nuli.

12.2.3 Simetrizacija funkcija stacionarnih stanja sistema sa
proizvoljnim brojem neinteragujucih identi¢nih cestica.
Paulijev princip

(i) Bozoni. Polazedi od nesimetrizovane funkcije (12.21) i koriste¢i formulu (12.16),

sledi da su svojstvene funkcije hamiltonijana sistema od N neinteragujuéih identi¢nih
bozona predstavljene simetri¢nim funkcijama oblika

U = Cs D PonEgn&) - enén), (12.28)

Suma ide po svim permutacijama od N elemenata. Ako se u istom jednocesticnom
stanju ¢,,(&;) nalazi N; Cestica, onda je

N!
NiINy!- - Ny!’

Ako je talasna funkcija ¢, normirana na jednicu, sledi da je |Cs| = ,/ (]_[?i  NiDY/N!,

odnosno
/ NN« s
';05 = Hl;\}' Z P‘pm(fl)‘pnz(é:Z) e (pﬂN(é:N)' (1230)

Pokazuje se da skup funkcija (12.30) sa svim kombinacijama jednocesti¢nih funkcija
n, ¢ini ortonormirani bazis u prostoru stanja sistema od N identi¢nih bozona H 1(,5..)N7
koji je potprostor simetri¢nih funkcija prostora Hj._y.

gl = |Cs (12.29)

158



12.2 Konstrukcija talasnih funkcija stacionarnih stanja sistema identi¢nih Cestica

(ii) Fermioni. Polazeci opet od nesimetrizovane funkcije (12.21) i koristeéi sada for-
mulu (12.17), sledi da su svojstvene funkcije hamiltonijana sistema od N neinteragu-
jucih identi¢nih fermiona predstavljene antisimetricnim funkcijama oblika

Ya = Ca ) (1P P (ED@n) -+ Puy(En). (12.31)

U nastavku ¢emo videti da se u slucaju fermiona u bilo kom jednocCesticnom stanju
¢, (&) moZe naci samo jedna Cestica. Tada je

Wl = |C. PN, (12.32)

pa, ako je talasna funkcija ¢, normirana na jedinicu, sledi da je |C,| = 1/VN, tj.
1 WP
Vo= DU PP, ED@uEn) - PuylEn)- (12.33)

Ovaj izraz se moZe napisati u obliku Slejterove determinante (John Clarke Slater)

‘pm(fl) 90n|(§:2) §0n|(§N)

1 ‘pnz(é:l) ()Dnz(é‘:Z) e Qonz(fN)
Ya = W ) ' . . (12.34)

Ony (1) @ny(&2) - @ny(En)

Skup Slejterovih determinanti (12.34) sa svim kombinacijama jednocesti¢nih funkcija
n, ¢ini ortonormirani bazis u prostoru stanja sistema od N identi¢nih fermiona H 1(.""'),\,,
koji je potprostor antisimetri¢nih funkcija prostora H;_y.

Podsetimo se da je determinanta uvek jednaka nuli ukoliko su joj bilo koje dve vrste
ili kolone medusobno jednake. Primenjujuéi ovu osobinu, dolazimo do zakljucka da,
ukoliko je n; = n; za bilo koje i # j, ima¢emo da su i-ta i j-ta kolona Slejterove
determinate iste i determinanta e biti jednaka nuli, tj. bice ¢, = 0. Prema tome, u
sistemu koji se sastoji od identi¢nih fermiona dve ili viSe Cestica ne mogu se nalaziti
u istom jednocesticnom kvantnom stanju. Ova osobina sistema identi¢nih fermiona
poznata je kao Paulijev princip.

12.2.4 Konstrukcija funkcija stacionarnih stanja sistema
interagujucih identi¢nih cestica
Uzimajuéi u obzir interakciju medu Cesticama, hamiltonijan sistema od N identic-
nih Cestica moZe se napisati u obliku

H=Hy+V, (12.35)

gde operator V predstavlja sumu &lanova koji opisuju interakciju svakog para estica.
U odeljku 12.1.3 naveli smo da je operator ukupne potencijalne energije koja uklju-
Cuje interakciju svih Cestica sistema sa spoljasnjom silom i medusobnu interakciju
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12 Sistemi identi¢nih Cestica

svakog para Cestica simetri€an operator i da isto vaZi za hamiltonijan sistema. Pre-
ma tome, hamiltonijan (12.35) komutira sa svim operatorima izmene Cestica (izraz
(12.15)), pa njegove svojstvene funkcije, kao i svojstvene funkcije hamiltonijana Hy,
moraju imati odredenu simetriju u odnosu na izmenu bilo koje dve Cestice. Dakle,
moraju biti ili simetri¢ne ili antisimetri¢ne.

Postavlja se pitanje kako se konstruiSu simetri¢ne i antisimetri¢ne svojstvene funk-
cije hamiltonijana A koji ukljuéuje interakciju medu Gesticama. Ako prvo odredimo
svojstvene funkcije ovog hamiltonijana koje nemaju odredenu simetriju, moZemo ih
naknadno simetrizovati koriste¢i formulu (12.16), odnosno (12.17). Nesimetrizovane
funkcije se, na primer, mogu odrediti pomocu razvoja u red po funkcijama (12.21),
koje &ine svojstveni bazis hamiltonijana Hy u prostoru ; _y, pri emi se koeficijenti
razvoja dobijaju dijagonalizacijom matrice koja reprezentuje hamiltonijan A u tom
bazisu. Alternativno, simetri¢ne i antisimetriéne svojstvene funkcije hamiltonijana A
mogu se direktno racunati koristeéi razvoj po funkcijama (12.30), odnosno funkcija-

ma (12.33), koje ¢ine odgovarajuci bazis u prostoru simetri¢nih funkcija 7—(}‘) N> 0d-

nosno prostoru antisimetri¢nih funkcija H fa) N

U nerelativistickoj kvantnoj mehanici i u odsustvu magnetnog polja hamiltonijan
sistema identi¢nih Cestica ne zavisi od spina. Tada se talasne funkcije koje opisuju
svojstvena stanja tog hamiltonijana mogu napisati u obliku proizvoda orbitne funkcije
@, koja zavisi samo od koordinata Cestica, i spinske funkcije y, koja zavisi samo od
spinskih promenljivih, dakle

l/’(fl’fz’ see ’gN) = (D(rl’r27 ce ’rN)X(SZIv S725 00 SZ,N)' (1236)

U tom slucaju orbitne i spinske funkcije moraju pojedinacno imati odredeni tip sime-
trije u odnosu na izmenu Cestica. Za sistem identi¢nih fermiona, s obzirom na to da
im je ukupna talasna funkcija uvek antisimetri¢na, funkcije ® i y moraju biti suprotne
simetrije, tj. ¥, = D, x5 ili Dg y,. Suprotno tome, za sistem identi¢nih bozona, posto
je ukupna talasna funkcija uvek simetri¢na, funkcije @ i y moraju biti iste simetrije,
tj' Us = (DsXs ili q)a/\/a-

12.3 Viseelektronski sistemi

Ispitivanje osobina viseelektronskih sistema od sustinskog je znacaja za oblasti fi-
zike koje se bave proucavanjem strukture materije kao §to su fizika atoma i molekula,
hemijska fizika, fizika cvrstog stanja, fizika nanostruktura itd. Posto su elektroni fer-
mioni, stanja ovih sistema opisuju se antisimetri¢nim ukupnim talasnim funkcijama,
kako u modelu neinteragujucih Cestica, tako i u modelima koji uklju¢uju meduelek-
tronsku interakciju. U poslednjem slucaju stanja i energije mogu se racunati direktno
dijagonalizacijom matrice koja reprezentuje hamiltonijan sistema u bazisu Slejterovih
determinanti ili koriste¢i neki od pribliznih metoda. U nastavku ¢emo pokazati kako
se koristeci perturbacioni metod odreduju energije stacionarnih stanja dvoelektron-
skog sistema, a zatim ¢emo opisati metod samousaglasenog polja, koji spada u vari-
jacione metode i omoguéava odredivanje stanja i energija viSeelektronskih sistema.
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12.3.1 Sistem od dva elektrona. Interakcija izmene

Zanemarujuci spin-orbitnu interakciju i druge interakcije koje nisu elektrostatickog
tipa, hamiltonijan dvoelektronskog sistema moZe se predstaviti u obliku

H=H +H + W, (12.37)

gde su H; jednoelektronski hamiltonijani (i = 1,2), a operator V opisuje Kulonovu
interakciju medu elektronima. Tipi¢an primer dvoelektronskog sistema jeste atom he-
lijuma. U tom sluéaju jednoelektronski hamiltonijani imaju oblik H; = f)iz/ (2me) —
2¢%/(4ngyr;), a operator potencijalne energije koja se odnosi na meduelektronsku in-
terakciju glasi Via = €¥/(4nsg|r; — ra)).

Posto hamiltonijan (12.37) ne zavisi od spina, ukupne talasne funkcije koje opisuju
svojstvena stanja tog hamiltonijana mogu se napisati u obliku proizvoda orbitne i
spinske funkcije

(1, &) = D1, 1) X (521, 522), (12.38)

pri ¢emu, posto se radi o fermionima, te funkcije moraju biti suprotne simetrije.
Kao $to smo videli u odeljku 11.4.5, spinsko stanje dvoelektronskog sistema sa od-
redenim vrednostima kvadrata i projekcije ukupnog spina moZe biti singletno (S = 0)
i tripletno (S = 1). Ako je spinsko stanje singletno, spinska funkcija y je antisime-
tricna, pa orbitna funkcija ® mora biti simetricna. Ako je, medutim, spinsko stanje
neko od tripletnih stanja, spinska funkcija y je simetri¢na, a orbitna funkcija ® mora
biti antisimetri¢na.

Za racunanje svojstvenih energija hamiltonijana (12.37), koriste¢i perturbacioni
metod prvog reda, potrebno je odrediti simetri¢ne i antisimetri¢ne orbitne funkcije
koje opisuju svojstvena stanja dvoelektronskog hamiltonijana u modelu neinteragu-
juéih elektrona (Vi = 0). Ove funkcije se dobijaju simetrizacijom proizvoda jedno-
elektronskih orbitnih funkcija ¢, (r1) 1 ¢4,(12), koje su svojstvene funkcije odgovara-
jucih jednoelektronskih hamiltonijana. U slucaju dvoelektronskog atoma kao Sto je
atom helijuma jednoelektronske funkcije su funkcije vodonikovog tipa (5.121), gde
indeksi k; i k, predstavljaju skupove kvantnih brojeva {ni, /1, m;} i {na, L, m;»}. Ako
je ki # ky, trazene dvoelektronske orbitne funkcije imaju oblik

1
o) (r), 1)) = N [01,(11) P1(12) £ 0, (12) @ (11)] = D (11, 12). (12.39)

U sluéaju k; = k; = k, medutim, imamo da je <1>;°’ = 0, pa je tada moguca samo
simetri¢na orbitna funkcija <D§°> = (1) i (r2), koja stoji uz singletno spinsko stanje.

U aproksimaciji neinteragujucih elektrona energija dvoelektronskog sistema koja
odgovara stanjima opisanim funkcijama @, iznosi E© = &, + &,. (Za dvoelek-
tronski atom je E® = E,, + E,,, gde su jednoelektronske energije E,, date izrazom
(5.101).) Popravka na ovu energiju u okviru teorije perturbacija prvog reda racuna se
kao srednja vrednost perturbacije Vi, u neperturbovanom stanju /@ = @y, ;.

AE = OVl @)y = (@10 (x| x) = (@11, 0©). (12.40)
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Ako poslednji izraz napiSemo u obliku
28 = [ [ e o mvar.meVe e a2

i u njega zamenimo funkcije ®, date izrazom (12.39), popravka na energiju E© u
slucaju k; # k, moZe se predstaviti u obliku

o AE, =C =, (12.42)
gde je

C= f f ey e ] (1)) 6], (1) Vaa (1. 12) (1)) 1 (T2) (12.43)

kulonski integral (srednja vrednost Kulonove energije Vj»(ry, 12)), a

J= f f Pridr2 ¢, (0) g () Via(r1 12) (1) o) (12.44)

integral izmene (koji, u poredenju sa kulonskim integralom, izgleda kao da su elektro-
ni u njemu nakon interakcije zamenili mesta). Prisustvo ovog ¢lana u izrazu (12.42)
cisto je kvantnomehanicki efekat, koji je posledica simetrizacije talasne funkcije. Uo-
¢imo da se popravka AE, dobija u slucaju orbitnog stanja @, koje ide uz singletno
spinsko stanje, a popravka AE_ u slucaju orbitnog stanja ®_, koje ide uz tripletno
spinsko stanje. Dakle, iako hamiltonijan (12.37) ne zavisi od spina, energija sistema
za date vrednosti kvantnih brojeva k&, k, razlicita je za singletno i tripletno stanje

E® =E9 L AE, =EQ 4+ C+1, (12.45)
ED=E9+AE_=EQ +C-. (12.46)

Razlog je razlicita simetrija orbitne funkcije, koja je uslovljena simetrijom spinske
funkcije. U slucaju dvoelektronskih atoma je J > 0, pa je za date vrednosti kvantnih
brojeva {ny,l;,my} i {ny, [, m;,} energija tripletnog stanja manja od energije singlet-
nog stanja. Ovo je specijalni slu¢aj Hundovog pravila (Friedrich Hund), prema kome
je energija elektronske konfiguracije atoma sa ve¢im spinom niza.

Energije izmene +J mogu se formalno posmatrati kao svojstvene vrednosti Haj-
zenbergovog operatora interakcije izmene'

A 1 4
Vex = _EJ(I + ﬁzs' . 52). (12.47)

Naime, proizvod spinova §; i §, moZe se napisati u obliku §;- §, = (S* — 87 — §7)/2,
a svojstvene vrednosti ovog operatora su

2 2 372 {—%hz za S =0,

FISE+D=s1(s1+ D)= s2(s2+ D] = 5 SE+1) =~ = s (12.48)

Prema tome, svojstvene vrednosti operatora Ve za S = 0, 1 su J, odnosno —J.

'Na primeni ovog izraza zasniva se npr. Hajzenbergov model za feromagnete sa lokalizovanim magnetnim

momentima. Videti,,Uvod u fiziku ¢vrstog stanja” C. Kitela (C. Kittel, Savremena administracija, 1970)
ili ,, Teoriju magnetizma” D. Matisa (D. Mattis, Theory of Magnetism I (1I), Springer, 1981 (1985)).
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12.3 ViSeelektronski sistemi

12.3.2 Hartri-Fokov metod samousaglasenog polja

Za izraCunavanje stanja i energija sistema sa veéim brojem elektrona varijacioni
prilaz se pokazao pogodnijim od perturbacionog, posebno za raCunanje osnovnog sta-
nja atoma. Ovde ¢emo opisati metod tzv. samousaglasenog polja, gde se do reSenja
vremenski nezavisne Sredingerove jednacine dolazi iterativnim putem.

Zanemarujuéi spin-orbitnu interakciju, hamiltonijan sistema od N elektrona moze
se predstaviti u obliku

N 1N
A N 1 >4
H:ZH,-+§Z Vi, (12.49)
i=1 ij
gde su A;, i = 1,...,N hamiltonijani pojedinacnih elektrona u polju jezgra, a \7,-j

operatori potencijalne energije koja se odnosi na interakciju i-tog i j-tog elektrona
(i # j). Simbol ,,”” znaci da se u sumiranju po indeksima i i j ne uzimaju ¢lanovi V;;
sa i = j, a suma se deli sa dva poSto ¢lanovi Vj; i Vj; opisuju interakciju istog para
elektrona.

Talasna funkcija osnovnog stanja ¢ ovog sistema odreduje se iz uslova da varijacija
funkcionala E[y] = (¢|H|¢) u odnosu na sve varijacije funkcije i bude jednaka nuli
uz uslov (Y |¢) =1 (v. odeljak 10.4.1). Tacnost varijacionog metoda zavisi od izbora
probne funkcije. Najjednostavniji izbor je funkcija u obliku proizvoda jednoelektron-
skih funkcija

Y(ry, ez, ..., ry) = 01(r) ea(r2) - - - on(ry). (12.50)
Napomenimo da ova funkcija ne zadovoljava uslove simetrije sistema od N identi¢nih

Zestica, o emu éemo diskutovati kasnije. Posto H; deluje samo na koordinate i-tog
elektrona, a V;; na koordinate i-tog i j-tog elektrona, imamo

N N 1 ’ ~
Ely] = (WAl = Z<w|H,-|w> +s ZJ] WIVil), (12.51)
gde su
WA = f f &ry - Praler )P - lon(n)P f r (r) Bigi(ry)
(12.52)
= fd3l‘i¢f(l‘i)ﬁi¢i(l'i)
i sli¢no
WVl = f f &y dr; ] (0) 9 (1) Vi i) 9y (x;). (12.53)
Prema tome

* 7Y 1 4 *  # Y
Elyl = f ErigiHigi+ 5 f f &I d’r 0103V @iy (12.54)
i ij
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12 Sistemi identi¢nih Cestica
Uslovi 6E[y] = 0 i [ ¢}¢;d*r; = 1 daju

f S@ipid’r; = 0. (12.56)

MnozZenjem poslednje jednacine Lagranzevim mnoZiteljem &;, a zatim oduzimanjem

tog izraza od prethodne jednacine, dobijamo
Z f ¢ Vi d'r; — gi]SoidSri =0. (12.57)

i J(#D)

Ova suma jednaka je nuli samo ako su svi koeficijenti uz 6¢; jednaki nuli, dakle

Z f Sf’f‘A’tJ‘:ﬂjd%j]soid%i:O, (12.55)

JED

[PI,- + > fgojv,-jgo,- &rj - e,-]t,oi =0, i=1,...,N. (12.58)
J(&#D)
Sistem od N integro-diferencijalnih jednacina (12.58) sa funkcijama ¢; kao nepozna-
tim prvi je dobio Hartri (Douglas Hartree), a nezavisno od njega i Fok.
Hartri je predloZio iterativni nacin reSavanja sistema jednacina (12.58). Srednja
vrednost energije interakcije i-tog elektrona sa ostalih N — 1 elektrona u nultoj aprok-
simaciji (tj. sa tim elektronima u vodoni¢nim stanjima (pgo)(r,-)) je

vO(r) = Z f ¢ Vg &r;. (12.59)
J(#0)
Ako sada izraz } f go;Vij @ d3rj u jednacinama (12.58) zamenimo izrazom U;O),

dobijamo sistem jednacina za ¢; u prvoj aproksimaciji
A+ 0" - eleV =0, i=1,...,N. (12.60)

Resavanjem ovog sistema dobijaju se funkcije 1,051)(1‘,'), pomocu kojih se zatim racuna
srednja vrednost energije interakcije u prvoj aproksimaciji

vP(r) = Z f 90;1)*‘7ij ¢;‘> d’r; (12.61)
J(#)
i jednacina za funkcije ¢; u drugoj aproksimaciji
(A +v" - &]¢® =0, i=1,...,N. (12.62)
Iteracioni proces se ponavlja dok se ne dobije usrednjeni potencijal
U,’(r,‘) = Z ft,D;VU @; d3rj, (1263)
JGD

za koji reSenja ¢; sistema jednadina [H; + v; — &;]¢; = 0 daju isti taj usrednjeni poten-
cijal v; do na zadatu greSku, tzv. Hartrijevo samousaglaseno polje.
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12.3 ViSeelektronski sistemi

Kao §to vidimo, osnovna ideja Hartri-Fokovog metoda jeste svodenje visSeelektron-
skog problema na problem jednog elektrona koji se kree u srednjem polju jezgra i
ostalih N —1 elektrona. Do srednjeg polja dolazi se iterativno polazeci od nulte aprok-
simacije za stanje ukupnog sistema, dato kao proizvod jednoelektronskih funkcija.
Tacnu talasnu funkciju atoma, medutim, nije moguce predstaviti u obliku proizvo-
da (12.50), pri ¢emu nedostatak simetrije nije jedini razlog. Metod samousaglasenog
polja, prema tome, ne uzima u obzir kompletnu interakciju izmedu elektrona, veé
samo njen dominantni deo.

Pri raCunanju stanja viSeelektronskih atoma obi¢no se vr§i usrednjavanje samo-
usaglaSenog polja po pravcima radijus vektora r;, Cime se dobija usrednjeni potencijal
koji je centralnosimetri¢an. To je tzv. aproksimacija centralnog polja koja omogucava
da se reSenja za jednoelektronske funkcije ¢;(r;) traZe u obliku proizvoda sfernih har-
monika i funkcija koje zavise samo od odgovarajuce radijalne promenljive r;. PoSto te
funkcije zadovoljavaju radijalnu jednacinu koja ima analogan oblik kao za atom vo-
donika, ali sa centralnosimetri€nim potencijalom koji se razlikuje od Kulonovog, one
se razlikuju od radijalnih funkcija za atom vodonika, ali imaju sli¢cnu nodalnu struk-
turu. Iz tog razloga se u aproksimaciji centralnog polja pojavljuju isti kvantni brojevi
kao za vodoni¢ne funkcije (n;, [;, my;). Elektroni se onda rasporeduju po stanjima uz
postovanje Paulijevog principa, §to ima za posledicu strukturu elektronskog omotaca
sa ljuskama i podljuskama?.

Fok je metod samousaglasenog polja unapredio uvodeci antisimetrizovanu probnu
funkciju u obliku Slejterove determinante sa jednoelektronskim stanjima, kod kojih je
uzet u obzir i orbitni i spinski deo. Na taj nacin je u srednje polje ukljucena i interak-
cija izmene. Medutim, ako zanemarimo spin-orbitnu interakciju, probna funkcija se
moZe napisati u obliku proizvoda orbitne i spinske funkcije, pri ¢emu simetrija orbit-
nog dela talasne funkcije zavisi od ukupnog spina sistema. Stanja sa razli¢itim vred-
nostima ukupnog spina sistema u tom slucaju odgovarace razli¢itim samousaglasenim
poljima®. Pomenimo na kraju da, iako Slejterova determinanta ispravno reprezentu-
je identi¢nu prirodu elektrona, to nije najopstiji oblik probne funkcije koji se moze
koristiti u varijacionom metodu.

2 Aproksimacija centralnog polja opisana je u knjizi ,,Fizika atoma i molekula” N. Simonoviéa (Prirodno-
matematicki fakultet Univerzitet u Banjoj Luci, 2024), a viSe detalja moZe se naci u knjizi ,,Fizika atoma
i molekula” Bransdena i ZoaSena (B. H. Bransden, C. J. Joachain, Physics of atoms and molecules,
Longman Scientific & Technical, 1990).

3Fokov metod predstavljen je u knjizi ,,Kvantna mehanika” Davidova (bibl. ref. 1.4) na primeru dvoelek-
tronskog sistema za koji su izvedene zasebne jednacine samousaglasenog polja za singletna i tripletna
stanja sistema.
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13 Teorija prelaza pod uticajem
vremenski zavisnih perturbacija

U dosadas$njem predstavljanju formalizma i metoda kvantne mehanike uglavnom
smo se bavili konzervativnim sistemima ¢iji hamiltonijan ne zavisi eksplicitno od vre-
mena (dakle, nije funkcija vremena u Sredingerovoj slici). Videli smo da se Sredinge-
rova jednacina za izvestan broj jednostavnih sistema moZe resiti egzaktno (analiticki),
dok za realistiCne sisteme to uglavnom nije izvodljivo, pa se za reSavanje koriste pri-
bliZni ili numeric¢ki metodi. Ovde se pokazalo kao povoljna okolnost to $to se ukupni
hamiltonijan H esto moZe napisati u obliku zbira neperturbovanog hamiltonijana Hy,
koji opisuje osnovnu strukturu sistema i ¢iji je svojstveni problem moguce resiti eg-
zaktno ili numeri¢ki, i operatora V dodatne interakcije koju zovemo perturbacijom
(izraz (9.94)). Ako perturbacija ne zavisi od vremena (izraz 10.2), za priblizno na-
laZenje resenja vremenski nezavisne Sredingerove jednacine moZe se koristiti teorija
stacionarnih perturbacija koja je opisana u glavi 10.

U ovoj glavi éemo pokazati kako se reSenja pune (vremenski zavisne) Sredingerove
jednacine mogu odrediti kada perturbacija zavisi od vremena. Glavni motiv za to je
¢injenica, koju smo ve¢ pominjali u odeljku 9.3.7, da dodatna interakcija u odnosu na
osnovnu strukturu kvantnog sistema predstavlja generator koji uzrokuje prelaze medu
svojstvenim stanjima hamiltonijana osnovne strukture Hy. Pri tome, tipi¢na situacija
je da se perturbacija u nekom trenutku ,,ukljucuje” i nakon odredenog vremena ,,is-
kljucuje”, pri éemu operator V za vreme trajanja interakcije moZe i ne mora da zavisi
od vremena. Tada, ako je stanje sistema pre ukljuenja interakcije bilo neko od svoj-
stvenih stanja hamiltonijana Hy, ono po ukljuéenju interakcije netrivijalno evoluira, te
se nakon njenog iskljucenja i izvr§enog merenja energije sistem moze naci u bilo kom
od svojstvenih stanja tog hamiltonijana. Primarni cilj u analizi ovog procesa jeste izra-
Cunavanje verovatnoce prelaza iz pocetnog stanja sistema (pre ukljucenja interakcije)
u njegovo krajnje stanje (nakon iskljucenja interakcije i izvr§enog merenja).

Svakako najvaznija primena teorije prelaza pod uticajem vremenski zavisnih per-
turbacija je u proucavanju interakcije kvantnih sistema (atoma, molekula itd.) sa elek-
tromagnetnim poljem, koja dovodi do prelaza uz apsorpciju ili emisiju fotona. U slu-
Caju slabijih polja teorija vremenski zavisnih perturbacija, koja Ce biti opisana u na-
stavku, uglavnom daje zadovoljavajuéi opis. Razmotri¢emo, medutim, i primer gde
perturbativni prilaz nije adekvatan, na kome ¢emo predstaviti alternativni nacin re-
Savanja koristeci tzv. aproksimaciju rotirajucih talasa. Teorija ima svoju primenu i
kod prelaza gde operator V ne zavisi eksplicitno od vremena kao §to su neradijativni
prelazi u atomima, npr. OZeov efekat (Pierre Victor Auger) i autojonizacija atoma.
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13 Teorija prelaza pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

13.1 Metod vremenski zavisnih koeficijenata

13.1.1 Jednacine za koeficijente

Pretpostavimo da u intervalu 0 < 7 < 7 na sistem opisan hamiltonijanom H, koji ne
zavisi od vremena deluje perturbacija koja eksplicitno zavisi od vremena i opisana je
operatorom V(¢). Interagujuci sistem tada je opisan hamiltonijanom

A = Hy + H (1), (13.1)
gde operator

(13.2)

. V(t), za0<t<T,
H'(t) = o
0, zat<Oilit>r

opisuje interakciju koja se ukljucuje u trenutku ¢ = O i iskljucuje u trenutku ¢ = 7.
Posto hamiltonijan H eksplicitno zavisi od vremena u intervalu 0 < r < 7, sistem
se tada ne moze nalaziti u stacionarnom stanju. Proizvoljno stanje sistema, medutim,
moZe se u svakom trenutku razviti po nekom bazisu, ukljucujuéi i svojstveni bazis
neperturbovanog hamiltonijana H.

Neka su ¢, svojstvene funkcije (ili svojstveni vektori), a E,, odgovarajuce svojstve-
ne energije neperturbovanog hamiltonijana, dakle reSenja svojstvenog problema

I:IO‘;Dn = LyPp. (133)

Stacionarna reSenja odgovarajuée vremenski zavisne Sredingerove jednacine

o0
ih—— = Hoy” 13.4
ih— oy (13.4)
tada su ¢, e ikl g opste reSenje se moze predstaviti u obliku njihove superpozicije
g = Z ¢, e B (13.5)
n

gde su quo) proizvoljne konstante. S obzirom nato dase zat < 0i¢ > 7 hamiltonijan A
svodi na Hy, uz odgovarajudi izbor konstanti ovo resenje moZe da opise stanja sistema
pre ukljucenja i nakon iskljucenja interakcije.
Sledeéi Dirakov metod varijacije konstanti, opste reSenje vremenski zavisne Sre-

dingerove jednacine za perturbovani sistem

o

ih—=H 13.6

o 4 (13.6)
potrazi¢emo u obliku superpozicije stacionarnih stanja neperturbovanog hamiltonija-
na sa vremenski zavisnim koeficijentima

D) = Y caDpue i, (13.7)

n
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13.1 Metod vremenski zavisnih koeficijenata

Jednacine za koeficijente c,(f) nalaze se zamenjujuéi razvoj talasne funkcije (13.7)
u Sredingerovu jednacinu (13.6). U prvom koraku imamo

hZ % e+ ; (1) Expre 1140 = ; ex(n) (o + V) gre™ 5. (13.8)

Delujuéi operatorom H na funkcije ¢ prema jednacini (13.3), na desnoj strani jedna-
kosti (13.8) pojavljuje se suma Y, c()Erpre” 75 koja postoji i na njenoj levoj strani.
Skraéivanjem ovih suma i skalarnim mnoZenjem dobijene jednacine funkcijom ¢, sa
leve strane, sledi

Z “(palpiye i —ch<r><¢n|vm|sok>ew. (13.9)

Zahvaljujuéi ortonormiranosti svojstvenih funkcija neperturbovanog hamiltonijana
({@nlpr) = Ou), suma po k na levoj strani jednaCine svodi se na jedan (n-ti) Clan.

Kona¢no, mnoZenjem obe strane jednacine sa e dobijamo
indn _ Z cx(t) V(1) € (13.10)
d n ’ .

k

gde su Vi (¢) = (gan|\7(t)|¢pk> matriéni elementi perturbacije, a w,, = (E, — Ey)/h tzv.
Borove frekvencije ili frekvencije prelaza. Jednacine (13.10) za koeficijente ¢, (f) pred-
stavljaju beskonacni sistem spregnutih diferencijalnih jednacina prvog reda koji je
ekvivalentan Sredingerovoj jedna&ini (13.6).

S obzirom na to da perturbacija poCinje da deluje od trenutka # = 0, porededi ra-
zvoje (13.5) 1 (13.7), sledi da se Vremenskl zavisni koeficijenti ¢,(¢) za t < 0 svode na
konstante c,(lo Prema tome, koeficijenti c predstavlja]u pocetne vrednosti za reSenja
sistema jednacina (13.10), tj.

cn(0) = 0, (13.11)

Shodno tome, funkcija (13.5) opisuje stanje sistema do trenutka 7 = 0, a njegova dalja
evolucija odredena je funkcijom (13.7).

13.1.2 Perturbativni prilaz. Iterativno resenje za koeficijente

Ako uvedemo mali parametar A i izvr§imo zamenu V — AV, jednaina za koefici-
jente (13.10) postaje

d
ih ﬂ -2 Z o) Vi () €t (13.12)

i njeno reSenje mozemo potraziti u obliku reda

en@®) = O+ 2V () + 2P (@) + - (13.13)
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13 Teorija prelaza pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

Zamenjujuéi ovaj razvoj u jednacinu (13.12) i izjednacavajuéi ¢lanove istog reda po
A, dobijamo rekurentne relacije
dcl?
h—— =0, 13.14
ih=4 ( )
d ()
dr

2,4 OV, (13.15)
k

dcﬁ,‘v)

1
! dt

= > O Vil e, (13.16)
k

. - . .. . (0 . .
Prva jednacina potvrduje da su koeficijenti cﬁl ) vremenski nezavisni.

Pretpostavimo sada da se sistem u trenutku ¢ = 0 nalazi u stacionarnom stanju ¢,,,
koje je jedno od svojstvenih stanja neperturbovanog hamiltonijana Hy. To se posti-
Ze ako se u tom (ili nekom ranijem) trenutku izvr$i merenje energije neperturbovanog
sistema i, pri tome, dobije vrednost E,,, §to naravno zahteva da perturbacija do tog tre-
nutka bude iskljucena. Ova pretpostavka je ekvivalentna pocetnim uslovima ¢,,(0) = 1
ic,(0)=0zan #m,tj.

cn(0) = 6p- 13.17)
Odatle i na osnovu relacija (13.11) i (13.13) sledi da je
. C;O) = Onm (13.18)
i
0)=0, s>1. (13.19)

Posto su koeficijenti nultog reda cho) konstante, uslov (13.18) vazi u svakom trenutku,
dok uslovi (13.19) vaze za t < 0. Zamenjujuci ovaj rezultat u rekurentnu relaciju
(13.15) za s = 1, dobijamo

; dC;ll) iw, iw,
ih dr =;5kmvnk(t)e nkt=Vnm(t)e Wta (1320)
odakle je
1 (! o
P = — f dr' V(') (13.21)
ih 0

Zamenjujuéi reSenje za ¢V u rekurentnu relaciju (13.16) za s = 2, dobijamo

dc® 4 1 o A
=== ) OV = 3 - f A Vi) V6, (13.22)
k k 0
odakle je
1 13 . 1 .
0 = s O [ vt [ dnin (e (13.23)
T Yo 0
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13.2 Prelazi pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

13.2 Prelazi pod uticajem vremenski zavisnih
perturbacija

13.2.1 Verovatnoca prelaza u prvoj aproksimaciji

Ako se pre ukljuéenja perturbacije V(f) sistem nalazio u stacionarnom stanju koje
je neko svojstveno stanje neperturbovanog hamiltonijana Hy, njenim uklju¢ivanjem
u trenutku ¢+ = 0 to isto stanje, s obzirom na to da nije svojstveno stanje ukupnog
hamiltonijana H, vise neée biti stacionarno i po¢eée da evoluira. Ukoliko nakon nekog
vremena izvr§imo merenje energije neperturbovanog sistema, za §ta je potrebno da se
perturbacija opet iskljuci, postoji konacna verovatnoca da se sistem nade u istom ili
nekom drugom stacionarnom stanju.

Neka je u skladu sa izrazom (13.2) perturbacija iskljucena u trenutku r = 7 > 0.
Koeficijenti ¢,(7), koji su u pocetnom trenutku (¢ = 0) imali vrednosti (13.11), a zatim
se te vrednosti menjale do trenutka ¢ = 7, nakon toga ponovo postaju konstante, dakle

() =cp(r), t21. (13.24)

Prema tome, stanje sistema koje je iz nekog svojstvenog stanja ¢, neperturbovanog
hamiltonijana H, evoluiralo u skladu sa promenom koeficijenata c,(f), za t > 7 bice
opisano talasnom funkcijom

Yty = Y ea(@pne i (13.25)
n
Ako se tada izvrSi merenje energije, sistem ¢e iz ovog nestacionarnog stanja preéi u
neko od svojstvenih stanja ¢, neperturbovanog hamiltonijana, pri ¢emu je verovatno-
¢a prelaza na osnovu izraza (6.68)

Pan = P(pn (D) = @) = Kl ) = lean(0). (13.26)

Odredi¢emo verovatnou prelaza iz pocetnog stacionarnog stanja ¢,, (u kome se
sistem nalazio u trenutku ¢ = 0) u stacionarno stanje ¢, # ¢, (u trenutku z = 7) u
okviru aproksimacije prvog reda. Tada je CE,O) =0, pa imamo

1 T .
om0 = = f V(" (13.27)
l 0

odakle je
2

1 T .
an(T) = |cn(T)|2 = ﬁ f d[%m(t)elw’l’"t
0

Ako je P, # 0, za prelaz ¢,, — ¢, kazemo da je dozvoljen (moguc). Suprotno
tome, ako je £, = 0, kazemo da je prelaz zabranjen. Ovaj rezultat u okviru teorije
perturbacija prvog reda zavisi, pre svega, od vrednosti matri¢nog elementa perturba-
cije V. Moguce je, medutim, da prelaz koji je zabranjen u prvoj aproksimaciji bude
dozvoljen u aproksimaciji viSeg reda, ali je u tom slucaju verovatnoca prelaza obi¢no
vrlo mala.

(13.28)
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13 Teorija prelaza pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

13.2.2 Verovatnoca prelaza pod uticajem konstantne
perturbacije

Ukoliko perturbacija V ne zavisi od vremena, izraz (13.27) za popravku prvog reda
glasi

Vnm T i 1- T
Yom f drefomt =y ¢ ) (13.29)
L 0 hwnm

1 T -
&0 =g [ v -
ih 0

odakle je verovatnoca prelaza ¢,, — ¢, u aproksimaciji prvog reda

P = | (l)( )|2 _ |Vnm|2 |1 _ ia),,,,,‘r|2 =2 |Vnm|2 (1 _ ) (13 30)
nm = 1€, (T = w2 e = w2 COS Wy, T). .
Ova verovatnocéa obicno se piSe u obliku
2 2
Pom = ﬁ |Viml F(En — Ep), (13.31)
gde je
1- 7

F(Ey ~ En) = F(wn) = — 2T (13.32)

nm

F
/2

T T T T T T T Opm

—6n/t —4n/t 2w/t 0 2w/t 4m/t 6m/t
Slika 13.1. Funkcija F(wy).

Funkcija F(wy,) je prikazana na slici 13.1. Ona je pozitivna parna funkcija koja
ima glavni maksimum za w,,, = 0 (. za E, = E,). Vrednost funkcije u toj tacki
iznosi F(0) = 7%/2, §to se dobija raunanjem grani¢ne vrednosti

. . 1— cos wp,T . TSINWy,T
lim F(wgy) = lim —— = lim ——%
Wpm—0 Wm—0 w2, wm—=0  2Wum
) . (13.33)
. TPCoSWunT T
= lim — = —.
W —0 2 2

Nule funkcije odgovaraju frekvencijama prelaza w,,, = 2kr/t, k = 0, £1,£2,....
Uocimo da, kada se vreme delovanja perturbacije T povecava, amplituda brzo raste, a
nule se zgusnjavaju, tako da funkcija F u grani¢nom slucaju 7 — oo prelazi u delta

funkciju
lim F(E, — E,) = tht6(E, — E,,). (13.34)

T—00
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13.2 Prelazi pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

Prema tome, za veliku vrednost 7 verovatnoca prelaza postaje
2
Pan = = VanlT8(E, = Ep). (1335)

U tom slucaju verovatnoca prelaza u jedinici viemena W,,, = d%,,,/dt, tzv. ,,stopa”
prelaza, glasi

Wom =

B _ 22\, PS(E, - E. (1336)
T h
Uocimo da W,,,, —» 0 zan # m.

U praksi pocetno i krajnje stanje pripadaju neprekidnom ili kvazineprekidnom
(4. diskretnom sa velikom gustinom nivoa) delu spektra. Tada su pri merenju verovat-
noce prelaza ukljuceni prelazi u sva stanja koja imaju blisku energiju i skoro jednake
matri¢ne elemente V,,,. U tom sluc¢aju formulu za verovatnocu treba prosumirati po
svim takvim krajnjim stanjima. Zbog (kvazi)neprekidnosti sumiranje prelazi u inte-
graciju, pri cemu je potrebno poznavati gustinu stanja p(E,), tj. broj stanja date vrste
po jedinici energije E,. Dakle, stopa prelaza izmedu stanja (kvazi)kontinuuma glasi

2
wcon f W (ENGE, = 1V, Pp(E,). (13.37)

Ova formula je poznata kao Fermijevo zlatno pravilo (iako je prvobitno izvedena od
strane Diraka). Formula se uopstava i na slucaj periodi¢ne perturbacije.

13.2.3 Verovatnoca prelaza pod uticajem periodicne
perturbacije

Posmatrajmo sada slu¢aj vremenski zavisne perturbacije koja je periodi¢na funkcija
vremena okarakterisana ugaonom frekvencijom w

V(1) = Vo sin(wr) = 9, + D_e™™", (13.38)
pri ¢emu je Vo vremenski nezavisan ermitski operator, dok su ¥, = Vo/2i 10 =
(04)* = —0,. Ovaj izraz moZemo napisati u obliku sume

V)= V_t)+ V. (0), (13.39)
gde su .
V(1) = d.e. (13.40)

Pretpostavimo opet da je sistem prvobitno u stacionarnom stanju ¢,, i posmatrajmo
prelaze ¢,, — ¢, pod uticajem operatora V.(f) u aproksimaciji prvog reda. Izraz
(13.27) za popravku prvog reda u ta dva slucaja glasi

1 T _ o0& T ) 1 — ei@m=w)t
@ =— f dr V. efomt = 2 f drefem= = o "% (13.41)
0 0

i i (W £ W)

gde su vﬁ) = {@nl|0+|¢my. UoCimo da se izraz (13.41) razlikuje od izraza (13.29),
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13 Teorija prelaza pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

koji vazi za konstantnu perturbaciju, po frekvencijama w,,, + w koje se ovde pojav-
ljuju umesto Borove frekvencije w,,,. Prema tome, odgovarajudéi izrazi za verovatno-
¢e, odnosno gustine verovatnoca prelaza, mogu se dobiti direktno iz izraza (13.36) i
(13.37) smenama w,,;;, = Wy = W1V, — v,(;f Na taj nacin dobija se

2
P = = Wi TS(E, = Ep % o), (13.42)
odnosno
s _ 2 wp
Wom = i [V |“ O(E, — Epy + hw). (13.43)

Napomenimo ovde da je na osnovu definicije (13.40) IV,,(:,) P = Iv,(;i)lz.

Realisti¢an primer periodicne perturbacije je interakcija atoma sa elektromagnet-
nim poljem. Uo¢imo da su prelazi ¢,, — ¢, pod uticajem operatora V. (¢) dozvoljeni
(P, # 0) ukoliko se energije pocetnog i krajnjeg stanja, E,, i E,, razlikuju za vred-
nost +hw. Apsolutnu vrednost ove razlike pripisujemo energiji fotona elektromag-
netnog polja. Pri tome, znak ,,+” odgovara smanjenju energije atoma (E, < E,), tj.
emisiji fotona, dok znak ,,—” odgovara povecanju energije atoma (E, > E,,) i apsorp-
ciji fotona.

U ovom primeru atom (sistem I) i polje (sistem II) zajedno ¢ine ukupan sistem c¢ija
se energija odrZava. Tako npr. u slucaju emisije fotona sistem I gubi energiju na racun
povecanja energije sistema II. Stopa odgovarajuéeg prelaza je

nm nm

2
Wi = 7” WP S(EF—ED), (13.44)
gde su Ef = E, + El' i E} = E, + hw + E|| respektivno energije ukupnog sistema u
pocetnom (i) i krajnjem (f) stanju, dok je E(I)I energija polja pre emisije fotona.
Ako posmatramo prelaze iz pocetnog stanja u razlicita krajnja stanja (kvazi)nepre-
kidnog spekta koja imaju blisku energiju, formula za verovatnocu sumira se po svim

takvim krajnjim stanjima celog sistema (I + II). Uvodeci gustinu stanja p(E} ), u slu-
¢aju emisije fotona (E, = E,, — iw) imamo

2
Wi = S 0P (D). (13.45)
Analogno, u slucaju apsorpcije (E, = E,, + hiw) dobijamo
_ 2 o _
Wom = 5= Wan " P(E). (13.46)

Ovi izrazi predstavljaju generalizacije zlatnog pravila (13.37) na sluCajeve emisije i
apsorpcije fotona.
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13.2 Prelazi pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

13.2.4 Sistem sa dva nivoa pod uticajem periodicne
perturbacije. Rabijeve oscilacije

Razmotrimo sistem sa dva nivoa, E| i E;, pri ¢emu je E; < E;. Neka su nivoi ne-
degenerisani, a odgovarajuca stanja opisana funkcijama ¢; i ¢,. Pretpostavimo da se
u pocetnom trenutku ¢ = 0 ukljuuje periodi¢na perturbacija V(¢) koja deluje na sis-
tem. Stanje sistema u pocetnom trenutku moZe biti jedno od stanja ¢, i ¢ ili njihova
linearna kombinacija sa proizvoljnim koeficijentima c;(0) i ¢;(0). Evolucija sistema
dalje je opisana jednaCinama za koeficijente (13.10), koje se ovde svode na sistem od
dve spregnute diferencijalne jednacine prvog reda za koeficijente ¢ (t) i c,(¢)

ihiey = Vig(t)ei(f) + Via(£) € ex(1), (13.47)
ihcy = Var(0) e c1(f) + Vaa(t) ca(t). (13.48)

Ako je perturbacija V(¢) oblika (13.38), sistem jednacina postaje

iney = [v]e +vi e (1) + V)5 e + e e eyr),  (13.49)
ihey = [0S @ront 4 o8B ey (1) + [0 e + 0 e ™ ea(t),  (13.50)

gde je
Aw = w — wy (13.51)

,razdeSenost” frekvencije periodicne perturbacije u odnosu na frekvenciju prelaza.

Sistem jednacina (13.49), (13.50) nije mogude reSiti egzaktno, ali ukoliko je frek-
vencija w bliska svojoj rezonantnoj vrednosti w = wsy, tj. ako je |[Aw| <« w, onda
¢e ¢lanovi sa faznim faktorima ¢**“' biti mnogo znacajniji od onih sa e @+« j

ol Razlog je taj $to poslednji ¢lanovi osciluju mnogo brZe i u srednjem daju mali
doprinos u jednaCinama. Stoga je razumno brzo oscilujuée ¢lanove zanemariti. Ovo
je poznato kao aproksimacija rotirajucih talasa, posto jedini ¢lanovi koji se zadrZa-
vaju jesu oni u kojima su vremenske zavisnosti sistema i perturbacije u fazi. U ovoj
aproksimaciji sistem jednacina (13.49), (13.50) svodi se na

iher = vl5e™ ey(n), (13.52)
ihey = 08 e ™ e (1), (13.53)

pri Semu je vy’ = V{9'/(20) = [-V3)/2D)]" = v},", gde su Vi) = (@alVolgm)-
Sistem jednacina (13 52), (13.53) se moZe resiti egzaktno. Npr. diferenciranjem
jednacine (13.52) po vremenu, a zatim eliminacijom koeficijenta ¢, i njegovog izvoda

pomocu iste jednacine i jednacine (13.53), dobijamo diferencijalnu jednacinu drugog
reda za koeficijent ¢,

Q2
—iAwé + Tocl =0, (13.54)
o
gaeje (€] 0)
|021| A |
Q=22 = 2 (13.55)
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13 Teorija prelaza pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

Resenje jednacine ¢emo potraziti u obliku ¢ (¢) = ¢1(0)e™® . Tada jecy =iac iéy =

—a’cy, pa zamenom ovih izraza u gornju jednacinu i deljenjem obe strane dobijene

jednakosti sa ¢y dobijamo jednacinu za parametar o

QZ
2 0 _
a” —Awa - il 0. (13.56)
Resenja ove jednacine su
1
a = 3 (Aw = Qg), (13.57)

gde je

|V(0)|2
Qp = Q2+ Aw? = % + Aw? (13.58)

tzv. Rabijeva frekvencija (Isidor Isaac Rabi). Sama veli¢ina Q, poznata je kao re-
zonantna Rabijeva frekvencija. Partikularna reSenja jednacine (13.54), prema tome,
glase e/Aw* )12 'na e opite reSenje moZe napisati u obliku

c1(t) = M2 (A W2 4 B wI2) (13.59)
gde su A i B proizvoljne konstante. Koeficijent c,(f) dobija se diferenciranjem ovog
izraza po vremenu i zamenom u jednacinu (13.52)

ex(t) = e A(Aw + Qr) e + B(Aw - Qp)e 2] (13.60)

(=)
2v,,

Razmotrimo sada slucaj kada se kvantni sistem pre ukljucenja perturbacije (tj. za
t < 0) nalazi u stanju ¢;. Tada opSta reSenja za koeficijente c¢;(¢) i c2(f) moraju da

zadovoljavaju pocetne uslove
c1(0)=1, ¢(0)=0. (13.61)

Izrazi (13.59), (13.60) za t = 0, uzimajuéi u obzir ove uslove, svode se na sistem
linearnih jednacina za koeficijente A i B

A+B=1, A(Aw+Qgr)+ B(Aw-QR) =0, (13.62)
¢ija su reSenja
1 Aw 1 Aw
A=-|1-—], B==|1+—]. 13.63
2( QR) 2( i QR) (13.63)

Zamenjujuéi ove vrednosti u izraze (13.59), (13.60), nakon sredivanja, dobijamo

. Qrt  Aw . Qgrt
c(t) = e’A“”/Z(cosTR - zQ—R smTR), (13.64)
‘ VO Qer
e (t) = e*’Aw/zﬁ sinTR. (13.65)
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13.2 Prelazi pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

Verovatnoc¢a nalaZenja sistema u stanju ¢; u proizvoljnom trenutku ¢ nakon uklju-
Cenja perturbacije, tj. za ¢t > 0, iznosi

Qrt  AW? Qrt
Pr(t) = [e1 (P = cos?-RL 4 29 G2 22RE (13.66)
2 T 2

dok je verovatnoca nalaZenja sistema u stanju ¢, (tj. verovatnoca prelaza ¢; — ¢;)

02
Vo 1" . Qe
L lnz_R

Pat) = lex(OF = moz S (13.67)

Verovatnoce P (¢) i P,(¢) su periodi¢ne funkcije vremena sa frekvencijom oscilovanja
jednakom Rabijevoj frekvenciji Qr. Sabiranjem izraza (13.66) i (13.67), uz korisce-
nje izraza (13.58), lako se proverava da je P;(r) + P»(f) = 1. Uocimo da u slucaju
rezonancije (Aw = 0) imamo P () = cos*(Qot/2) i Pa(t) = sin?(Qo1/2) (slika 13.2).

Razmotrimo ovaj proces statisticki. Ako u pocetnom trenutku imamo kvantni an-
sambl sa N sistema u stanju ¢, to stanje pod uticajem perturbacije evoluira i u tre-
nutku ¢ > 0 sistemi Ce biti u stanju superpozicije c; ()¢ + c2(t)¢2. Ako tada izvrSimo
merenje energije svih N sistema, dobi¢emo da je njih |c;(f)|>N ostalo u stanju ¢; sa
energijom E1, a |c,(¢)]>N je preslo u stanje ¢, sa energijom E,. U tom kontekstu veli-
¢ine |c; (0 i |c2(#)[* nazivamo ,haseljenostima” nivoa E; i E,. Iz gornje analize sledi
da, dok je perturbacija ukljucena, ove naseljenosti se periodi¢no menjaju uz uslov da
je njihov zbir u svakom trenutku jednak jedinici. MoZemo reéi da se pod uticajem per-
turbacije deSava naizmenicni prenos (transfer) naseljenosti sa jednog nivoa na drugi.
Ovu promenu naseljenosti nivoa nazivamo Rabijevim oscilacijama.

naseljenost

1 - T
21/QY 41/Q
Slika 13.2. Promena naseljenosti nivoa E; i E, (Rabijeve oscilacije) pod uticajem periodi¢ne
perturbacije ¢ija je frekvencija rezonantna sa frekvencijom prelaza.

Ako bismo opisani problem analizirali koriste¢i perturbativni prilaz i aproksimaciju

prvog reda, polazeci od izraza (13.41) za v;), dobili bismo

LAY
2 AW2 s T (1368)

P =16 0 =

Ako je Aw veliko, imamo Qg ~ Aw i ovaj izraz je dobra aproksimacija izraza (13.67).
Medutim, u sluc¢aju rezonancije (Aw = 0) perturbativni izraz nije primenljiv.
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13 Teorija prelaza pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

13.3 Radijativni prelazi medu atomskim stanjima

13.3.1 Dipolni prelazi

Posmatrajmo atom sa jednim elektronom koji interaguje sa elektromagnetnim po-
ljem. Hamiltonijan ovog sistema mozZe se napisati u obliku (13.1), gde neperturbovani
hamiltonijan A, opisuje kretanje elektrona u atomu izvan polja, a perturbacija V inter-
akciju tog elektrona sa poljem. Smatracemo da je svojstveni problem neperturbovanog
hamiltonijana

reSen, tj. da znamo sve funkcije ¢, i energije E,.
Interakcija elektrona sa poljem, ukoliko je ono dovoljno slabo, ima oblik (v. odeljak
11.2.1)

7= S Ap, (13.70)
Me
gde je A operator vektorskog potencijala polja, a p operator impulsa elektrona. Pret-
postavimo da je elektromagnetni talas polarizovan i neka je pravac polarizacije odre-
den ortom €. Tada je njegov vektorski potencijal'

A(r, 1) = Apesin(k - r — wt). (13.71)
Koristeci ovaj izraz, perturbacija (13.70) ima eksplicitan oblik

V() = miA(, (e-P) sin(k-r — wr)

(]

- mi (€p) (A @ + A hr=en), (13.72)
(3

gdesu A = Ag/2i, A, = A = -A_.
Posmatrajmo sada posebno delove izraza za perturbaciju koji odgovaraju emisiji,
odnosno apsorpciji fotona

V.(t) = mi A (€-p) i@k, (13.73)
€

Neka su ¢; 1 ¢ talasne funkcije koje opisuju pocetno i krajnje stanje atoma. Verovat-
noca prelaza ¢; — ¢f u aproksimaciji prvog reda (izraz (13.42)) proporcionalna je
kvadratu modula matri¢nog elementa

Fikra

N e .
(pelVilgi) = ;ﬂif'«pfle Plei) e (13.74)
(<

1Za razliku od kvantne elektrodinamike, u kvantnoj mehanici elektromagnetno polje tretira se na klasi¢an
nacin. U tom slucaju amplituda A nije operator vec¢ parametar.
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Ovde ¢e nas zanimati kada su ovi matri¢ni elementi jednaki nuli, odnosno razli¢iti od
nje, da bismo utvrdili koji su prelazi zabranjeni, a koji dozvoljeni. Poslednji izraz mo-
7e se svesti na jednostavniji oblik koristeéi tzv. dugotalasnu aproksimaciju. Naime,
prelazi izmedu atomskih stanja deSavaju se usled apsorpcije, odnosno emisije elek-
tromagnetnog zracenja iz domena talasnih duZina od radio-talasa do ultraljubicaste
svetlosti. Posto su najkrade talasne duZine A u toj oblasti reda veli¢ine 10~ m (vidlji-
va i ultraljubiasta svetlost), a radijus atoma je a ~ 1079 m, proizilazi da je 1 > a,
odnosno ka = 2ra/A ~ 1073 < 1. Prema tome, u oblasti unutar atoma je k-r < 1, pa
se moZe primeniti razvoj

e=Fik'r ~1Fikr+--- (1375)

i zadrZati samo osnovni ¢lan, tj. uzeti da je e¥*T =~ 1. U tom slucaju imamo

(prle™™ T Blgi) ~ (prlPlei). (13.76)

Matric¢ni element operatora impulsa dalje se moZe zameniti matricnim elementom
operatora koordinate. PoSto hamiltonijan koji opisuje kretanje elektrona u atomu iz-
van polja ima oblik Hy = p/(2m.) + Vi(), gde je V.(¥) je operator interakcije elek-
trona sa jezgrom, odnosno atomskim ostatkom (engl. core), imamo

P S 1 .
(£, Fol =[5/ 2me) + Vel = 5 -[.6%] = 5 - izjei[xi, P
. ’ (13.77)
1 A A ih R ih
= i\Pj i Pjl + X, il pjp = — iPi= —P-
zmeze{pj[x P]] [% pj]pj} meZeP mep
7 ih6ij ihsi;
Prema tome
A~ me ~ e A A An
rlblei = = <erllt Aollgy = — (¢orltAolgs) — grl Hob )
! ! (13.78)

m, ~ . N
= l.—he(Ei — Ep){pilF|@i) = —imewie (| F| i),

gde su E; i Er svojstvene energije hamiltonijana H, koje odgovaraju svojstvenim
stanjima ¢; i ¢¢, odnosno

(plPlei) = imewrier| i), (13.79)

gde je wyi = (Er — Ej)/h frekvencija prelaza ¢; — ¢r. Tada je u dugotalasnoj aprok-
simaciji

(@il Vil@i) = iwp Ase™ € (prlet|ei) = —iwg A € dg, (13.80)
gde je
dii = —e{pr|Flei) = (prldepi) (13.81)
matrini element dipolnog momenta d = —et.
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Na osnovu formule (13.43) verovatnoéa prelaza u jedinici vremena iz pocetnog u
krajnje stanje glasi

., 2r N
Wit = 5= Keil Vel @l 6(Er = Ei + ho)

2
= 7” WA AL - dp 6 (hwe + hw) (13.82)
2 I(wyi)

h 2eoc

le-dil* 6 (hwyi + hw),

gde je I(w) = 2cepw? | AL? = cepw?|Ap|?/2 intenzitet elektromagnetnog polja.
Ocigledno, verovatnoca prelaza razlicita je od nule kada je elektromagnetno polje u
rezonanciji sa frekvencijom prelaza, tj. ako je w = Fwy;. Integraleci poslednji izraz za
W po frekvenciji polja w u nekom intervalu oko frekvencije prelaza wy; i koriste¢i
rezultat f 0(hwyi = hw)dw = 1/k, konacno se dobija

+ _ mlws)

= le-dgl* (13.83)

h2ce
Vidimo da pri datom intenzitetu elektromagnetnog polja verovatnoéa prelaza u dugo-
talasnoj aproksimaciji prvenstveno zavisi od vrednosti projekcije matri¢nog elementa
elektriénog dipola na pravac polarizacije polja. Iz tog razloga zraenje emitovano pri
prelazima koji se deSavaju kad je d¢; # 0 naziva se elektricno dipolno zraenje ili
samo dipolno zracenje (E1), a dugotalasna aproksimacija zbog zanemarivanja visih
multipola u razvoju (13.75) naziva se i dipolna aproksimacija.

13.3.2 Apsorpcija i stimulisana emisija zracenja

Formula (13.83) odreduje stopu prelaza u dipolnoj aproksimaciji izmedu atom-
skih stanja ¢; i ¢ pri apsorpciji zracenja (stopa W, pri ¢emu je E¢ > Ej), odnosno
stimulisanoj emisiji zracenja (stopa Wi, pri ¢emu je E; > Er). Obe vrste prelaza de-
Savaju se pod uticajem ve¢ prisutnog elektromagnetnog polja rezonantne frekvencije
w = |wsi| kao perturbacije. U prvom slucaju polje predaje kvant energije 7w atomu
(apsorpcija fotona), dok u drugom indukuje emisiju zracenja koje ima istu frekven-
ciju, polarizaciju i fazu kao ono. Posmatrajudi elektromagnetno zracenje kao snop
fotona, moZemo reci da upadni foton energije fiw stimuliSe emisiju jo$ jednog fotona
sa istim karakteristikama. Upravo iz tog razloga emisija zracenja o kojoj je ovde rec
naziva se ,,stimulisana”, za razliku od ,,spontane” emisije, o kojoj ¢e biti reci u na-
rednom odeljku. Uo¢imo da su stope prelaza izmedu istog para stanja pri apsorpciji i
stimulisanoj emisiji zracenja jednake. Na primer, ako su ¢; i ¢, dva atomska stanja,
pri ¢emu je E; < E;, imamo .

W, = Wps. (13.84)
Ovo je u skladu sa termodinamickim principom detaljnog balansa, koji kaZze da je u
zapremini koja sadrZi atome i zracenje u ravnoteZi stopa prelaza izmedu dva stanja
ista u oba smera.
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Ako je zracenje koje interaguje sa atomom nepolarizovano i izotropno, Sto karak-
teriSe vecinu zraCenja koja se javljaju u prirodi, orijentacija vektora polarizacije € je
nasumic¢na, pa usrednjavanjem faktora |e-dy;j|> = cos>@|dy;|*> po uglu ¢ dobijamo da
izraz za stopu prelaza usled apsorpcije zraCenja ima oblik

ml(wy;)

dg)’. 13.85
Tee, 4l (13.85)

Wy =

Sto se ti¢e stimulisane emisije zradenja, ukoliko postoji veliki broj atoma u stanju
sa viSom energijom, ona moZe da prede u lancanu reakciju, pri kojoj od jednog fotona
nastaju dva, od dva Cetiri itd. (tzv. efekat lavine). Na ovom principu zasniva se pojaca-
nje svetlosti stimulisanom emisijom zracenja, poznato pod akronimom LASER (engl.
the Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation). Naravno, ovo koherent-
no pojacanje moZze se desiti samo ako je veéina atoma u stanju sa viSom energijom, tj.
ako se postigne tzv. inverzija naseljenosti. U suprotnom, doslo bi do apsorpcije koja
bi smanjila broj fotona i ugasila efekat pojacanja. Pokazuje se da je za postizanje in-
verzije naseljenosti potrebno da kod atoma postoje metastabilna stanja viSe energije u
koja se ti atomi prevode intenzivnim upadnim zraenjem (tzv. ,,pumpanjem’).

13.3.3 Spontana emisija zrac¢enja. Ajnstajnovi koeficijenti

Osim apsorpcije i stimulisane emisije, moguca je i spontana emisija zracenja, pri
¢emu atom, naizgled bez spoljasnjeg uticaja, prelazi sa viSeg energijskog nivoa na
nizi. Ova je emisija StaviSe opStezastupljena pojava i odgovorna je za najveci deo zra-
¢enja koje se javlja u prirodi. Rigorozan opis spontane emisije zraenja zahteva pri-
laz gde se elektromagnetno polje opisuje preko njegovih kvanata, fotona. U kvantnoj
elektrodinamici se pokazuje da se, koriste¢i formalizam druge kvantizacije (v. odeljak
7.2.4), hamiltonijan polja moZe predstaviti u obliku sume ¢lanova koji imaju oblik ha-
miltonijana linearnog harmonijskog oscilatora, od kojih svaki opisuje pobudenja koja
se manifestuju prisustvom fotona odredenog tipa (izraz (7.89)). Odatle sledi da kvan-
tovano elektromagnetno polje bez ijednog fotona, dakle u svom osnovnom stanju poz-
natom i kao stanje vakuuma, analogno linearnom harmonijskom oscilatoru poseduje
tzv. energiju nulte tacke ili energiju vakuuma, koja je kod oscilatora jednaka polovini
njegovog kvanta fiw/2, a kod polja je to suma doprinosa fiw;/2, gde indeks i prebro-
java komponente polja koje se razlikuju po talasnim vektorima i po polarizaciji (izraz
(7.91)). Spontana emisija tada se moZe protumaciti kao stimulisana emisija uzrokova-
na oscilovanjem elektromagnetnog polja u stanju vakuuma, koje se u literaturi obi¢no
naziva fluktuacijom vakuuma. Medutim, za razliku od prave stimulisane emisije, gde
emitovani fotoni imaju istu fazu i isti pravac prostiranja kao upadno zracenje, faza i
pravac prostiranja fotona u spontanoj emisiji su slu¢ajni. Iz tog razloga kod sponta-
ne emisije se efekat pojacanja ne javlja. Umesto pomenutog rigoroznog prilaza, ovde
¢emo predstaviti statistiCki opis apsorpcije i emisije zracenja, koji je razvio Ajnstajn
1916. godine pre pojave kvantne mehanike, a koji povezuje stopu prelaza za spontanu
emisiju sa onim za apsorpciju i stimulisanu emisiju. Navedimo da je AjnStajn prvi
predvideo postojanje stimulisane emisije u okviru svoje teorije zracenja.

181



13 Teorija prelaza pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

N,
= E,
< —_
= 2]
= RZ
Z <
= = %
5] é <
] Ay, 5 B, £1|Bp,
< @ 1%}
£ a =
g < =
=9 g
17 =
172
E,
N,

Slika 13.3. Spontana emisija, apsorpcija i stimulisana emisija kod sistema sa dva nivoa.

Sledeéi Ajnstajna, pretpostavimo da se u nekoj oblasti prostora nalazi veliki broj
atoma odredene vrste (ansambl) i elektromagnetno zracenje, koji su u termodinamic-
koj ravnoteZi na apsolutnoj temperaturi 7. To znaci da se medu razli¢itim atomskim
stanjima usled apsorpcije i emisije zracenja deSavaju prelazi, ali su stope prelaza ta-
kve da broj atoma u svakom od tih stanja u toku vremena ostaje isti. Pretpostavimo da
se N atoma nalazi u stanju ¢; niZe energije E; i N, atoma u stanju ¢, viSe energije
E, (slika 13.3). Broj atoma u jedinici vremena koji spontano prelaze iz stanja ¢, u
stanje ¢, emitujudi zraCenje frekvencije w = wy; = (E, — E1)/h, proporcionalan je
broju N,. Ako sa A}, oznaCimo stopu prelaza usled spontane emisije zraenja, koju
¢emo ovde zvati Ajnstajnovim koeficijentom za spontanu emisiju, broj odgovarajucih
prelaza u jedinici vremena bice A, N;. S druge strane, broj prelaza u jedinici vremena
iz stanja ¢ u stanje ¢, usled apsorpcije zracenja rezonantne frekvencije w = wy; pro-
porcionalan je broju Ni, ali i spektralnoj gustini energije zracenja (energiji zracenja
po jedinici zapremine i jedinici frekventnog opsega) u,,. Dakle, broj prelaza u jedinici
vremena usled apsorpcije zraenja iznosi By Nju,,, gde je By Ajnstajnov koeficijent
za apsorpciju. Konacno, broj prelaza u jedinici vremena iz stanja ¢, u stanje ¢; zbog
stimulisane emisije zracenja rezonantne frekvencije w = w,; proporcionalan je bro-
ju N, i spektralnoj gustini energije zracenja u,,. Prema tome, broj prelaza u jedinici
vremena usled stimulisane emisije zracenja iznosi B, Nyu,,, gde je Biy Ajnstajnov ko-
eficijent za stimulisanu emisiju. S obzirom na to da su atomi i elektromagnetno polje
u termodinamickoj ravnoteZi, broj prelaza u jedinici vremena sa niZeg energijskog ni-
voa na visi nivo mora biti jednak broju prelaza u jedinici vremena u obrnutom smeru.
Uzimajuéi u obzir sve tri vrste prelaza, imamo

ANy + BioNou, = B Nyuy,, (1386)

odakle sledi da je u sluCaju termodinamicke ravnoteze spektralna gustina energije

zracenja

_ AN,y
By1N1 — Bip NV,

Uy

(13.87)

U sledeé¢em koraku iskoristi¢emo rezultat Bolcmanove statistike po kome je vero-
vatnodéa da se sistem (atom) iz statistickog ansambla u termodinamickoj ravnotezi na-
de u kvantnom stanju energije E proporcionalna Bolcmanovom faktoru exp(—E /kgT).
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Primenjujuéi ovaj rezultat na kvantna stanja ¢; i ¢5, sledi da je koli¢nik odgovarajucih

verovatnoca?
PN E -E e Jks T
L T _Z) = plwan/kseT 13.88

P, N, ex(kBT)e (13.88)
Ako se izraz (13.87) napise u obliku u,, = A12/(By1 N, /N,—B13), zamenjujuéi koli¢nik
N1 /N, izrazom (13.88) uz rezonantni uslov w = wy, sledi

A

= — 13.89
Byjehw/sT — By, ( )

Uy

Poredeci Ajnstajnov izraz (13.89) za spektralnu gustinu energije zracenja sa Plank-
ovim zakonom zracenja crnog tela (v. referencu u fusnoti 2)

h W’
U, = 33 ghalkaT _ 1’ (13.90)
dobijamo da je
By = By» (13.91)
i 3
hw
A12 = 2_3B12' (1392)
oo

Rezultat (13.91) ekvivalentan je rezultatu (13.84) koji smo dobili u dipolnoj aprok-
simaciji koriste¢i teoriju perturbacije prvog reda i koji odraZzava princip detaljnog ba-
lansa. Naime, ako broj prelaza u jedinici vremena usled apsorpcije i usled stimulisane
emisije (B> Niu,, odnosno BjrNyu,,) predstavimo preko odgovarajuéih stopa, tj. u
obliku W;; Ny, odnosno W, N>, vidimo da je Wy, = Bau,, i W, = Bipu,,. Rezultat
(13.91) se lako uopstava na slucaj kada su energijski nivoi E; i (ili) E, degenerisani.
Oznacavajudi sa g; 1 g» degeneraciju ovih nivoa, dobija se

81821 = g2B1». (13.93)

Rezultat (13.94) daje vezu izmedu stope prelaza usled spontane emisije Wl(;p) =Ap
i stope prelaza usled stimulisane emisije, tj.
3 Wt
w
Wi = = 12 (13.94)
ncd u,
Koristeéi uz to vezu izmedu intenziteta zracenja i spektralne gustine energije zracenja,
I(w) = cu,, dobijamo da je u dipolnoj aproksimaciji stopa prelaza usled spontane
emisiju zracenja data izrazom

w3

WP = le-dgif. (13.95)

nhicley

2Bolcmanov faktor i rezultat (13.88) opisani su npr. u knjizi ,, Termofizika” Kitela i Kremera (C. Kittel, H.
Kroemer, Thermal Physics, W. H. Freeman and Company, 1980), str. 58-61. U istoj knjizi predstavljen
je i Plankov zakon zracenja (str. 91).
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13 Teorija prelaza pod uticajem vremenski zavisnih perturbacija

Posto zracenje koje nastaje spontanom emisijom iz atoma nema odredeni pravac
prostiranja i polarizacije, dakle izotropno je i nepolarizovano, adekvatan izraz za sto-
pu prelaza dobija se usrednjavanjem po uglu %, analogno kao kod apsorpcije. Odgo-
varajuci izraz glasi

(p) _ W 2
Wi = Sl (13.96)

13.3.4 Selekciona pravila za dipolne prelaze

Kao $to smo videli iz prethodnog izlaganja, verovatnoca prelaza u dipolnoj aprok-
simaciji (izrazi (13.83) 1 (13.95)) proporcionalna je veli¢ini

le-dsil* = € (prlef|pi)l*. (13.97)

Da bi dipolni prelaz bio dozvoljen, ova veli¢ina mora biti razli¢ita od nule, §to se
svodi na uslov {gp¢|€-T|¢p;) # 0. Uslovi koji se odatle dobijaju nazivaju se selekciona
pravila.

Za sisteme sa centralnom simetrijom, kao $to su atomi, talasne funkcije pocetnog i
konac¢nog (jednoelektronskog) stanja su oblika

¢0i = Ri(®) Y1, (0, 0),  0r = Re(r) Yipm,, (9, ), (13.98)
gde su /; i Iy orbitni, a my; 1 m;; magnetni kvantni brojevi pocetnog i krajnjeg stanja.
Posmatrajmo prvo slucaj kada je svetlost linearno polarizovana. Neka je pravac
polarizacije z-osa. U tom slucaju je € -r = e,-r = z = rcos ¢}, odnosno

(prle -rle;) = (prlzle) = f@?r008ﬂ¢id3r

:f Rf(r)Ri(r)r3drfYl*fm”(ﬁ,ga)cosﬁYlim,i(ﬁ,go)dQ.
0 Q

Ako se kosinus ugla ¥ izrazi preko sfernog harmonika Yj9 = 4/ & cos i, integral po

4 N
NI?LYlfm,fYIO Yim, dQ. (13.99)

Koristeéi ortogonalnost sfernih harmonika i adicionu formulu

uglovima glasi

Yio Yy, = a1 Y1 m + a2 Y1 my, (13.100)

gde koeficijenti a;, a zavise od I 1 my, integral po uglovima postaje

/471 ; .
? (a]f Ylfm” Yli+l,m“ dQ + CIQf Ylfm/f Yl;—l,m“ dQ) =
Q Q
Vg
v 3 (@104 141 + @200 1,-1) Oy -

(13.101)
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Prema tome, imacemo (pr|€- t|p;) # 0 ako su ly = [; = 1 1 myy = my;, Sto znaci da
je dipolni prelaz dozvoljen ako su promene orbitnog, odnosno magnetnog kvantnog
broja

Al==+1, Am;=0. (13.102)

Ovo su selekciona pravila za dipolne prelaze u slucaju linearno polarizovane svetlosti.
Ako je svetlost cirkularno polarizovana, ort polarizacije glasi € = (e, * iey)/ V2,
odakle je

€1~ (e tie)r=x+iy=pe =rsinde™ =% 1/%’Tryl,il(ﬁ,(p), (13.103)

gde je iskoriSten izraz za sferni harmonik Y ,; = 1/% sin® e*¥. U ovom slucaju
integral po uglovima glasi
|87 .
F* ? L Yllfm,fyl»il Ylim,idQ' (13104)
Koriste¢i formulu
Yis1 Yim = b7 Yier st + 05 Vi st (13.105)

i ortogonalnost sfernih harmonika, gornji integral svodi se na

/87r N N
¥ ? (b]_ 6lf,li+1 + bi 6lf,lifl)6m”,m“j:l~ (13'106)

Odavde proizilazi da je (p¢|€-T|pi) # 0 ako su ly = [; + 1 i my; = my; = 1, tj. dipolni
prelaz je dozvoljen ako su promene orbitnog, odnosno magnetnog kvantnog broja

Al==+1, Amy ==+l (13.107)

Ovo su selekciona pravila za dipolne prelaze kod cirkularno polarizovane svetlosti.
Konaéno, za proizvoljnu polarizaciju selekciona pravila za dipolne prelaze glase

Al==+1, Am;=0,=+1. (13.108)

Uocimo da su zbog veze kvantnog broja [ sa parno$éu atomskih stanja (P = (1))
i selekcionog pravila za taj kvantni broj dipolni prelazi mogu¢i samo izmedu stanja
suprotne parnosti.

13.3.5 Multipolno zracenje

Ukoliko je dipolni matri¢ni element jednak nuli, to ne znaci da je odgovarajuéi
prelaz potpuno zabranjen. U tom slu€aju potrebno je uzeti u obzir clanove viseg reda
(multipole) u razvoju (13.75) i izracunati njihove matri¢ne elemente.

Razmotrimo drugi ¢lan u razvoju. Odgovarajuci matri¢ni element glasi

M = (pr|(k-F)(€-P)lgi)- (13.109)
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Pokaza¢emo da M ukljucuje doprinose elektricnog kvadrupola (E2) i magnetnog di-
pola (M1).
Nekajek||e, i€ = e,. Tada je

2 2 2

n Xpy
M = M, = k{pt|Xpylpi) = k<<pf|(—2 + )I<,01>
(13.110)
k an e k n an
= §<sofI(XPy +3p)ei) + §<<pf|(xpy = IPolei).

Za prvi matri¢ni element dobija se (@¢|(XPy + IPo)|@i) = —imew{ps|XP|pi), gde je
w = (E; — E)/h, dok je u drugom £p;, — $p, = [;. Prema tome,

ik k N
M; = == mew(ps|5310i) + 2 {prll:lgi)- (13.111)

Za druge orijentacije (M., M,) dobijaju se izrazi analognog oblika.
Pokazuje da su matri¢ni elementi {¢¢|X¥|¢;) razliciti od nule samo ako su

Al=0,+2, Am;=0,+1,+£2, (13.112)

pri ¢emu u slucaju /; = 0 to vaZi samo ako je [y = 2. Zracenje koje se deSava posStujuéi
ova selekciona pravila naziva se kvadrupolno elektricno zracenje (E2). PoSto se pri
ovim prelazima orbitni kvantni broj ne menja ili menja za +2, prelazi se deSavaju
izmedu nivoa iste parnosti.

ZraCenje koje se deSava pri prelazima kada su matri¢ni elementi <(,Df|iz|l,01> (ili
<(,Df|ixlipi> ili <<pf|i),|gpi)) razliciti od nule naziva se magnetno dipolno zracenje (M1).
Kod sistema sa centralnom simetrijom nema prelaza ovog tipa. Medutim, ako je ova
simetrija naru$ena, npr. ako se atom nalazi u spoljasnjem magnetnom polju, energijski
nivoi zavise od m (Zemanovo cepanje), pa su M1 prelazi moguéi izmedu Zemanovih
podnivoa uz postovanje selekcionih pravila

Al=0, Am==l. (13.113)

Drugi razlog naruSenja centralne simetrije moZe biti spin-orbitna interakcija.
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