Prvi domaci zadatak iz Teorijske mehanike - 10. mart 2009.

1. (10 poena) Materijalna tacka mase m pada vertikalno nadole u homogenom gravitacionom polju

g, bez pocetne brzine, pri ¢emu na nju deluje i sila otpora sredine F=—ai— 5172% gdesuaif

pozitivne konstante. Naci zavisnost brzine od vremena, kao i njenu grani¢nu vrednost kada t — oo.

2. (15 poena) Pauk se krece po balonu sfernog oblika, ¢iji se poluprec¢nik R menja sa vremenom po

zakonu R = R(t). Uzimajuéi za generalisane koordinate pauka sferne uglove 6 i ¢ u sistemu ¢iji se

koordinatni pocetak poklapa sa centrom balona, napisati izraze za polozaj 7 pauka, kao i njegovo

moguce i virtuelno pomeranje u funkeciji 6, ¢ i . Eksplicitnim racunom se uveriti da su zadovoljene
oF _ or - d oF o dr

relacije P = 06, Ldtog — agai 4 = 6, p.

3. (15 poena) Materijalna tacka mase m krece se u ravni z = 0. Uociti koordinatni sistem Oxz'y'z
koji rotira oko ose Oz konstantnom ugaonom brzinom w i za generalisane koordinate cestice izabrati
a1y, Izvesti izraz za kineticku energiju T' ¢estice (u odnosu na nepokretni sistem). Koristeéi opsti
izraz za kineticku energiju u nezavisnim generalisanim koordinatama, objasniti kako to da iako je
jedina veza z = 0 koja postoji u ovom sluc¢aju stacionarna, kineticka energija ipak nije homogena
kvadratna funkcija generalisanih brzina ' i g/.

4. (20 poena) Materijalna tacka mase m krece se pod dejstvom aktivne sile F , koja u sfernim
koordinatama (r, 6, ¢) ima oblik F' = F,e, + Fyep + F€,. Uzimajudi sferne koordinate za genera-
lisane koordinate sastaviti diferencijalne jednacine kretanja materijalne tacke pomoc¢u Lagranzevih
jednacina.

5. (20 poena) Potencijalna energija U Cestice mase m, koja se kre¢e duz x ose, ima oblik U(x) =
cx/(z* + a?), gde su ¢ i a pozitivne konstante. Skicirati grafik funkcije U(z). Naci polozaj stabilne
ravnoteze, kao i period malih oscilacija oko njega. Ako je poznato da cCestica krece iz tog polozaja
ravnoteze, sa po¢etnom brzinom v, naéi vrednosti v za koje ¢e cestica (a) oscilovati, (b) oti¢i u —oo,
(c) otiéi u 4o00.

6. (20 poena) Gladak prsten u obliku kruznice polupre¢nika
r i zanemarljive mase, koji je postavljen na horizontalnu pod-
logu preko dve jednake opruge (istih koeficijenata elasti¢nosti
k), kao na slici, moze translatorno da se kreée u vertikalnoj
ravni. Po unutrasnoj strani prstena moze da se krece ma-
terijalna tacka mase m. ReSiti problem malih oscilacija ovog
sistema oko stabilnog polozaja ravnoteze. 0~ 77

z)

Krajnji rok za predavanje ovog domaceg zadatka je utorak, 24. mart. Prilikom izrade domacih zadataka
dozvoljeno je koristiti literaturu i traziti pomo¢. Medutim, konacna resenja koja predajete treba da
budu napisana samostalno i svojeru¢no. Identicna (kopirana) resenja nece biti bodovana.

Preporuke za reSavanje zadataka: Ukratko, ali jasno i punim re¢enicama, navedite osnovne principe
i jednacine na koje se pozivate pri reSavanju zadataka. Jasno definiSite sve oznake koje koristite,
naroc¢ito one koje nisu uobicajene. Gde god slika ili dijagram mogu da pomognu u resavanju
nacrtajte ih. Pisite ¢itko, a glavne rezultate uokvirite.



RESENJA

1. Ako z osu orijentiSemo vertikalno nanize, sa nulom u poc¢etnom polozaju Cestice, iz osnovnog
dinamickog zakona dobijamo diferencijalnu jednac¢inu kretanja u obliku

mi=mg — as — 3.

Posto z ne figurise eksplicitno u ovoj jednacini, uz smenu v = 2, iz nje dobijamo diferencijalnu
jednacinu prvog reda po v

dv B ,
e + %v +—v=yg,
koja dozvoljava razdvajanje promenljivih na sledec¢i nacin:
dv
e dt,
g — EU — EU
tako da je
v(t)
po M / dv
) 2 Q, _mg>
6] ) vi U=
odnosno

m 1 28v(a+ Vo? + dmgP) — 4mgp3
Va2 + dmgB  2Bv(a — /a2 + dmgB) — dmgB

Eksplicitnim izrazavanjem v iz poslednje jednacine dobija se

t=—

2mg

T a+ /ot 4Pmyg coth[55v/a? + 45mg]’

odakle je grani¢na vrednost brzine

v(t)

2
Voo = lim v(t) = g

—00 a++a?+4fmg

2. U sfernim koordinatama radijus-vektor 7 se izrazava kao 7 = re,, a posto je po uslovu zadatka
r = R(t) polozaj pauka u proizvoljnom trenutku ima oblik:

= R(t)é, = R(t)(cos ¢sinfe, + sin ¢ sin fey, + cosbe,) = 76, p, 1), (1)

gde smo ort €, izrazili u funkciji sfernih uglova 6, ¢ i Dekartovih ortova €, €, i €,. Odatle je moguce
pomeranje dr’ pauka jednako

A7 = R(t)
= R()
R(t) [(— sin ¢ sin Odg + cos ¢ cos 0d)é, + (cos ¢ sin Ody + sin ¢ cos #df)e, — sin §dbe, |

t(cos ¢ sin fe,, + sin @ sin fe;, + cos fe,) + R(t)d(cos ¢ sin fe,, + sin ¢ sin fe;, + cos f¢e’,)

t(cos psin fe;, + sin p sin fe;, + cos H€;)

+

dt [R(t) (cos ¢ sin O€, + sin ¢ sin €, + cos 052)]
de [R(t)(—sin psin e, + cos @ sin Oe, )]
6 [R(t)(cos ¢ cos b, + sin ¢ cos 0¢, — sin be,)]| . (2)

+ o+

2



Za formiranje virtuelnog pomeranja 07’ = d'r"— d potrebno nam je jo$ jedno mogucée pomeranje d'r’
iz iste konfiguracije, odredene dakle istim vrednostima € i ¢, u istom trenutku ¢, i kome odgovara
isto d¢. Jedino po ¢emu se izraz za d'7 razlikuje od krajnjeg izraza za dr' u (2) je $to umesto dy i
df treba uzeti druge vrednosti d'p 1 d’d, pa je

0r' = d¢ [R(t)(—sin psin fe, + cos g sin ey )| + 060 [R(t)(cos ¢ cos 0€, + sin ¢ cos be, — sin be,)] ,

(3)
gde je dp =d'p —dpidd =d0—db.
Parcijalni izvodi polozaja pauka 7(6, ¢, t) (1) po koordinatama € i ¢ redom su jednaki

or or

0= R(t)(cos ¢ cos fe,, + sin ¢ cos e, — sin be,) , e R(t)(—sin psinfe, + cos psinfey,) . (4)
¥
S druge strane, iz (2) sledi
dr .
d—z = R(t) (cos psin b€, + sin @ sin €, + cos O€,) + ¢ [R(t)(— sin ¢ sin b€, + cos ¢ sin O€, )]
+ 6 [R(t)(cos @ cos B, + sin o cos B, — sin 6E.)] , (5)
pa je
or L Lo o .
i R(t)(cos ¢ cos fe,, + sin ¢ cos e, — sinfe’,) , 7% = R(t)(—sin g sinfe, + cos psinbey), (6)

tj. zaista su zadovoljene relacije
oF _or oF _ or
o0 "8 o 0p
Takode, iz (4) sledi

(;it (g;) = R(t)(cos @ cos fe,, + sin ¢ cos fe, — sin fe,)

+

dt

R
R(t)(cos o cos A€, + sin o cos A€, — sin H&.)

d
(t)— (cos ¢ cos B€, + sin ¢ cos O€,, — sin fe,)
)

¢ R(t) (—sin ¢ cos fe,, + cos ¢ cos ¢,

+ o+

JR(t) (— cos @sin €, — sin @ sin §¢, — cos 0¢.)

OR(t)
d [or : L o d o s
— = R(t)(—sin ¢ sin fé, + cos psinfe,) + R(t)& (—sin psin e, + cos psin be,)

R(t)(— sin ¢ sin e, + cos ¢ sin fey,) + ¢ R(t)(— cos ¢ sin b€, — sin psin O€,)

+ OR(t)cosO(—sinpe, +cospe,),

a iz (5)
o (dr : Lo L . , S .
wlw) = R(t) (cos ¢ cos 0€, + sin ¢ cos €, — sin fe,) + ¢ R(t)(— sin ¢ cos O€, + cos ¢ cos Oe,)
+ O R(t)(— cos psin 08, — sin psin ¢, — cos 0E.)
dr .
86 <d;> = R(t) (—singsin #€, + cos psin he,) + ¢ R(t)(— cos ¢ sin 0€, — sin ¢ sin 0€),)
¥

+ O R(t)(— sin ¢ cos B, + cos @ cos BE,) ,
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odakle se jasno vidi da su i relacije
dor odr dor odr
dtod — 90dt’ dtop  Opdt
zadovoljene.

3. Radijus vektor 7 cestice koja se kreée u ravni z = 0, u novim koordinatama z’, 1y moze da se
izrazi na sledeéi nacin (videti sliku):

7= 1'e, +y'¢, =1/ (coswte, +sinwté,) + y'(—sinwte, + coswté,)
= (2'coswt — y sinwt)é, + (2’ sinwt + y' coswt)é, . (7)
Y
Y
> A ~ i \\ j(l
v r/e |
ex| /A2 ! i
w4
I‘E) I
e. X

Odatle je brzina jednaka
7 =7 = (&' cos wi—y sin wl—wz’ sinwt—wy' cos wt)&,+ (&' sin wt+y' cos wi+wz’ cos wt—wy' sinwt)é, |

pa se za kineticku energiju dobija izraz:
1
T — §m [:1'3/2 + y/2 + 2&)(1}/@/ o x'/y') +w2<x/2 + y/2)} :

koji nema oblik homogene kvadratne funkcije generalisanih brzina @’ i ¢/, tj. u njemu postoji kako
¢lan linearan po generalisanim brzinama, tako i slobodni ¢lan, koji uopste ne zavisi od njih. Razlog
za to je §to se u izrazu za 7 (7) pri prelasku sa koordinata x i y na koordinate 2’ i 3 eksplicitno
pojavilo vreme t, pa je 7 = (2, y/, t) i

&F(x’, Y, t) = w|(—a'sinwt — ¢ coswt)é, + (2’ coswt — ¢ sinwt)e,] # 0.
4. Posto je sila data u uopstenom obliku iz kog se ne vidi da li je potencijalna, treba iskoristiti
Lagranzeve jednacine I vrste, tj. oblik u kome figurisu kineticka energija i ukupne generalisane sile:

dor orT

dTor o~ 9
dor 9T
E%_% = Q,
49T ar
Wop oy @
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Kineticka energija u sfernim koordinatama ima oblik
1 .
T= §m(7”2 + 7267 4+ r?sin? 0p?)

a generalisane sile je ovde najlakse odrediti iz izraza za rad na virtuelnom pomeranju, koji se, posto
nema veza, ovde poklapa sa radom na moguc¢em pomeranju:

dA = F.d7F = (F.é, + Fyéy + F,&,) - (dré, + rdféy + rsin fdpé,)
F.dr +rFydf + rsin0F,de = Q,dr + Qpdf + Q,dp =
= Q = F, Q=rF, Q,=rsinfF,. (8)

Zamenom kineticke energije u Lagranzeve jednacine, konacno se dobija sledeci sistem diferencijalnih
jednacina:
m(i — rf® — rp?sin? 6) = F,
mr (270 4+ 10 — rsin 6 cos 05%) rEy
mr(27¢sin® @ + 2rfpsinfcos 0 + r@sin®f) = rsinOF,

5. Prvi i drugi izvodi potencijalne energije jednaki su

dU(z)  a®—2a? d*U(z)  2(x* —3a?)

dz C(a2 +22)?’ dzz (a2 4 22)°

odakle se vidi da je funkcija U(z) rastuca u intervalu —a < z < a, van tog intervala opadajuéa, u
tacki x = —a ima minimum, a u tacki x = @ maksimum. Funkcija je neparna, za x — 400 tezi nuli
i izgleda kao na sledecoj slici.

U(x)
-a
a X
Polozaju © = —a odgovara stabilna ravnoteza. Posto diferencijalna jednacina kretanja ima oblik
a’ — 2?
mi +c———=5 =0,
(a® + x2)
a u blizini tacke x = —a vazi razvoj
a’ — x? dU(z) dU(x) d?U(x) c
C(a2+x2)2 dr dx e dx? x:_a(x—i—a)—i—--- N ﬁ(x—f—a)—i—--- ’




linearizacijom u okolini te tacke dobija se aproksimativna jednacina
c

2a3
gde je n = x + a. Odatle se vidi da je frekvencija malih oscilacija w =
7 = 2m(2ma’/c)/?.
Ako se cestica u pocetnom trenutku nalazila u tacki z = —a i imala brzinu v, onda je njena

ukupna energija jednaka

1 c

E=- (mv2 - ) .
2 a

(a) Sa grafika potencijalne energije se vidi da ¢e Cestica oscilovati (tj. kretati se u ograni¢enom
delu prostora - u potencijalnoj jami) ako je U, < E < 0, odakle se lako dobija uslov

lv| < \/¢/(ma).

mi)+ —n =0,

53, pa je trazeni period

(b) Ako je pocetna brzina Cestice negativna, onda ¢e ona sigurno otiéi u —oo pod uslovom da je
E >0, odakle sledi uslov v < —(c/ma)'/?. Ako je pocetna brzina pozitivna, estica moze da
ode u —o0 jedino ako je 0 < E < Upar = ¢/2a, odakle sledi (¢/ma)'/? < v < (2¢/ma)'/?.

(c) Cestica ¢e oti¢i u +o0 jedino u slucaju kada je pocetna brzina pozitivna i £ > Upge, 5to je
zadovoljeno ako je v > (2¢/ma)'/2.

6. Ako za generalisane koordinate izaberemo visinu z centra prstena i ugao ¢ otklona materijalne
tacke od vertikale, potencijalna energija sistema moze da se izrazi kao
U(z, ) = mg(z — 1 cos p) + k(= — a)?,

gde je a zbir nominalne duzine opruge i vertikalnog rastojanja od centra prstena do tacke u kojoj
je opruga pricvrséena za njega. Posto je

a—U—m +2k(z — a) a—U—mrsin 82—(]—2]4; O°U =0 82—U—mrcos
aZ - g ) agp - g 807 822 - 828@ - ) aQOQ - g 807
lako se proverava da potencijalna energija ima minimum u tacki (z = —mg/2k + a,¢ = 0), Sto

je, po Lezen-Dirihleovoj teoremi istovremeno i polozaj stabilne ravnoteze. U okolini ovog polozaja
aproksimativni izraz za U je

1
U= §mg7"<,02 + k€%
gde je &€ = z — a + mg/2k, a kineticka energija je

m(r*¢? + %),

N | —

1
T = §m[(z + rpsin p)? 4+ 1r2p? cos® ) ~
pa Lagranzeve jednacine imaju oblik

- 2k
6+2p=0, {+=¢=0.
T m

Ove dve jednacine su medusobno nezavisne, a opsta resenja su im:

@(t) = Acos (ﬁt%—a) , &(t) = Bcos (\/ft—i-ﬁ) :

gde se A, B, a i 8 odreduju iz pocetnih uslova.



