Prvi domadi zadatak iz Teorijske mehanike - 12. mart 2007.

1. Cestica mase m, na koju ne deluju spoljasnje sile, laganim neistegljivim koncem zakacena je
za nepokretan cilindar radijusa R. U pocetku je konac bio potpuno namotan na cilindar,
tako da ga je Cestica dodirivala. U trenutku ¢ = 0 Cestici je saopstena brzina intenziteta vy u
radijalnom pravcu, pa konac pocinje da se odmotava.

(a) (10 poena) Sastaviti lagranzijan i Lagranzevu jednacinu,
birajuci generalisanu koordinatu na najpogodniji nacin.

(b) (10 poena) Ako se kretanje Cestice odvija u ravni Oxy,
gde O lezi na osi cilindra, a orijentacija osa je izabrana tako

y
da se u pocetnom trenutku cCestica nalazila na y osi, tj. u
tacki (z = 0,y = R), nadi x(t) i y(t). / R

(c) (5 poena) Ako je ukupna duzina konca jednaka L, nakon
kog vremena ¢e se konac potpuno razmotati?

(d) (5 poena) Izrac¢unati intenzitet N sile zatezanja konca u
proizvoljnom trenutku.

(e) (b poena) Izracunati moment impulsa Cestice u
proizvoljnom trenutku.

2. Tri ista matematicka klatna, masa m i duzine [, povezana su jednakim oprugama koeficijenata
elasticnosti k, kao Sto je pokazano na slici.

(a) (20 poena) Resiti problem malih oscilacija oko ver-
tikalnog polozaja ravnoteze. g
k k
(b) (15 poena) Eksplicitnim rac¢unom izraziti lagranzijan
u funkciji normalnih koordinata. Napisati Lagranzeve
jednacine za tako dobijeni lagranzijan. 4 Z
m m m

3. Cestica mase m se pod delovanjem privlaéne centralne sile kreée po kruznici, polupreénika R,
koja prolazi kroz centar sile. Intenzitet momenta impulsa cCestice jednak je L.

(a) (10 poena) Pokazati da je intenzitet sile obrnuto proporcionalan petom stepenu ras-
tojanja Cestice od centra sile.

(b) (8 poena) Izracunati ukupnu energiju cestice.

(c) (6 poena) Naci period kretanja Cestice.

(d) (6 poena) Ako je koordinatni sistem u ravni kretanja cestice postavljen tako da mu je
pocetak u centru sile i da je jedan precnik trajektorije cestice na pozitivnom delu y-ose,
izraziti i y u funkciji polarnog ugla ¢.



RESENJA

1. (a) Sa slike se vidi da se koordinate ¢estice mogu izraziti u funkciji ugla ¢ kao

x = R(sinp — pcosp), y= R(cosp+ ¢sinyp), (1)
odakle je kvadrat brzine cestice jednak
y
2 22, -2 p2 2.2 m
vi=a2"+9y = R¢p7pT. (2) =Ry
Posto na ¢esticu osim sile zatezanja konca (sila reakcije) ne deluje
nikakva sila, lagranzijan je jednak kinetickoj energiji: ¥ R
Lo 9.9 *
L=gmR e, (3)
pa Lagranzeva jednacina ima oblik:
mR*(0*¢ + p?) = 0. (4)
(b) Iz Lagranzeve jednacine trivijalno sledi jednacina @ + ¢* = 0, koja se smenom @ = %(%gbz)
transformise u jednacinu
2 o’

iz koje se integraljenjem dobija ¢ = v/ R, gde smo iskoristili poc¢etne uslove. Poslednja jednacina
jo$ jednom moze da se prointegrali, nakon ¢ega se dobija p? = 2vpt/R, pa iz (1) sledi

— R(sin. /2% _  [oY0 Y _ % Y04 gin  J2 20
x(t)-R(sm\/QRt \/Zthos\/QRt>, y(t) R(cos\/ZRt+\/2Rt51n\/2Rt>. (6)

(c) Posto je duzina razmotanog konca [ jednaka | = Ry, iz uslova [(t) = L, lako se nalazi da je
t=L*/(2v0R).

(d) Kako se cestica kreée pod delovanjem samo sile zatezanja konca, direktno nalazimo N =
my/22 + 42 = myJv3/(2tR).

(e) Moment impulsa Cestice jednak je

. 2upt
M =7 x mv = me,(zy — yi) = —mugRpé, = —mugR %(ZZ . (7)
2. (a) Kineticka energija sistema jednaka je
L o0, .9 .2
T'=gml™(91 + @3+ ¢3). (8)

a potencijalna energija u okolini polozaja ¢! = ¢§ = ¢ = 0 ima aproksimativni oblik
1 1 1
U= imng% + 5+ ©3) + ikhQ(% — 1)’ + §kh2(803 —¢9)*. (9)

2



Za tako dobijeni lagranzijan L =T — U, jednacina za nalazenje normalnih frekvenci w dobija oblik

—w?*ml? + mgl + kh? —kh? 0
—kh? —w?*ml? + mgl + 2kh? —kh? =0, (10)
0 —kh? —w?ml? + mgl + kh?

odakle su normalne frekvence jednake

/ / g 3kh?
=3/ = 11
Wi = m12 ’ l mil? (11)

Za w = w; sistem za nalazenje amplituda Al(»l), i=1,2,3, (<p§1) = AZ(-I) sin(w;t + a)) ima oblik

kAN — kp2AYY = o,
—kh2AW 4+ 2kn2 AN — kR2AY = o0,
—kh?AM 1 kp?Al) = o,

odakle se dobija Agl) = Aél) = Agl). Sli¢no, resavanjem odgovarajuceg sistema za w = w9, dobijamo
A?) = —A;(f) i A§2) = 0, dok za w = w3 vazi A?) = A§3) i Ag‘” = —2A§3). Opste resenje za male
oscilacije dobijamo kao linearnu kombinaciju partikularnih resenja za w = w;:

¥1 1 1 / kh2
) = Cl 1 sin (ﬁt + 011) + 02 0 sin ( % + ﬁt + Oég)
—1

©3 1

1
kh?
+ 03 —2 sin —|— 3 t+ Q3 .
1 1 m

(b) Iz definicije normalnih koordinata @); (videti predavanja), u ovom slucaju slede jednacine

o1 = Q1 +Q2+Qs,
w2 = Q1 —2Qs3,
w3 = Q1 — Q2+ Qs3,

pa eksplicitnom zamenom ¢; i ¢; u lagranzijan dobijamo

m12<c’2i—i@%>+mﬁ(cz§—<? kh2)@2)+3mﬂ<@3 (? +3W)@3)

le(Q% —wiQ?) 4+ ml? (Qg — w%Q%) + 3mi? (Qg — ngg) )

L =2
2
3
2

Lagranzeve jednacine:

Q1+ wiQ, = 0
Q- +W§Q2
Q3 +W§Q3 =

I
o o

3



3. (a) Ako je koordinatni sistem definisan kao u delu (d), onda iz jednacine trajektorije (y — R)% +
2?2 = R*ix = rcosp, y = rsin p sledi da u polarnim koordinatama jednacina trajektorije ima oblik
r = 2Rsin . Nalazenjem drugog izvoda po ¢ funkcije 1/r i zamenom u Bineov obrazac dobijamo
F(r) = —8L?R?/(mr®). (b) Potencijalna energija za ovakvu silu jednaka je U = —2L*R?/(mr?),

pa je Ugpp = (1 — 4R?*/r*)L*/(2mr?), a ukupna energija:

1 1 dr L\’ L 4R?sin?
E=—mir*+ U, =—m|——— U, = 1— =0.
er + Ueys (r) 2m <d90 mr2> + Uess (r) 2mir? ( )

(c) Posto je sektorska brzina konstantna: S = $r?¢ = L/(2m), period 7 je jednak: 7 = R*r/S =
2rR*m/ L.

(d) & = &(2Rsinpcosp) = (L/2Rm)(1 — 2sin’ )/ sin® ¢, § = (4L/mR)(cos p/ sin @)



