Drugi domadi zadatak iz Teorijske mehanike - 10. april 2007.

1. Dinamicki simetri¢no kruto telo mase m slobodno se kreée. Ako se za pol izabere centar mase,
glavni momenti inercije su I; = I, # I3. Ukupna sila, kao i moment sila u odnosu na centar mase
tela, jednaki su nuli.

(a) (10 poena) Sastaviti lagranzijan i Lagranzeve jednacine uzimajuéi za generalisane koordinate
Dekartove koordinate centra mase i Ojlerove uglove (za ose sopstvenog sistema krutog tela
uzeti glavne ose inercije).

(b) (20 poena) Sastaviti hamiltonijan i Hamiltonove jednacine.

(¢) (10 poena) Ako je M moment impulsa krutog tela u odnosu na centar mase, izracunati Poa-
sonove zagrade: [M,, H|, [Ms, H] i [M;, M3]. Ovde su Dekartove ose laboratorijskog sistema
oznacene sa x,y, z, a ose sopstvenog sistema (glavne ose inercije) sa x1, z3, x3.

(d) (20 poena) Ako se z osa laboratorijskog sistema izabere u pravcu momenta impulsa krutog
tela M i ako je u poc¢etnom trenutku: 6 =6y, o =0, =0,0 =0, p = @g, ¥ = 1, nadi 6(t),
e(t) 1 ().

e) (10 poena) Pokazati da vektori momenta impulsa M , ugaone brzine krutog tela & i ort é3 leze
g g
u istoj ravni. Ako je o ugao izmedu M i €3, a § ugao izmedu & i €3, izraziti tga/tg[ u funkeiji
glavnih momenata inercije 77 i I3.

2. (30 poena) Pretpostaviti da Zemlju mozemo smatrati homogenim krutim telom, koje ima oblik

rotacionog elipsoida
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gde je (a —¢)/a = € = 1/300. Ako se ukupni momenat spoljasnjih sila u odnosu na centar mase
Zemlje moze zanemariti, izracunati brzinu kojom ugaona brzina & Zemlje precesira oko njene x3
ose. Uzeti da je ws ~ 271 /24h.

Resenja

1. (a) Posto je ukupna sila koja deluje na kruto telo jednaka nuli, lagranzijan se svodi na kineticku
energiju:

1 1 : . .
T= §m(x'20—|—yé+zé)+§ (Il(gb sinvsin @ 4 6 cos ¥)? + I ((p cos v sin @ — Osinap)? + I3(p cos O + ¢)2) :
a ako se jos iskoristi i uslov Iy = I, sledi:
1 1 . .
L= im(a:ré + 95+ 28) + 3 (Il(gb2 sin® § + 0%) + I3(pcos 6 + @/1)2) .

Lagranzeve jednacine koje odgovaraju koordinatama pola trivijalno dobijaju oblik Zc = 0, jjc =01
Zc = 0. Posto lagranzijan ne zavisi eksplicitno od Ojlerovih uglova ¢ i ¥, odgovarajuce Lagranzeve
jednacine odmah daju dva integrala kretanja:

oL
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dok se za ugao € dobija jednacina:

L6 — [1¢?sin cos 0 + IspsinO(¢pcosf + ) = 0.

(b) Kako je kineticka energija homogena kvadratna funkcija generalisanih koordinata, hamiltoni-
jan je brojno jednak ukupnoj mehanickoj energiji, u ovom sluc¢aju samo kinetickoj energiji, pa se
nalazenje hamiltonijana svodi na izrazavanje generalisanih brzina u funkciji kanonskih promenljivih
u izrazu za lagranzijan. Posto su generalisani impulsi koji odgovaraju Ojlerovim uglovima po defini-
ciji jednaki:
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za hamiltonijan dobijamo izraz:
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a jednacine ¢; = aH se poklapaju sa jednacinama (1) i
bo=22C, go=t g, =P
m m m

(c) Moment impulsa M u odnosu na centar mase jednak je M = 74, pa projektovanjem ovog
vektora na z odnosno x3 osu, uzimajuci u obzir izraze za komponente ugaone brzine & u sopstvenom
sistemu krutog tela (videti beleske sa predavanja), dobijamo:

M, = Lipsin®0 + I3(¢) + pcosf) cos = p,, Mz = I(t) + ¢cosb) = py

Posto je u prethodnom delu zadatka pokazano da su p,, i py integrali kretanja, sledi [M,, H] = 0,
[Mj3, H] = 0. Projektovanjem izraza za moment impulsa na osu x; dobijamo:

sin

sin 6

M, = Lw, = I,(psintsin @ + 0 cos 1)) = (pp — Py cos ) + pg cos



pa je
_ OM;OMs  cosv .
[My, M) = 90 Opy  sind (pyp — Py cosf) — ppsin.

(d) Ukupni moment spoljasnjih sila koje deluju na telo je nula, pa se ukupni moment impulsa M ne
menja u toku vremena. S druge strane, komponenta M3 impulsa je jednaka M3z = M & = M cos 0,
pa, kako su i M i Mj integrali kretanja, sledi da je i 6(t) = const = y. Dalje, iz prve jednacine u
(1) zaklju¢ujemo da je

. M — M;cos by

= =@y = ©(t) = Yot .
14 I, sin? 6, Yo (1) = %o

Sli¢no, iz druge jednacine u (1) sledi ¥ = const, odnosno Y(t) = ot

(e) Lako se eksplicitnim rac¢unom proverava da je M - (J x €3) = 0, odakle direktno sledi da ova tri
vektora leze u istoj ravni. Posto je cosaw = M - &3/M = M3/M i cos f = ws/w dobija se

tga |1 —cos?acos I
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2. Izracunajmo prvo glavne momente inercije rotacionog elipsoida. Iz simetrije je jasno da su glavne
ose inercije upravo ose x1, T i x3. Onda je

L=0 ] [ ] @+ addededes = Date [ [ (P + A)edndC
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gde smo iskoristili smenu xy = a&, ro = an i x3 = ¢(. Dalje se, prelaskom na sferne koordinate u
sistemu (£, 7, (), dobija
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I, = —a‘c drdfderosinf(a”(rsinfsing)” 4+ c¢*(rcosf)”) = - = —a“c—=(a* +¢°)
V o Jo Jo Vo 53

odnosno m
Il = E(a2+62) = IQ.
Na slican nacin se izra¢unava I3 = 2%a2.

5
Na kretanje Zemlje mogu se primeniti rezultati prethodnog zadatka, iz kog sledi da je ws = const,

a wy; = Qosin(yot)sinby 1 we = Hg cos(Yot) sin by, $to znaci da ugaona brzina precesira oko ose x3
brzinom 1)y. S druge strane, iz Ojlerovih jednacina sledi da je ws = -1, pa se direktnom
zamenom izraza wi i wo U taj izraz dobija
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a to odgovara periodu od 300 dana.



