Treéi domadi zadatak iz Teorijske mehanike - 21. maj

1. Stoksov fluid gustine p i koeficijenta viskoznosti u ispunjava poluprostor x3 > 0. Grani¢na ravan x3z = 0 rotira
konstantnom ugaonom brzinom w, tako da je polozaj tacke P, koja predstavlja koordinatni pocetak grani¢ne ravni
(sa stanovista nepokretnog koordinatnog sistema) u proizvoljnom trenutku dat sa

7(t) = R(coswté + sinwtéy),
gde je R konstanta. Koordinatne ose pokretnog i nepokretnog sistemu su u svakom trenutku paralelne.
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(a) (30 poena) Zanemarujuéi zapreminske sile i gradijent pritiska, naéi polje brzine u fluidu.

(b) (15 poena) Odrediti silu koja deluje na jedinicu povrsine grani¢ne ravni.

2. Elektri¢no i magnetno polje definisu se pomocu skalarnog (¢, x, y, z) i vektorskog potencijala ff(t, x,y, z) sledeéim
jednacinama

= 0A _ .
E(t,z,y,z) = —grady — 50 B(t,z,y,z) = rotA.

Skalarni i vektorski potencijal elektromagnetnog polja formiraju kvadrivektor potencijala koji je definisan sa A* =
(p, cA).
(a) (5 poena) Napisati kako se transformisu komponenete kvadrivektora potencijala pri prelasku iz inercijalnog
koordinatnog sistema S u sistem S/, koji se u odnosu na S kreée konstantnom brzinom 4 = ué.

(b) (15 poena) Odrediti zakon transformacije komponenti elektriénog Ei magnetnog B polja pri prelasku iz sistema
Sus'.

(c) (10 poena) Ako u sistemu S miruje estica naelektrisanja ¢, naéi elektri¢no i magnetno polje koje potice od te
Gestice u sistemima S i .5’.

Tenzor jacine elektromagnetnog polja definisan je sa

P 0A, 0A,
o 9an 0xv
gde je z# = (ct, ) kvadrivektor polozaja Cestice. Lagranzijan elektromagnentnog polja je

1 v
£ - —ZF‘M,/F'U' .

(d) (10 poena) Napisati komponente tenzora F'** preko komponenti vektora elektri¢nog i magnetnog polja.

(e) (15 poena) Predstaviti lagranzijan elektromagnetnog polja £ preko E i B inadi kako se lagranzijan transformise
pri prelasku iz sistema S u sistem S’.

Krajnji rok za predavanje ovog domaceg zadatka je Cetvrtak, 7. jun 2007. u 14:00. Prilikom izrade domacih zadataka
dozvoljeno je koristiti literaturu i traziti pomoé. Medutim, konacna reSenja koja predajete treba da budu napisana
samostalno i svojeruéno. Identi¢na (kopirana) resenja nece biti bodovana.

Preporuke za reSavanje zadataka

Ukratko, ali jasno i punim re¢enicama, navedite osnovne principe i jednacine na koje se pozivate pri reSavanju
zadataka. Jasno definiSite sve oznake koje koristite, naroc¢ito one koje nisu uobic¢ajene. Gde god slika ili dijagram
mogu da pomognu u reSavanju nacrtajte ih. PiSite ¢itko, a glavne rezultate uokvirite.



Resenje treCeg domacdeg zadatka iz Teorijske mehanike

1. (a) Na osnovu simetrije, zaklju¢ujemo da polje brzine ima oblik ¥ = v (x3,t)é1 4+ va(xs, t)és, tako da se Stoksova
jednacina, uz pretpostavke zadatka, svodi na

%g +%é’ — a%lg +82U25
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Projektovanjem ove jednacine pomocu ortova € i €5 dobijaju se dve jednacine istog oblika:

81}1- o 82’01'
Pot = Haa2

(i=1,2). (1)

Ovaj tip jednacine moze da se resi prelaskom na kompleksnu jednacinu

00 %0
= 2
Resenje kompleksne parcijalne diferencijalne jednacine (2) se moZze potraziti u obliku ¢ = F(acg)ei“’t. Ovde je F(acg)
nepoznata kompleksna funkcija koja zavisi samo od koordinate 3, a pretpostavljena funkcija ¢ zadovoljava graniéni

uslov u z3 = 0. Kompleksna funkcija F' zadovoljava jednacinu
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pa je odgovarajuce reSenje

F(x3) = Aexp <\/;’:Z(1 + 1)z3> + Bexp <\/;:Z(1 + i)xs) ,

gde su A i B kompleksne konstante. Funkcija F zadovoljava grani¢ne uslove koji su odredeni grani¢nim uslovima za
v. Posto v ne sme da divergira kada xs — oo, onda i F' treba da bude kona¢no u x3 — oo, to znaci da konstanta B
treba da bude 0. Prema tome, ukupno resenje je oblika

~ wp : i . — /Ll xa i — ./ LL .
=Aexp | —/=— i)xs = w sl Wimy/30ws)
0=A ( \/ 3 (I1+1) )el‘”t (A] +idg)e” Va® ol (wt=/5Ews) (3)
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gde su A1 = ReA i Ay = ImA realne konstante. Kako je jednacina (1) realni deo jednacine (2), onda je reSenje od
(1) realni deo resenja (3), iz ¢ega se dobija

v; = o V53 {Aﬂ cos (wt — 4 /%1‘3) — A;ssin (wt -4 /w—px3>] ) 4)
21 2u

Kao sto se vidi, svako reSenje za svaku komponentu brzine sadrzi dve konstante, koje se odreduju na osnovu grani¢nih
uslova. A ti uslovi su razli¢iti za jednac¢inu (1) kada je ¢« = 1 odnosno ¢ = 2. Koristedi se uslovima na granici x3 = 0,
dobijamo da je A1 =0, A1 = —Rw, A1 = —Rw 1 Az = 0, tako da je konacno

T=e VYR {— sin (wt - /w—pacg) €1 + cos (wt -/ %$3> é’g] ) (5)
2u 2

(b) Na osnovu polja brzine (5) dobija se da je tenzor napona na grani¢noj ravni

Ples=0) = (=p€+2V)z,—
—p 0 wR\ /=8 (sin wt + cos wt)
= 0 —p wR\ /=8 (sin wt — coswt)

wR\/=EE (sinwt + coswt)  wR/“EF (sinwt — coswt) —p



Vektor napona na grani¢nu ravan xz = 0, ¢iji je ort normale 7 = —€j3 je

Py =P(—8&) = —wRy/ %(Sinwt + coswt)ey — wRy | %(sinwt — coswt)éy + pes,

pa je trazena sila jednaka

r1+1  pra+l
F = / / Pidzidas = —wR #(sinwt + coswt)éy —wR %(Sinwt — coswt)éy + pes.
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2. (a) Kvarivektor A* se transformise kao kontravarijantan kvadrivektor A" = A#, A" tako da je

¢’ ¥y =By 0 0 @
cA, | | =By ~v 00 cA, (6)
cA; - 0 0 10 cAy |’
cA, 0 0 0 1 cA.

Ovde se koriste standardne oznake 8 =u/ciy=1/4/1— (2.

(b) Zakon transformacije komponenti elektri¢nog i magnetnog polja dobijamo iz Lorencovih transformacija kooridi-
nata
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i komponenti kvadrivektora potencijala (6). Tako je
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(c) U sistemu S cestica naelektrisanja ¢ miruje, tako da su elektri¢no i magnetno polje koje poticu od Cestice

1 q _

E= —g, B =10. 14
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Pomoéu formula (8) do (13) lako se dobija da su komponente elektri¢nog i magnetnog polja u sistemu S”:
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(d) Komponente jacine elektromagnetnog polja Fj,,, povezane su sa komponentama elektri¢nog i magnetnog polja.
Pre svega, vidimo da je F),,, antisimetrican tenzor, tako da ima samo 6 nezavisnih komponenti. Sve komponente sa
jednakim indeksima su 0, a nezavisne komponente su:

041 9Ay 194, 19p 1

oL 0= 920 9zl c Ot cdx ¢ ° (17)

Slicno se pokazuje da su ostale komponente Fyo = Ey/c i Fys = E,/c. Dalje je

04y 04 _0A, 04, _
orl  0z2 Oy or

Fig=—Fy = -B., (18)

odnosno Fp3 = —B, i F3; = —B,. Koristeéi antisimetri¢nost tenzora F' i pravilo podizanja indeksa, moze se naci
bilo koja vrednost tenzora F' za proizvoljnu kombinaciju indeksa.

(e) Polazedi od definicije lagrazijana elektomagnetnog polja i prethodnog dela zadatka, lako se dobija da je

1 v 2 2 32
Uz pomo¢ jednacina (8) — (13) dobija se:
0= (B 2B = = L(E - eR)=c
2¢2 T 2¢? ’

iz ¢ega sledi da je lagranzijan elektromagnetnog polja invarijanta, skalar koji se ne zavisi od izbora koordinatnog
sistema.



