Prvi domadi zadatak iz Teorijske mehanike - 11. mart 2008.

1. Modifikovana Atvudova masina.
(a) (10 poena) Sastaviti lagranzijan i Lagranzeve jednaéine za sistem prikazan na slici (a). Cestice
masa my, ms i mg krec¢u se duz odgovaraju¢ih vertikala, mase koturova preko kojih su prebacene
niti za koje su zakacene cestice su zanemarljive, a niti su neistegljive i takode zanemarljive mase.
(b) (5 poena) Sastaviti lagranzijan i Lagranzeve

jednaéine za sistem prikazan na slici (b). Cestica (a) (b)

mase my potopljena je u posudu sa tecnoscu, tako
da na tu cesticu od aktivnih sila osim sile grav-
itacije deluje i sila otpora sredine oblika F* = —U,
gde je v zadata konstanta, a ¢ brzina cestice.

(c) (10 poena) Za sistem opisan u delu (b), nadéi
konacne jednacine kretanja cCestica, uzimajuéi da
je my = bm, mo = 4m, mg = 2m. U pocetnom
trenutku cestice su mirovale, a polozaje cestica
odrediti u odnosu na njihove pocetne polozaje.
(d) (5 poena) Pod uslovima definisanim u delu
(c) odrediti sile zatezanja niti u proizvoljnom
trenutku.

2. Opruge i ¢estice na prstenu.
(a) (10 poena) Dve cestice jednakih masa m mogu da se kre¢u po tankom

prstenu poluprecnika R, koji lezi nepokretno u horizontalnoj ravni. Cestice
su medusobno povezane identi¢nim oprugama, koeficijenta elasti¢nosti k, kao
sto je pokazano na slici (a). Ako su se u pocetnom trenutku Cestice nalazile
nasuprot jedna drugoj duz istog prec¢nika i ako su imale iste brzine, intenziteta
Vg, naéi kona¢ne jednacine kretanja.

(b) (10 poena) Umesto dve cestice, kao u delu (a), na prstenu se nalaze tri
iste ¢estice, medusobno povezane jednakim oprugama (slika (b)), ali je jedna
od cestica fiksirana na prstenu. Resiti problem malih oscilacija. Izraziti la-
granzijan sistema u normalnim koordinatama.

(c) (20 poena) Nadi konacne jednacine kretanja za sistem kao pod (b), ali kada
sve tri ¢estice mogu da se krec¢u po prstenu.

3. Centralno kretanje.

(a) (15 poena) Cestica mase m kreée se u ravni Ozy po elipsi, ¢ije su poluose a i b, tako da joj je
sektorska brzina u odnosu na centar elipse konstantna i jednaka S. Nadi silu koja deluje na ¢esticu.
(Uputstvo: uvesti promenljive £ = x/a i n = y/b, pa jednacinu trajektorije u ovim promenljivim
prodiferencirati po vremenu itd.)

(b) (15 poena) Cestica mase m kreée se u polju konzervativne centralne sile, kojoj odgovara po-
tencijalna energija U(r) = —a/r7. Ako je ukupna mehanicka energija ¢estice £ < 0, a intenzitet
momenta impulsa jednak L, naé¢i poluprecnike kruznica koje ogranicavaju povrsinu unutar koje lezi
trajektorija cestice u slucajevima v = 1,21 4.



RESENJA

1. (a) Ako x osu orijentisemo vertikalno nanize, sa poc¢etkom u centru gornjeg (nepokretnog) diska,
a sa Ly i Ly ozna¢imo duzine niti (L; se odnosi na nit prebacenu preko gornjeg diska), odnosno
poluprecnik diskova sa R, onda se sa slike vidi da x3 koordinata cestice 3 moze da se izrazi kao:
xg3 = 2L+ Ly — 27 R — 221 — x5. Kineticka energija sistema je onda jednaka:

1 1
T = imldv% + §m2jcg + §m3(2x'1 + !t2)2 ) (1)

a potencijalna (koja ovde potic¢e samo od gravitacione sile) je:
U=g [(2m3 - m1)$1 + (m9, — mg)mg] + const . (2)

Zamenom ovih izraza u lagranzijan L = T — U i nalazenjem odgovaraju¢ih parcijalnih izvoda,
Lagranzeve jednacine dobijaju sledeci oblik:

(m1 + 4m3)i1 + 2m3i‘2 + g(2m3 — ml) = O, (3)
2m3$1 + (m2 + mg).’i'Q + g(m3 — mg) = 0. (4)

R

X

(b) Ovaj slucaj razlikuje se od prethodnog samo po tome $to osim gravitacione sile deluje jos
jedna aktivna sila: sila otpora sredine i to samo na cesticu 1. Ova sila je nepotencijalna, pa se
izraz za potencijalnu energiju ne menja (kao ni izraz za kineticku energiju, poSto su veze ostale
iste), a potrebno je naéi odgovarajuée generalisane nepotencijalne sile QF i @3, koje se pridruzuju
generalisanim koordinatama x; i 2. PoSto su veze stacionarne, to moze najjednostavnije da se
uradi polazeci od izraza za elementarni rad koji izvrsi sila otpora:

dA = ﬁ* dfl = —’)/’171 d?’_’i = —’j/i‘ldl’l,

odakle sledi da je Q7 = —v&1, a Q5 = 0, pa u ovom slucaju Lagranzeve jednacine imaju oblik:
(ma + dmg3)iy + 2mais + g(2mz —my) = —viy, (5)
2m3i1 + (m2 + mg)i'g + g(m3 — mg) = 0. (6)
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(c) Za my = bm, mg = 4m, m3 = 2m jednacine nadene u prethodnom delu zadatka svode se na:
LT L
132, + i +4i, = g, (7)

Ako se &9 izrazi iz poslednje jednacine, pa zatim zameni u pretposlednju dobija se diferencijalna
jednacina:

. 37 .
31171 + lxl = —qg, (9)
m
iz koje direktno sledi:

3
31dy + oy = —gt + C) . (10)
m

Integracionu konstantu €} odredujemo iz uslova da je u pocetnom trenutku cestica 1 mirovala u
polozaju x1(0), tako da se za nepoznatu funkciju z(¢) dobija diferencijalna jednacina prvog reda:

at'l—i-?)jn(:vl — 21(0)) = —?)%t. (11)

Ovo je linearna diferencijalna jednacina prvog reda, Cije opste resenje ima oblik:

_ — _ 377 _9 377 _ -kt 9 _
(1) xl(O)—exp[ 31mdt} (/( 31t)exp[/31mdt} dt+02)—02e It —1),

gde je k = i—Wm Integraciona konstanta Co se odreduje iz pocetnog uslova x1(0) = 0, tako da je
konaé¢no p
_ L okt
n(t) = 21(0) = 575 (1=Kt —e™). (12)

Iz nadenog izraza za x(t), jednacine (8) i pocetnih uslova sledi:

ra(t) — 2(0) = £t — 2 (w(H) — 12(0)). (13)

(d) Za silu zatezanja koja deluje na cesticu 1 se iz II Njutnovog zakona dobija:

16 1
Ny =myg — mydy —yiy = dbm(g — &) — iy = gmg (1 — e_kt)

i slicno za silu zatezanja konca koja deluje na cesticu 2 sledi:

. . 8 1 _
No =mg(g — @9) =4m(g — @2) = 3™M9 (1 ~37® kt) :

2. (a) Ako se za generalisane koordinate izaberu uglovi ¢; i @9, kao na slici, gde vertikalna
isprekidana linija odgovara poc¢etnom polozaju cestica, onda kineticka energija sistema ima oblik

T = %mRQ(gb% + ¢2). Potencijalna energija sistema potice od sile elasti¢nosti opruga i jednaka je:
U = k(Rm — Rp1 + Rps — 1)? + S k(Rm — Rps + Ry — 1)%, gde je | duzina opruge u neistegnutom
stanju.



Lagranzijan sistema je

1 . . 1 1
L= 5mRz(go% + 92 — 51~:(Pm — Rpy + Rpy — 1)? — 514(1% — Rpy + Rpy — 1),

a Lagranzeve jednacine:
¢1 + 2o — 2 =0,

- %901 + @2 + T2 =0.

Sabiranjem ovih jednac¢ina dobijamo jednac¢inu
P1+P2=0= P1+p=C1=0,

gde zakljucak C = 0 sledi iz zadatih pocetnih uslova za brzine ¢estica. Ako jo$ jednom prointe-
gralimo poslednju dobijenu jednacinu sledi:

pr1+pe=0Cr=0= ¢1=—p

gde C5 = 0 sledi iz pocetnih uslova za polozaj cestica. Zamenom ¢p; = —¢s u prvu Lagranzevu
jednacinu dobijamo diferencijalnu jednacinu:

4k [4k 4k
G1+—p1=0=¢(t) = K, cos t—l—Kgsin\/it,
m m m

gde, posto je ¢1(0) = 0, konstanta K; mora da bude jednaka nuli, odnosno

|4k
g01<t) = KQ sin{/—t.
m



Takode, posto je u po¢etnom trenutku vy = Ry sledi da je RK4/ % = g, pa se konac¢no dobija:

vy M, 4k
Spl(t)_R”élksmwmt_ wo(t) .

(b) Uzimajuéi za generalisane koordinate uglove ¢; i o pokretnih ¢estica, definisane kao na slici
b), kineticka energija sistema ima oblik T = ImR2($? + $32), a potencijalna
2 1 2

1 1 1
U= ik(Rgpl — )2+ §/<;(R<p2 — )2+ 5/{7(27TR — R(p1 + @) — D)2

Kako je % = R%k(2¢1 + o — 27) i B%UZ = R%k(2¢y + p_27), iz uslova ravnoteze 8%1 = (%Uz =0

zakljucujemo da poloZaju ravnoteze odgovaraju uglovi 9 = ¢9 = 27 /3. Lako se proverava da za ove
vrednosti uglova potencijalna energija ima minimum, pa dalje problem malih oscilacija resavamo
uvodenjem novih koordinata 7, = @1 — @}, 72 = @9 — ). Sa tako definisanim generalisanim
koordinatama Lagranzeve jednacine dobijaju oblik:

o+ %771 + Epy =0,
~m + fe + e =0,

odakle se na standardan nacin za normalne frekvence dobijaju vrednosti wy = \/% iwy = \/%, kao
1 opste resenje:

( zl ) = K cos(wit + aq) ( 11 > + K5 cos(wat + ag) ( 1 ) )
) _

Normalne koordinate su & = K cos(wit + 1) i & = Kj cos(wat + a3), odnosno vaze relacije

m=&+&, m=-L+&L=> m=&+&, h=-&+6&.

Zamenom u prvobitni izraz za lagranzijan dobija se

Lo oy 1
L o= mRH@+ @) = o ((Rey = 0P+ (Reo = )P + Jh(2nR = Rlp1 +92) — 1))

= SR ) — SRR (1 (o)) = mRAE + D) — REE +38)
= mRQ(ff — wi}) + mRQ(ég —wi3) = L(fbf%fb&)-

(c) Posto u ovom slucaju sve tri ¢estice mogu da se kreéu, sistem ima tri stepena slobode, pa za
generalisane koordinate biramo uglove ¢, @9 i @3 definisane kao na slici (c¢). Kineticka energija
sistema jednaka je T = sm($] 4 @3 + ¢3), a potencijalna

1 [/2 2 9 2 9 2
U:2k[(;R—R¢3—I—R¢1—Z> +<;R—R@1+Rgp2—l) +(§R—R¢2+R¢3—l)],

pa Lagranzeve jednacine imaju oblik:
.k
$1+ — (201 —pa—p3) = 0,
m
Lk
P2 + E(—% + 209 —p3) = 0,

. k
Gs+ —(—p1 —p2+2p3) = 0.
m



Sabiranjem ovih jednac¢ina dobija se:
Pr+@e+@3=0= O1+@+@p=0 = p1+ps+p3=Cit+Cy, (14)

a oduzimanjem prve dve:

.. 3k 3k
@1—902—1—%(901—@2):0 = 1 — 2 = (C3co0s (\/;t—l—oq) . (15)

Sli¢no, oduzimanjem druge i tre¢e Lagranzeve jednacine sledi:

|3k
w2 — 3 = Cy cos ( Et + ag) , (16)

tako da se konac¢no iz jednacina (14), (15) i (16) dobija opste resenje sistema Lagranzevih jednacina

u obliku:

o1 1 9 1
vy | =(Kit+Ko) | 1 | + Kscos(wt+ay) | =1 | + Kycos(wt+ag) | 1 |, (17)
©s 1 1 9

gde je K; =C;/3, w = \/%

Komentar: Resavajuci sistem Lagranzevih jednacina onako kako se to radi u sluc¢aju standardnog
problema malih oscilacija oko polozaja u kome potencijalna energija ima minimum, za normalne
frekvence bi se dobila vrednost w = 0 i dvostruko degenerisana vrednost w = \/% Potencijalna
energija, medutim, nema minimum u tacki ¢; = py = @3 = 01 to je i razlog sto se kao moguca
vrednost za normalnu frekvencu dobija nula. S druge strane, posto je ukupni moment sila koje
deluju na Eestice jednak nuli (zasto?), ukupni moment impulsa sistema M = mR2(p1 + @2 + $3)Es
(€5 ort normale na ravan u kojoj lezi prsten) se odrzava, odakle sledi ¢; + @9 + ¢3 = C, uslov
koji smo dobili i iz Lagranzevih jednacina. Zakon odrzanja momenta impulsa je, dakle, u vezi
sa postojanjem dela reSenja Lagranzevih jednacina linearnog po ¢, koji se pojavio umesto treceg
oscilatornog resenja, za koje bi se formalno dobila nulta frekvenca.

3. (a) Sila koja deluje na ¢esticu jednaka je F = m7. lzraz za ubrzanje uz sugerisanu smenu dobija
oblik: ) )

T = 2€, + €, = ale, + bijé, , (18)
a sektorska brzina .
Fxr==(zy—iy)e, = S= iab(fﬁ—én). (19)

S druge strane, diferenciranjem jednacine trajektorije ﬁ—z + z—; = 1 u novim promenljivim dobija se:

Ui

Eaw=1= &rm=0= =—7i (20)
odakle, zamenom u izraz za sektorsku brzinu, sledi:
ab . .28 : 25
S=_n= n=—& &{=——mn. (21)

2 ab ab



Diferenciranjem izraza dobijenih za £ i 7 joS jedanput po vremenu konacno se dobija izraz za
ubrzanje:

el PR 457
r = agex + bney =925 (—bex + a6y> = —W’F, (22)
pa je sila koja deluje na cesticu jednaka
- 45%m
F=— (ab)? T (23)
(b) Efektivna potencijalna energija Udg Cestice, ¢iji je moment impulsa L, za zadatu silu ima oblik
L? o
Ueff - W - 7’7 . (24)
Posto se energija E = 1ms? + U4 odrzava u toku kretanja, oblast u kojoj se odvija kretanje
2
odredena je nejednakoséu E > U.g, odnosno:
L? «
B2 omr? 7’ (25)

Grafici koji odgovaraju efektivnom potencijalu za vrednosti v = 1,2 i 4 skicirani su na sledecoj slici
U(?ff U,

eff

\ e ‘ £

T

sa koje se vidi da je za negativne vrednosti energije kretanje cestice finitno. Slika za v = 2 nacrtana
je pod pretpostavkom da je o > L?/2m, posto u suprotnom nije moguée kretanje sa negativnom
energijom.

U slucaju v = 1 cestica se kre¢e u oblasti unutar kruznog prstena rpy, < 7 < rpax, gde su rp, 1
Tmax Manje i vece resSenje jednacine

L2
2, (26)

2mr?  r

« 212 o 212
min =T 1_ 1_ E 9 maX: P 1 1_ E . 27
" 2|F| ( moﬂ‘ |) " 2| F| ( * \ moﬂ‘ ‘) (27)

Zay=2ia > L?/2m cestica se krece u oblasti r < \/(a — L2/2m)/|E].
Za v = 4 cestica se kre¢e unutar kruznice poluprecnika

L2 16m2a
= 1+—|F|—-1].
7o im|E| (\/ + 12 |E| )

E

odnosno




