Drugi domaci zadatak iz Teorijske mehanike - 3. april 2008.

1. Problem dva tela u homogenom gravitacionom polju. (25 poena)

Dve cestice masa my i mgy povezane su oprugom zanemarljive mase, koeficijenta elasticnosti £ i
nominalne duzine [. Prvobitno, ¢estice miruju, pri ¢emu se Cestica m; nalazi na visini [ iznad
cestice mo. U trenutku t = 0, ¢estici m; saopStava se brzina intenziteta vy, vertikalno navise. Naci
polozaje cestica u proizvoljnom trenutku nakon toga.

2. Oscilacije cilindra. (30 poena)

Izracunati period malih oscilacija homogenog cilindra, polupreé¢nika osnove R i visine H, koji osciluje
u homogenom polju Zemljine teze, oko horizontalne ose koja prolazi kroz centar osnove i polovinu
izvodnice.

3. Disk na opruzi. (45 poena)

Homogeni disk radijusa R i mase m, postavljen je u svom centru normalno na lagani glatki Stap,
centar diska zakacen za tacku O oprugom koeficijenta elasticnosti k£ i nominalne duzine /. Sistem se
nalazi u homogenom gravitacionom polju, a Stap moze da rotira oko tacke O na proizvoljan nacin.
Sastaviti lagranzijan, Lagranzeve jednacine, hamiltonijan i Hamiltonove jednacine za ovaj sistem.

Resenja.

1. (a) Za zadate pocetne uslove je jasno da Ce se obe Cestice kretati duz vertikale na kojoj se
nalaze u pocetnom trenutku, pa sistem u ovom slucaju moze da se smatra dvodimenzionalnim. Ako
se za generalisane koordinate izaberu visina centra mase, 2o, u odnosu na pocetni polozaj Cestice
2, i rastojanje izmedu cestica, onda kineticka energija sistema ima oblik: T = %mz% + %,LLZQ, gde
je m = my + my ukupna masa sistema, a g = myms/m njegova redukovana masa. Potencijalna
energija sistema jednaka je U = mgz¢ + %k:(z —1)?, pa je lagranzijan sistema
1 1 1
L=-m + —ui* —mgzc — =k(z —1)*. (1)
2 2 2
Stavljanjem ovakvog lagranzijana u Lagranzeve jednacine, dobijaju se dve raspregnute diferencijalne
jednacine:
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Cija su opsta reSenja:
1
zo(t) = _§Qt2 + Ajt+ Ay, z(t) = Bycoswt + Bysinwt + 1, (3)

gde je w = \/E . Integracione konstante A; i B; odreduju se standardnim postupkom iz pocetnih
uslova, tako da se konac¢no dobija
1 mi Vo
20(t) = —=gt> + —(vot +1), 2(t) = —sinwt + 1. 4
o) = =39 + (ot +1), 2(t) = 2 @)
Polaze¢i od izraza za visinu centra mase i relativno rastojanje izmedu cestica u funkciji visina na
kojima se Cestice nalaze, 21 1 2o:
miz1 + MoZo

= -— = - 5
zc my + mo ) z 21 22, ( )

lako se dobijaju konac¢ne jednacine kretanja cestica:
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2. Ovakvo kretanje odgovara kretanju fizickog klatna, za koje je sa predavanja poznato da je period

malih oscilacija jednak
I
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gde je I moment inercije tela oko ose rotacije, a a najkrace rastojanje centra mase od ose. Moment
inercije se najlakse nalazi pomoc¢u formule

T =27

I=n-(In), (8)
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gde je 1 ort ose rotacije, a Z matrica tenzora rotacije racunata u odnosu na koordinatni sistem,



osa T lezi u ravni odredenoj osom cilindra i ortom 7 (videti sliku). Elementi matrice Z su redom
jednaki [33 = %MRQ, [12 = [13 = 123 = 0, 122 = [11, pI'l cemu je

M 2 2 M R 21 H ) o ,
In = WR2H///\/(x2+x3)dV:7rR2H/o Td?“/o dgp/o dz(rsin® ¢ 4 27)
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Sa slike se vidi da je
2Reés + Hes

VAR? + H?’

I MR?6R* + 11H? (11)
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Najkrace rastojanje a centra mase C od ose rotacije jednako je visini nad hipotenuzom pravouglog

trougla ¢ije su katete H/2 i R (kao §to se vidi sa slike). Posto je povrsina ovog pravouglog trougla

jednaka HR/4, ali i (a\/R? + H?/4)/2, izjednacavanjem ova dva izraza dobija se da je
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pa konacno sledi da je period malih oscilacija jednak

R 6R?+11H?
T = 27r\/ il (13)

69H \/AR2 + H?
3. Neka je koordinatni pocetak laboratorijskog sistema u tacki O, sa z osom orijentisanom vertikalno

navise, a pocetak sopstvenog sistema diska u njegovom centru, pri ¢emu je x3 osa normalna na ravan
diska. Kineticka energija diska jednaka je

1 1
T= 5mvé+§([1(w%+w§)+lgw§), (14)
gde je U brzina centra mase, tj. centra diska, I; = imR2 moment inercije diska oko njegovog

precnika, a I3 = %mR2 moment inercije diska oko ose x3. Kada se komponente ugaone brzine na
uobicajeni nacin izraze preko Ojlerovih uglova (videti beleske sa predavanja), rotacioni deo kineticke

energije dobija oblik
1 1 . .
ZmR2 §(gb2 sin® 0 + 0%) + (¢ cos O + )| .

Ako je rastojanje centra diska od tacke O jednako x, onda je radijus-vektor centra mase diska
7. = x€3. Sa predavanja je poznato da je
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gde su Ry, Rp i R, matrice koje odgovaraju uzastopnim rotacijama kojima se sistem osa labora-
torijskog sistema prevodi u sistem sopstvenih osa, tj.

cos® siny 0 1 0 0 cosp singp 0
Ry =] —siny cosyp 0 |, Ryp=| 0 cosf sinf |, R,=| —sinp cosp 0 |,
0 0 1 0 —sinf cos6 0 0 1
(16)
pa je odatle
€3 = sin @ sin e, — sin b cos pé, + cosbe, . (17)
Brzina centra mase ¢ je onda jednaka
To = 06+ 163 = e}[az(é cos fsin ¢ + ¢ cos psinf) + & sin  sin ¢
+ &, [x(—0cos b cos p + psinpsin ) — i sin 6 cos @] + &, (4 cos§ — zfsinh) (18)
pa je kvadrat brzine centra diska
v = i+ 226 + ¢ sin?h)
tako da se za ukupnu kineticku energiju dobija izraz
1 .
T = o™ m[? + 2%(0% + $*sin 0)] + mR2 (gp sin? @ + 62) + (pcos b + )2 | . (19)
Potencijalna energija je jednaka
1
U = mgzxcost + ik(az —1)%, (20)

pa je lagranzijan

L:; (224 2% (0% + % sin 9)]+imR2 {Q(go sin @ + 6%) + (gbcos&—i—fzb)ﬂ—mgxcos@—;k(x—l)Q.

(21)
Dalje se standardnim postupkom dobijaju Lagranzeve jednacine:
mi —ma(6* + ¢?sin®0) + mgcosf + k(z —1) = 0, (22)
d
dt< mRQQ/H—gocos@) = 0, (23)
d /1
T < mR?(pcos + 1) cos O + m(z? + R2 )¢ sin (9) =0 (24)

. 1 . 1 .
0(z* + ZR2) + 2230 — 2*¢? sinf cos § — grsin f + ZRQ sin 0(¢? cos 0 + 2p1p) = 0. (25)

Kineticka energija je homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina, pa je hamiltonijan
brojno jednak ukupnoj mehanickoj energiji. Lako se proverava da su generalisani impulsi dati
izrazima:

1 .
Dy = MI, pw:§mR2(w+gbcose),

1 1.
Dy = m{gb {x251n29+4R2(1+cos20) +2¢R20050},

1 .
o= m (ot R, (26)



odakle se generalisane brzine u funkciji generalisanih impulsa izrazavaju kao:

Y -
m’ m(z? + R%/4)’
., 4 Dy — Dy COS O
L m2(R2 + 2x2)sin”§ — R2’
. 4 —cosOp, + 2 [:)32 sin? 6 + %2(1 + cos? 9)} Py -
v = m 2(R? + 222)sin? § — R2 ’ (27)
pa se za hamiltonijan dobija funkcija
2 2 2 2 | R%\ 2
8 x° + 2= )sin“ 0
H = P LCRES IR S 2< ) (py — py cos 0)’
2m - 2m(x?+5)  mR? - m[2sin® 0(R? + 222) — R?J?
1
+ mgzcos + ik(:c —1)2. (28)
Prve ¢etiri Hamiltopove jednaéine (¢; = gg ) se poklapaju sa jednac¢inama , a jednacine p; = —gg
se svode na: p, = py = 01
Tp> 2 <R2 + 422 sin? 9)
Pr = ———- —mgcost —k(z—1)+

m(a? + £) [—RQ + 2 (R? + 22?) sin® «9]3 7
2
Py = mgrsinf + ﬁsin@ <x2 + R) X
m 4
—2p, cos 0| R? + 2% + 2sin® O( R? 4 222)] + 2py, (R? + 4% sin” 0)
3
[—RQ +2 (R? 4 222) sin® 9}

X (py cos @ — p,)



