Treéi domaci zadatak iz Teorijske mehanike - 22. maj 2008.

1. Stacionarno strujanje Stoksovog fluida kroz cev. (40 poena) Kroz jako dugacku nepokretnu
cilindri¢nu cev, ¢iji poprecni presek ima oblik elipse

pod delovanjem konstantnog gradijenta pritiska gradp = Keé, u pravcu ose cilindra, stacionarno i
laminarno tece Stoksov fluid, koeficijenta viskoznosti 7 i gustine p. Pretpostavljajuci da zapreminske
sile mogu da se zanemare, kao i da polje brzine ima oblik
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(a) odrediti konstantu C; (b) izracunati protok kroz popreéni presek cevi (uputstvo: uvesti smenu
promenljivih x = arcosf i y = brsinf); (c) izracunati silu viskoznog trenja kojom fluid deluje na
jedini¢nu duzinu cevi.

2. Relativisticko loptanje. (20 poena) Svemirski brod, sopstvene duzine L, kreée se brzinom
¢/2 u odnosu na Zemlju. Sa njegovog zadnjeg kraja bacena je lopta brzinom ¢/3 u smeru kretanja
broda. Koliko rastojanje prede lopta pre nego $to udari u prednji kraj broda i koliko traje njen let
u sistemu vezanom za: (a) brod, (b) Zemlju, (c) loptu?

3. Relativisticki oscilator. (20 poena) Cestica sopstvene mase m kreée se duz z-ose pod delo-
vanjem sile f = —mw?z, gde je w zadata konstanta. Ako se u trenutku t = 0 cestica nalazila u
tacki x = b1 imala brzinu v = 0, naci zavisnost intenziteta brzine od koordinate x u proizvoljnom
trenutku. Uveriti se da se u slu¢aju wb < ¢ dobija izraz koji odgovara nerelativistickom linearnom
harmonijskom oscilatoru.

4. Kvadrivektori. (20 poena) Dve cestice istih sopstvenih masa M kreéu se brzinom istog
intenziteta V' u odnosu na Zemlju, duz iste prave, ali u suprotnim smerovima. Kolika je ukupna
energija ovakvog sistema u odnosu na Zemlju? Kolika je energija svake od ¢estica u i inercijalnom
sistemu koji se u odnosu na Zemlju kre¢e brzinom u u pravcu i smeru jedne od cestica? Da li je
ukupna energija sistema veca u ovom sistemu ili u sistemu vezanom za Zemlju?

RESENJA 1. (a) Posto je
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i ‘(ji—f = %f + (- V)¥ = 0, zamenom u Stoksovu jednacinom, iz njene projekcije na z—osu, direktno
sledi vrednost konstante C" K o
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(b) Protok kroz poprecni presek cevi jednak je
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gde je S povrsina elipse 2—; + %—; = 1. Sa predlozenom smenom promenljivih dalje se dobija
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(c) Iz oblika polja brzine jasno je da su svi parcijalni izvodi v; = v, 1 v = v, komponente brzine

jednaki nuli, kao i da g—;i = % = 0, tako da je tenzor brzine deformacije reprezentovan matricom:
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Vektor napona koji deluje na elementarnu povrsinu, ¢iji je ort normale 77, jednak je 1377 =
(—pZ + 2nV)7i. Ort normale na povrsinu cevi najlakse se odreduje pomoc¢u gradijenta funkcije
F(z,y,2) = 2—2 + ZI’)’—; — 1, posto jednacina F'(z,y, z) = 0 predstavlja jednacinu povrsine cevi. Na taj
nacin je
gradF'(z,y, z)
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pa je
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gde je znak minus uzet poSto tecnost ”iznutra” deluje na zid cevi. Sila viskoznosti po jedinici
povrsine jednaka je tangencijalnoj komponenti napona, pa je sila viskoznosti koja deluje na jedini¢nu
duzinu cevi
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gde je dS elementarna povrsina na cevi, a S je povrSina odsecka cevi jedini¢ne duzine. Jano je da
je dS = dzdl, gde je dl duzina elementarnog luka elipse, tj.

dl = /(dz)? + (dy)?.

Ako ponovo iskoristimo predlozenu smenu promenljivih elementarna povrsina postaje
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a trazena sila viskoznosti
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2. (a) U sistemu vezanom za brod lopta prede rastojanje L krecuéi se brzinom ¢/3, pa joj je za to

potrebno vreme t = 3L/c.
(b) U sistemu vezanom za Zemlju, u skladu sa formulom za kontrakciju duzine, brod ima duzinu

L, = L\/1 —u2/c® = L\/3/2, posto je brzina broda u odnosu na Zemlju jednaka u = ¢/2. S druge



strane, relativna brzina lopte u odnosu na Zemlju je, prema relativistickom zakonu slaganja brzina,

jednaka
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Posto je, gledano sa Zemlje, rastojanje koje lopta prede jednako
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gde je t vreme leta lopte, takode u sistemu vezanom za Zemlju, zamenom izraza za L, i v dobija se
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(c) U sopstvenom sistemu lopta miruje, tj. ne prelazi nikakvo rastojanje, ali joj se zadnji kraj broda

priblizava brzinom ¢/3 i prede ukupno rastojanje
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pre nego Sto stigne do nje. Odatle je odgovarajué¢e vreme u sistemu vezanom za loptu jednako:
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3. Zadatak se najlakse resava pomocu jednacine koja opisuje promenu relativisticke energije:
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koja se u ovom slucaju svodi na jednacinu
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Posto je zz = %(%ﬁ) iz prethodne jednacine direktno sledi
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gde je integraciona konstanta odredena iz pocetnih uslova. Odatle se elementarnim racunom dobija

intenzitet brzine u funkciji koordinate:
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U slucéaju wb < ¢ aproksimativno se dobija
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pa je |&] = wyvb? — 2. S druge strane, za nerelativisticki linearni harmonijski oscilator iz zakona
odrzanja energije takode sledi:
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E= §m5c2 +gmwiat = §mw2b2 = |i| =wvb® —22.

4. U sistemu vezanom za Zemlju cestice imaju istu energiju £y = Ey = Mc?/,/1 —V?2/c2, pa je
ukupna energija jednaka
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4-vektori impulsa Sectica u sistemu vezanom za Zemlju imaju oblik
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gde je x osa orijentisana u smeru kretanja cestice 1, a p = MV/,/1 —V2/c2. U sistemu koji se u
odnosu na Zemlju kre¢e brzinom u u pravcu i smeru kretanja prve Cestice, 4-vektori impulsa cestica
se dobijaju primenom Lorencove transformacije
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gde je 3 = %, v = 1/4/1 = 3% Posto su vremenske komponente 4-vektora impulsa uvek jednake
E/ec, odatle direktno slede izrazi za energije ¢estica u sistemu koji se kreée u odnosu na Zemlju:
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pa je ukupna energija u ovom sistemu jednaka
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