Prvi koLoKvIJUM 1Z TEORIJSKE MEHANIKE - 2. APRIL 2007.

Dve cestice, masa m; i ms, povezane laganim neistegljivim koncem, kreéu se u homogenom
gravitacionom polju, pri ¢emu se tacka mase m; stalno nalazi na glatkom horizontalnom stolu, a
tacka mase mgy visi na drugom kraju konca, koji je provucen kroz mali otvor na stolu (vidi sliku).
Smatrajuéi da se tacka mqy kreée samo po vertikali, ovaj sistem moze da se razmatra kao sistem sa
dva stepena slobode.
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. (25 poena) Uzimajuéi za generalisane koordinate polarne koordinate r i ¢ u ravni stola (koor-
dinatni pocetak se poklapa sa otvorom na stolu), formirati lagranzijan i Lagranzeve jednacine.

2. (12 poena) Polaze¢i od Lagranzevih jednacina, pokazati da r(t) zadovoljava diferencijalnu
jednacinu oblika # = f(r). Kakav oblik ima funkcija f(r)?

3. (25 poena) Pokazati da se iz jednacine dobijene u prethodnom delu zadatka moze dobiti
integral kretanja koji je ekvivalentan zakonu odrzanja ukupne mehanicke energije sistema.

4. (13 poena) Pokazati da je moguée takvo kretanje sistema pri kome je 7 = 79 = const. Cemu
je jednaka ukupna energija sistema u tom sluc¢aju? Uzeti da je ukupna duzina konca [.

5. (25 poena) Uvodenjem nove koordinate n = r — ro, |n| < rg, linearizovati jednacinu © = f(r)
i pokazati da je kruzna trajektorija r = ry stabilna. Kolika je frekvenca odgovarajuc¢ih malih
oscilacija?

RESENJE

1. Kineticka energije cestice koja se krec¢e u ravni je 77 = %(r2 +7%¢?), a potencijalna jednaka nuli,

dok je za cesticu koja se kre¢e po vertikali kineticka energija jednaka T, = %7”2, a potencijalna:
Uy = —mgag(l — r). Onda je lagranzijan L = Ty + Ty — U, jednak

1 1
L= 5 (mu+mo)i® + Simur® " — magr + magl. (1)

Vidi se da je ¢ ciklicna koordinata, tako da se odgovarajuc¢a Lagranzeva jednacina svodi na integral
kretanja
myr?p = M = const, (2)

koji je je ekvivalentan zakonu odrzanja momenta impulsa sistema. Koordinati r odgovara jednacina:
(my + ma)i — myrg® +maeg = 0. (3)

1



2. Zamenom ¢ = M/(m;7?) iz jednacine (1) u jednac¢inu (3) direktno se dobija jednacina oblika

7 = f(r), gde je P !
f(r) = - (4)

my(my +mo) 13 my+ms

3. Posto je 7 = % (%7’2) iz jednacine dobijene u prethodnom delu zadatka sledi
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odakle je integraciona konstanta C' jednaka
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S druge strane, ukupna mehanicka energija jednaka je
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pro L magl,  (7)

pa je E' = C(my +ms) —magl, tj. dobijeni integral kretanja zaista je ekvivalentan zakonu odrzanja
ukupne energije.

4. Stavljajuéi r = ry u jednacinu # = f(r) dobijamo algebarsku jednacinu

M? 1 m
— = 2 g, (8)

my(my +my) T3 my +my

M2 1/3
o = ( ) )
mimsag

sto znaci da je ovakvo kretanje moguce.

koja ima pozitivno reSenje

5. Zamenom r 3 ~ 1y 3(1 —3n/ro) i vrednosti 1o, dobijene u prethodnom delu zadatka, u jednacinu
i = f(r) dobija se jednac¢ina
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Cije opSte resenje ima oblik 7(t) = A cos(wt + a), gde je

3mag

W= 4|—
(my + ma)ro

Sto znaci da kruzna putanja jeste stabilna, tj. ako dode do male perturbacije nova trajektorija ce
oscilovati oko nje sa frekvencom w.



