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Materijalna tacka mase M krece se po horizontalnoj pravoj, pri cemu je oprugom, koeficijenta
elasticnosti k£ i nominalne duzine a, vezana za vertikalan zid. Na ovu tacku zakaceno je matematicko
klatno, mase m i duzine R.

1. (40 poena) Uzimajuéi za generalisane koordinate rastojanje = tela M od vertikalnog zida i
ugao ¢ otklona matematickog klatna od vertikale, sastaviti lagranzijan i napisati Lagranzeve
jednacine.

2. (10 poena) Sastaviti diferencijalne jednacine kretanja ako pored gravitacione i elasti¢ne sile na

tela deluje i sila otpora sredine, oblika —y¥, gde je v zadata konstanta (ista za obe materijalne
tacke).

3. (25 poena) U slucaju kada je M = m i v = 0, na¢i normalne frekvence malih oscilacija oko
stabilnog polozaja ravnoteze.

4. (25 poena) U slucaju kada je M = m, v = 01i k/m = g/R nadi konacne jednacine kretanja
za proizvoljne pocetne uslove pri kojima dolazi do malih oscilacija (tj. nacéi opste resenje
problema malih oscilacija).

NAPOMENE: Izrada zadatka traje 120 minuta. Nije dozvoljena upotreba nikakve literature. Resenja
bez obrazlozenja i jasno definisanih oznaka NECE BITT PREGLEDANA.
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1. Dekartove koordinate matematickog klatna su
Tm =+ Rsinp, vy, = Rcosp,

odakle je

2

T =3+ Rpcosyp, Om=—Rpsing = 02 =i’ +92 =i> + R*p* + 2Rpicosp,
pa je kineticka energija sistema jednaka
1 .9 1 2 .9 ..
T = §(M +m)i° + gm(R O+ 2Rpi cos ) .
Potencijalna energija sistema je

1
U= §k(x —a)> —mgRcos p,

pa je lagranzijan

L=T-U=3(M+m)i*+ 3m(R*$* + 2Rpi cos ) — tk(x — a)®> + mgRcos ¢ .

Odatle sledi:
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9% (M +m)i +mRpcosp = TR (M 4+ m)i + mRpcosp —mRp~sin g,
L

gl’ = —k'(.CL’ - Cl) )
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(;b = m(R*+ Ricosp) = dtggb =m(R*) + Ricosp — Ripsing),
L

a— = —mRpxsinp —mgRsine
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pa su Lagranzeve jednacine
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T3 B35 = 0o = (M +m)E + mRpcosp —mRp*sing + k(z —a) =0/,

d oL OL
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gde su Q," i @, generalisane sile koje odgovaraju redom koordinatama z i ¢, a poticu od sile
otpora. Ove generalisane sile su po definiciji jednake

- Ory = Or, Oryr o,
o= Fy My F T gy 2 g T
@ Mo + ox oM ox i ox
= —(Uprr+ €p + Uy - €) = —7(22 + Rpcosp),
- Orfy = Or, Oy Or, o7,
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= —v |z ’ + Um Y = —v[(& + Rpcosp)Rcosp + (—Rpsinp)(—Rsin ¢)]
dp dp

= —vyR(icosp+ Rp),

tako da sistem diferencijalnih jednacina kretanja, kada postoji sila otpora, ima oblik

(M +m)Z +mRp cos o — mR@*sinp + k(x — a) = —y(2% + R cos p),
m(Rp + & cos p + gsinp) = —y(i cosp + Ryp).

3. Kada je M = m iy = 0 Lagranzeve jednacine (1)) se svode na sistem
2i + R cosp — Rp?sing + £(z —a) =0,
Rp+dcosp+gsing = 0.
Zamenom x = const = xg i ¢ = const = y u ovaj sistem dobijamo jednacine

k
—(zx—a)=0, g¢gsinp=0,
m
iz kojih direktno sledi da ravnotezi odgovara polozaj definisan vrednostima xg = a i g = 0. Posto
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u ravnoteznom polozaju su zadovoljeni uslovi
oU oU 9°U gy 2u
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pa potencijalna energija ima minimum u tom polozaju, koji onda, po Lezen-Dirihleovoj teoremi,
odgovara stabilnoj ravnotezi.
Linearizacijom Lagranzevih jednac¢ina u okolini nadenog polozaja stabilne ravnoteze dobija se

sistem
2 + En + R¢ = 0, @)
o+ Ry +gp = 0,

gde je n = x—a, odakle standardnim postupkom sledi jednacina za odredivanje normalnih frekvenci:
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pa je konacno | wi, = 5 (m + Eg + \/R) '

4. Ako je k/m = g/R za normalne frekvence se dobijaju vrednosti

b 3+\/32 o — 3—\/5g
1SV TR 2TV T R
(1)

Zaw=w;in= A7 cos(wit + ), p = Agl) cos(wit + o) iz sistema diferencijalnih jednacina 1’

onda sledi Y
]_ _
A = L V2 Ra),

doksezaw=wyin= A§2) cos(wot + ag), @ = A?) cos(wsat 4+ ) dobija:
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pa su konacne jednacine kretanja

1-vV5 1+v5
( n(t) ) = Cicos(wit + ar) ( 2 - H > + Oy cos(wat + as) ( ) 1 )

1

gde su C1, Cy, aq 1 s konstante koje se odreduju iz pocetnih uslova.



