Druct KoLokviJuM 1Z TEORIJSKE MEHANIKE - 8. MmaJ 2007.

Dva jednaka Stapa, mase m i duzine L svaki, okaceni jedan o drugog, kao $to je prikazano na
slici, mogu da osciluju u vertikalnoj ravni pod delovanjem gravitacione sile (§ = gé,). Uzimajuéi
za generalisane koordinate uglove otklona ¢ i @9 Stapova od vertikale

1. (30 poena) sastaviti lagranzijan;

2. (20 poena) sastaviti hamiltonijan;
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3. (15 poena) izraziti ukupni moment impulsa M sistema

(u odnosu na tacku o koju je okacen gornji Stap) u
funkciji kanonskih promenljivih @1, @9, p1 1 pa;

4. (35 poena) za slucaj malih oscilacija oko vertikalnog
polozaja ravnoteze (p; = @y = 0) sastaviti aproksima-
tivne izraze za lagranzijan, hamiltonijan, Hamiltonove
jednacine i Poasonovu zagradu [M, H].

RESENJE

1. Kineticka energija gornjeg Stapa jednaka je T} = %Ilgb%, gde je I} = %mLZ. Kineticka energija
donjeg stapa je Ty, = %mvf%—%]gb%, gde je v, brzina centra mase drugog Stapa, a [ = %mL? Posto je
Yo = Lsin g, —i—% sin g i x. = Lcosp+ % cos (pg, dobija se Ty = mTLQ(Sgb% + 3+ 3199 cos(pa —p1)).
Potencijalne energije gornjeg i donjeg stapa su redom jednake U; = —%mgL cospy 1 Uy = —mgLx,,
pa je lagranzijan sistema jednak
mL2 .9 .9 .. 1
L=T+T,—U —Uy=——(4¢1 + 5 + 312 cos(pa — 1)) + §mgL(3 cos 1 + cosg). (1)

6
2. Generalisani impulsi su po definiciji jednaki
oL  mL? oL  mL>
=0 = 8p1 + 3¢ — =—= 29 + 3¢ — 2
M= 85 T (81 4 32 cos(w2 — 1)), P2 E (202 + 31 cos(p2 — 1)), (2)
odakle sledi sistem jednacina po ¢p i 9
. . 6p1
P14+ 3pa cos(pa2 — 1) " (3)
. _ 6
3p1008(p2 — 1) + 209 = mpLg2 (4)
¢ijim resavanjem dobijamo
, 6 2p; — 3pacos(pa — @ ) 6 8pa — 3py cos(pe — @
1 1 2 cos(po 1) 5 2 1 cos(¢pa 1) . (5)

T mL? 16 — 9 cos?(p2 — 1) " mlL? 16— 9 cos?(pa — 1)

Posto je hamiltonijan u ovom slucaju jednak zbiru kineticke i potencijalne energije, sledi

H=T+U =

6 pi+4ps —3pipacos(pa — 1) 1
mL? 16 — 9 cos? (s — 1) oM (3 cos 1 + cos ps) (6)

1



3. Moment impulsa gornjeg stapa jednak je M, =1, p1€,. Moment impulsa donjeg Stapa M, jednak
je 5
My = mi, X ¥, + T9%,, (7)

gde je 7, = 1€y + Y€y, Up = Te, Wo = P26, a Z(© tenzor inercije tapa u odnosu na njegov centar
mase:

0
0, (8)
1

gde je x1 osa izabrana u pravcu samog Stapa, s normalno na nju u ravni kretanja stapa, a x3 osa
je u pravcu z ose. Zamenom izraza za x. i y. nadenih u prvom zadatku dobija se

- S . 1 /1 1
M, = é.mL? [901 (1 + 3 cos(py — g02)> + ¢ (3 + 3 cos(py — goz))] : (9)
Ukupni moment impulsa je onda jednak

T 1 B}
M = My+M, = &mL? [901 (3 + 3 cos(p1 — 902)> + ¥ <3 + 3 cos(p1 — @2))] = (p1+p2)e., (10)

gde smo iskoristili izraze (5).

4. U slucaju malih oscilacija lagranzijan dobija oblik

mL? o 1 2 2
L= = (4@1 + ¢ +3¢1¢2) = imgL(3ei + #3), (11)
a hamiltonijan:
1
H = W(P% +4p5 — 3pips) + ngL(?’SO% +¢3). (12)
Hamiltonove jednacine onda imaju oblik:
i 6 ) 3
Y1 = W(Zpl —3p2), 1= —imgL%, (13)
i 6 ) 1
Y2 = W(—iﬁ?l +8p2), P2 = —§mgL<,02, (14)

a trazena Poasonova zagrada jednaka je

oM OH oM OH L
=~ Bp) + @) (15)

M,H|=— — =
[ ] Op1 01 Ops Oy 2
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Kuglica mase m moze da klizi duz glatke Sipke, ucvrséene svojim krajevima u tackama A i B
na kracima pravog ugla AOB, koji rotira oko svog vertikalnog kraka OA konstantnom ugaonom

brzinom w. Kuglica je za tacke A i B zakacena jednakim oprugama, konstanata elasticnosti k i
nominalne duzine [. Poznato je da je /OAB = «,

kao i da je AB = 2.

Q.

1. (60 poena) Sastaviti lagranzijan i La-
granzevu jednacinu.

2. (40 poena) Ako je w? = k/(msin®a), a
u trenutku ¢ = 0 se kuglica nalazila na
jednakom rastojanju od tacaka A i B, pri
¢emu joj je kineticka energija bila jednaka
sml?w?sin® o, naéi konacne jednacine kre-
tanja kuglice.

RESENJE

1. Za generalisanu koordinatu izaberimo rastojanje x kuglice od tacke A. Kineticka energija kuglice,
izrazena u cilindricnim koordinatama, koje su izabrane tako da je osa z odredena pravcem i smerom
vektora w, a koordinatni pocetak je u tacki O je T = 2(7? + r’w? 4+ £%). Posto je r = xsina i
z = OA—x cos a, za kineticku energiju se dobija izraz T' = % (i#*+2°w? sin® a). Potencijalna energija
jednaka je U = mg(OA — zcosa) + 2k((z — 1)* + (2L — x — 1)?) = —mga cos a + k(z — 1)* + const,
tako da za lagranzijan mozemo da uzmemo izraz

L = %(x2 + 2*w?sin® @) + mgx cos a — k(x — 1)?, (16)

a Lagranzeva jednacina dobija oblik:

2k 2kl
i+<—wzsin2a>x:gcosoz+. (17)
m m

2. U ovom slucaju Lagranzeva jednacina se svodi na

k 2kl
i+ —r=gcosa+—, (18)
m m

| k | k
x(t) = Acos|/—t+ Bsiny| —t + I cosa+ 2. (19)
m m k

Posto je u pocetnom trenutku

Cije je opsSte reSenje

am

z(0) = A 7008a+2l:l, (20)



sledi da je A = %% cosa — [. Sli¢no,

ali kako je

1
T(0) = 2 ((#(0)) + Pt sin® @) = SmiPu? sin’ a.

jasno je da je B = 0, tako da je

x(t) =1+ (g;ncosoz—l—l) (1 —cos\/gt) :

(21)

(22)

(23)



