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Homogena kocka ivice a i mase m u homogenom gravitacionom polju g
moze da rotira oko fiksirane horizontalne ose koja se poklapa sa dijagonalom
jedne od strana kocke. Uzimajuéi za generalisanu koordinatu ugao ¢ otklona
centra mase od vertikale:

1. (50 poena) sastaviti lagranzijan, Lagranzevu jedna¢inu, hamiltonijan i
Hamiltonove jednacine;

2. (20 poena) izracunati Poasonove zagrade: (a) komponente M momenta
impulsa kocke duz ose rotacije i hamiltonijana: [M, H|, (b) kineticke
energije i hamiltonijana: [T, H|;

3. (30 poena) naéi ¢(t) ako se u pocetnom trenutku, ¢ = 0, centar mase
kocke nalazio u najnizem mogucéem polozaju i imao brzinu intenziteta
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RESENJE.

1. Posto kocka rotira oko fiksirane ose, njena kineticka energija jednaka
je T = %I ¢?, gde je I moment inercije kocke oko ose rotacije. Moment
inercije I moze da se izracuna pomocu formule I = 7i- (Zi7), gde je Z matrica
koja odgovara tenzoru inercije u sopstvenom koordinatnom sistemu kocke,
izabranom kao na sledecoj slici, a 77 ort ose rotacije.
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Matrica Z ima oblik
A B B
I=| B A B |, (1)
B B A

gde medusobna jednakost dijagonalnih, odnosno vandijagonalnih elemenata
sledi iz simetrije. Konkretno:

A = I —/dm x2+x3 / / / dzydrodrs( x2+x3)
= / / dzodzs( x2+$3 —2—/ / dﬂfgdl‘giEQ
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= 2— 2= == 2
a/o day x5 3a$20 3ma, (2)

B = ]12 = —/ dmxlxg = —%/ / / d$1d$2dl’3$11‘2
a” Jo Jo Jo
a ra a 2 1
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Posto je i = (€, + €)/+/2 za moment inercije se dobija

. A B B\ (1 .
I = 5(110) B A B L | =A+B=_gmad,  (4)
B B A)\o0

pa je kineticka energija kocke: T = 254ma ¢?. Potencijalna energlja racunata

u odnosu na nivo u kome lezi osa rotacije, jednaka je U = —nga cos @, tako
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da lagranzijan ima oblik

15 1

L= §Ema2¢2 + gmgacos g, (5)
a Lagranzeva jednacina
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Generalisani impuls p,, je po definiciji jednak
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pa je hamiltonijan
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2. (a) Kako je M = I = p,, Poasonova zagrada [M, H], po definiciji je
jednaka
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(b) Kineticka energija u kanonskim promenljivim ima oblik: T' = £ L “2;2, pa

je
6 39 6g .

T,H|=[T,T+ U] = — [pz,,U] = —gg[p?wcos o] = ~ 5 Pesing. (11)

3. Ukupna energija kocke se odrzava, tj.
1 1 1 1 1
E = 51'@2 — 5mgacosy = 5[9{'32(0) — 5mga = ymga, (12)

gde je ugaona brzina ¢(0) izracunata iz pocetne brzine centra mase: vy =
5¢(0). Iz zakona odrzanja energije dalje sledi

dle/2) _ [69 (13)

Cos % ba

P = m}qa(l + cosp) =




odakle je

f 5a/ 5a/ b dtg(e/4) 5£1n1+tg(@/4)
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odnosno
eVl — 1
e'Via +1



