1 Osnovne postavke klasiéne nerelativisticke mehanike

Osnovni model koji koristimo u mehanici je materijalna tacka (ili €estica). Jednostavno receno, materijalna tacka
je geometrijska tacka kojoj pridruzujemo masu. Da li se neko telo moze tretirati kao materijalna tacka ili ne, zavisi
od toga kakav fenomen posmatramo. Generalno, fizicko telo se moze aproksimirati modelom materijalne tacke, tj.
njegova unutrasnja struktura i dimenzije se mogu zanemariti, pri kretanjima u toku kojih se ono kreé¢e u oblasti ¢ija
je zapremina mnogo veca od njegove sopstvene zapremine.

Kretanje Cestice posmatra se u odnosu na neki referentni sistem. U referentnom sistemu definisemo koordi-
natni sistem. Najjednostavniji koordinatni sistem je Dekartov pravougli sistem, ali se osim njega ¢esto koriste i
drugi, krivolinijski koordinatni sistemi: cilindriéni, sferni itd.

Osnovna veli¢ina koju pridruzujemo cestici je njen vektor polozaja 7(t). Zavisnost vektora polozaja cestice od
vremena t, tj. izraz ¥ = 7(t), zvaemo kona¢na jednaéina kretanja. Brzina cestice se definiSe kao izvod njenog
vektora polozaja po vremenu, tj.

Impuls cestice mase m, koja se kreée brzinom ¢ definiSe se kao

=mu.

Sy

Ako se impuls p’ Gestice menja u toku vremena kazemo da na cesticu deluje sila F', pri ¢emu vazi

o
Sy

=F, (1)

d

Sto predstavlja osnovni dinamicki zakon (II Njutnov zakon). Ako je masa m konstantna, prethodna jednacina se
svodi na poznati izraz

~+

md = F. (2)
Izraz md ¢emo zvati dinamicka sila, a sila F' u inercijalnim sistemima poti¢e samo od interakcije medu Cesticama
(tzv. prava sila). U daljem toku izlaganja ¢emo pretpostavljati da radimo u inercijalnim sistemima (osim ako se
posebno ne naglasi suprotno), tj. pod F' ¢emo uvek podrazumevati pravu silu, ¢ije su osnovne osobine ustanovljene
tzv. postulatima sile.

1.1 Postulati sile

Iskustvo pokazuje da sila u inercijalnim sitemima zadovoljava sledece osobine:

1. Zakon inercije: u inercijalnim sistemima cestica (stalne mase) ostaje u stanju mirovanja ili ravnomernog
pravolinijskog kretanja ako ne interaguje ni sa kakvim drugim cesticama, tj. ako na nju ne deluje nikakva
sila (I Njutnov zakon).

2. Sila interakcije izmedu dve Cestice, ¢ije su mase, vektori polozaja i brzine redom jednaki mq, 7, U1 1 ma, Ta,
Us, zavisi samo od relativnog radijus vektora i relativne brzine Cestica. Znagci, ako sa Fhy oznaéimo silu kojom
Cestica 2 deluje na cesticu 1, onda je . .

Fy1 = Fo (7 — 75,01 — ¥2) . (3)

3. Stavise, sila interakcije izmedu dve Cestice je kolinearna sa relativnim vektorom polozaja Cestica i ima oblik

(4)

5 o T
Foy = f(r1 — 75,01 — ¥2) 5=,
|7 — 73]
pri ¢emu vaze principi

e superpozicije, tj. ukupna sila ]33 kojom cestice 1 i 2 deluju na neku treéu Cesticu, jednaka je vektorskom
zbiru sila kojom cestice 1 i 2 pojedina¢no deluju na nju, tj. F3 = Fiz + Fag i
o akcije i reakcije, tj. sile kojom dve ¢estice uzajamno deluju jedna na drugu, jednake su po intenzitetu i
pravcu, a suprotnog su smera:
Fy = —Fip (5)

(IIT Njutnov zakon,).



1.2 O inercijalnim sistemima

Sve do zasnivanja specijalne teorije relativnosti, smatralo se da postoji apsolutni referentni sistem koji miruje, a svi
sistemi, koji bi se kretali konstantnom brzinom u odnosu na njega nazivani su inercijalnim sistemima. Danas se zna
da postojanje apsolutno mirujuéeg sistema nije moguée utvrditi, pa se koristi tzv. Ajnstajnova definicija:
Inercijalni sistem je referentni sistem u kome telo koje ne interaguje sa drugim telima ostaje u stanju mirovanja
ili ravnomernog pravolinijskog kretanja.
Za nase potrebe za sada je dovoljno pretpostaviti da postoji barem jedan inercijalni sistem, a svaki drugi koji se
u odnosu na njega krece konstantnom brzinom je takode inercijalan.

Galilejeve transformacije opisuju kako se menjaju koordinate nekog fizickog dogadaja pri prelasku iz jednog
u drugi inercijalni sistem. U nerelativistickoj fizici smatra se da je vreme apsolutno, tj. da je vremenski interval
izmedu dva dogadaja isti u svim inercijalnim sistemima. Posmatrajmo dva inercijalna sistema S i S’; u kojima smo
koordinatne sisteme (Dekartove) izabrali tako da se u pocetnom trenutku poklapaju, dok im u daljem kretanju ose
ostaju paralelne, a sistem S’ se u odnosu na S krece duz zajednicke x—ose, brzinom konstantnog intenziteta u. Sa
slike se onda jasno vidi da Galilejeve transformacije imaju oblik

¥=x—ut, Y=y, =2z (6)
i, naravno, vazi
t'=t. (7)
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Ocigledna posledica Galilejevih transformacija je da je vektor relativnog polozaja izmedu dve tacke isti u svim
inercijalnim sistemima, tj.
=Ty =T — 7, (8)
kao i da se relativna brzina ne menja pri prelasku iz jednog u drugi inercijalni sistem (posto je vreme apsolutno), tj.
U — Uy = U — U (9)
Takode se lako proverava da je i ubrzanje Cestice isto u svim inercijalnim sistemima

i=a. (10)

Ako sada uo¢imo izolovan sistem od dve Cestice, onda osnovni dinamicki zakon za npr. esticu 1 u sistemu S ima
oblik
mydy = Foy (7] — 7%, U1 — ¥2) , (11)

odakle, zbog Galilejevih transformacija, vazi
myd@y = Fou (7 — 7%, 7 — ) , (12)

§to znac¢i da osnovni dinamicki zakon u ovom slu¢aju ima isti oblik u svim inercijalnim sistemima, pri ¢emu smo
iskoristili i iskustvom potvrdenu ¢injenicu da je masa Cestice ista u svim inercijalnim sistemima.



1.3 Diferencijalne jednacine kretanja za sistem cestica

Posmatrajmo sistem od N cCestica, koje interaguju medusobno, ali ne i sa okolnim telima. Takav sistem zovemo
izolovan sistem cCestica. Sila koja deluje na v—tu Cesticu jednaka je zbiru svih sila kojima ostale Cestice iz sistema
deluju na nju, tj.

—

N
F, = Z F‘;w , pricemuje Fy,, =0, (13)
pn=1

za svako p, tj. Cestice ne interaguju same sa sobom. Posto je, po postulatima sile

—

Fop = Fu(Fy = 70y Ty — T,) (14)
ukupna sila koja deluje na v—tu Cesticu je funkcija vektora polozaja i brzina svih Cestica sistema, tj.
Fy=F, (PN, 01, N) - (15)

Posmatrajmo sada neizolovan sistem, koji se sastoji od n Cestica. Ako taj sistem ”dopunimo” do izolovanog
sistema, koji sadrzi ukupno N cestica, silu koja deluje na proizvoljnu Cesticu iz uoCenog neizolovanog sistema,
mozemo da napisemo u obliku

—

ﬁl/:ﬁy(Fla"'7Fn7Fn+1(t)7"'7FN(t)71717"'5177171777,-‘,-1(2‘:)7"'76]\/(1;)) :F:(’Flv"'7Fnaﬁla"'aﬁnat)7 (16)

gde smo eksplicitnu zavisnost sile ﬁl, od vektora polozaja i brzina cestica kojima smo sistem ”dopunili” do izolovanog,
zamenili eksplicitnom zavisno§¢u od vremena u funkciji ﬁ;‘ Odatle zakljucujemo da eksplicitna zavisnost sile od
vremena ukazuje na neizolovanost sistema.

Ako napiSemo osnovnu jednacinu dinamike za svaku Cesticu neizolovanog sistema, dobijamo sistem vektorskih
jednacina

- %/ = O —
miay - F1(T17"'7Tn71}17"'avnat)
— Sk [ — — — —
mpn = Fn(Th'--,’I”n,7)17"',1)n7t)
(17)
odnosno, uzimajuéi u obzir definicije brzine i ubrzanja
-, Pl o R R
miry = F1(Tl,"'77"n,7”1,"',7"n,t)
- P Loy -
mnry = Fn(’f‘l,"',’l"n,’l’l,"',7'7,,,t) (18)

Ako poznajemo sve sile koje deluju na sistem, ovaj sistem predstavlja sistem od n obi¢nih diferencijalnih vektorskih
jednacina drugog reda, u kome su nepoznate funkcije vektori polozaja svih n Cestica sistema, a nezavisno promenljiva
vreme t. Ove jednacine predstavljaju diferencijalne jednaéine kretanja i, ako su poznati pocetni uslovi, tj.
polozaji i brzine ¢estica u pocetnom trenutku, u principu je moguée naéi konacne jednacine kretanja 7 (), - - -, 7 (1).

Iz Galilejevih transformacija (odnosno njihovih posledica (8), (9) i (10)) sledi da diferencijalne jednacine kre-
tanja zadrzavaju isti oblik u svim inercijalnim sistemima, §to znaci da su zakoni mehantke isti u svim inercijalnim
sistemima. Ovaj stav poznat je kao Galilejev princip relativnosti. Takode, iz ¢injenice da su u njima izvodi
nepoznatih funkcija 7(t) najviseg, tj. drugog reda izrazeni eksplicitno u funkciji svih ostalih veli¢ina, sledi da ove
jednacine za proizvoljne pocetne uslove imaju jednoznacéno resenje (pod dosta Sirokim opstim uslovima, koji su u
mehanici po pravilu zadovoljeni). Ovo je posledica jedne matematicke teoreme, a fizicki to znaci da sile koje deluju na
sistem i kinematicko stanje sistema (tj. poloZaji i brzine cestica) u bilo kom trenutku jednoznacéno odreduju kretanje
tog sistema, kako u proslosti tako i u buducnosti, Sto predstavlja sadrzaj tzv. mehaniékog principa kauzalnosti.



2 Osnovne teoreme mehanike

2.1 Teorema kineticke energije

Posmatrajmo sistem od NN Cestica. Interesuje nas za koliko se promeni njegova ukupna kineticka energija T za
infinitezimalno malo vreme dt. Posto je

I
T = Z §m,,v5 ,
v=1
odgovarajuca promena kineticke energije jednaka je
N
dT = Z m,U, dU,
v=1
Kako je
dv, = da, dt

izraz za d1' se moze prepisati u obliku

a posto je
dr, = v, dt,
konaé¢no je
N N
dT =Y myd, dr, =Y  F,di, =dA, (19)
v=1 v=1

gde smo iskoristili osnovni dinamicki zakon za svaku Cesticu, a sa dA oznacili ukupan rad svih sila koje deluju na
sistem izvrSen za vreme dt. Ova relacija predstavlja matematicki izraz teoreme kineticke energije: promena
kineticke energije sistema jednaka je ukupnom radu izvrSsenom za isto vreme na sistemu.

2.1.1 Zakon odrzanja ukupne mehanicke energije

Sile F, koje se mogu izraziti preko skalarne funkcije U (7, -, 7y, t) kao

ou , oU 8U_,> (20)

F, = —grad U = — (6—%630 + 3—yuey + aez
nazivaju se potencijalne sile, a funkcija U potencijalna energija sistema. Ako U ne zavisi eksplicitno od vremena,
kazemo da su odgovarajude sile konzervativne. (Primeri: sila koja deluje na Gesticu u homogenom gravitacionom
polju, elasti¢na sila itd.)

Ukupna mehanicka energija sistema FE se definiSe kao zbir njegove kineticke T i potencijalne energije U.
Ako su sve sile koje deluju na sistem konzervativne, onda je njihov ukupni rad jednak

N N N

= S ou ou ou

dA =Y "F,-dr, = - grad,U-di, =—_ (%d% + T%dyu + azydzl,> = —dU, (21)
v=1 v=1 v=1

$to znadi da rad koji izvrse konzervativne sile zavisi samo od pocetnih i krajnjih tacaka cCestica na koje te sile deluju,

a ne i od nacina na koji je put preden. S druge strane, iz teoreme kineticke energije (19) je dT' = dA, pa je

dl'=—-dU = d(T+U)=dE=0 = FE =const, (22)

tj, vazi zakon odrzanja energije: ako su sve sile koje deluju na cestice sistema konzervativne, onda se ukupna
mehanicka energija sistema odrzava (drugim re¢ima, predstavlja integral kretanja). Jasno je da zakon odrzanja
energije vazi i ako osim konzervativnih sila deluju i tzv. giroskopske sile, tj. sile koje ne vrse rad (npr. Lorencova

—

sila qU' x E, kojom magnetno polje B deluje na ¢esticu naelektrisanja g, koja se krede brzinom )



Ako potencijalna energija U eksplicitno zavisi od vremena, onda je

JU — Z(@U ou 8Ud ) ou ou ou

v v T 5 . —dA + —— —dT =7 at, 2
e s e, ) Grdt = —dA+ Grdt = —dT + God (23)

v=1

pa je jasno da zakon odrzanja energije u tom sluc¢aju ne vazi.

2.2 Teorema impulsa

Ukupni impuls g sistema od N Cestica jednak je

a brzina njegove promene je

gde smo iskoristili osnovni dinamicki zakon (1) za Gesticu. Silu koja deluje na v—tu Gesticu mozemo da razlozimo na
silu koja potice od Gestica unutar sistema i na spoljasnju silu FP°Y (koja postoji ako sistem nije izolovan):

N
Z uu+ng0l]

tako da je
N
(z +ﬁjpolj> S Byt P
v=1 pn,v=1

Ukupna unutrasnja sila jednaka je nuli, posto je

N A 1 1 1 N N .

2 Fuw=3 2 Fuwty > Fuw=y Z 3 Z = > (it Fy) =0,

= V= v r=1 pn=1 =

gde smo prvo u drugoj dvostrukoj sumi promenili mesta nemim indeksima p i v, a zatim iskoristili zakon akcije i

reakcije. Znaci, brzina promene ukupnog impulsa sistema jednaka je ukupnoj spoljasnoj sili koja deluje na sistem,
tj.

dp

Fepol] 24

T (24)

§to predstavlja teoremu impulsa.
Vektor polozaja centra mase T, je po definiciji jednak

N
> Mty
fo= "t (25)

>_m
v=1

pa je
N
> m
Uc — ch — v=1 ,
dt N
my
v=1



odakle je
N N
ﬁzzmuﬁu: (va> Uc:mﬁcy
v=1 v=1

gde smo sa m oznacili ukupnu masu sistema. Ako ovakav izraz za impuls zamenimo u (24) zaklju¢ujemo da je

mi, = Frls, (26)
§to znaci da se centar mase sistema krece kao cestica mase jednake ukupnoj masi sistema na koju deluje sila jednaka
ukupnoj spoljasnjoj sili koja deluje na sistem.
2.2.1 Zakon odrzanja impulsa
Iz teoreme impulsa (24) direktno sledi zakon odrzanja impulsa:ako je ukupna spoljasnja sila koja deluje na sistem
jednaka nuli, impuls sistema se ne menja.
2.3 Teorema momenta impulsa

Moment proizvoljne vektorske veli¢ine A 1 odnosu na neku tacku O (pol) definiSe se kao vektorski proizvod 7 x ff,
gde je 7 vektor polozaja tacke u kojoj posmatramo A. Moment impulsa M (@) Gestice u odnosu na pol O je onda

MO =7 x m#, (27)

a moment sile (O): . .
LO =FxF. (28)

Ukupni moment impulsa sistema od N cestica u odnosu na koordinatni pocetak inercijalnog sistema u kome
sistem posmatramo jednak je

N
M= E Ty X myU, ,

v=1
pa je brzina njegove promene
- N N N N
dM dr, dv, .
—_— = — X m,U, + r, X My, = 7y, X MyQy = 7, X F, . 29
ar A ey 2 )

Ako silu koja deluje na v-tu éesticu razlozimo na njenu unutrasnju i spoljasnju komponentu, sliéno kao pri izvodenju
teoreme impulsa, zakljucujemo da je ukupni moment unutrasnjih sila jednak nuli. Naime,

N N N N N 1 N N 1 N N
. = unutr . - . — . — . -
E 7, X F = T, X FHV:E VXFW:§§ g TVXF””+§E E Ty, X Fyy
v=1 v=1 pn=1 v=1p=1 v=1p=1 v=1p=1
N N N N N N N N
1 . = 1 R = 1 R = 1 . =
= 55 E UXFuD+§E E #X Vu—ig E TVXFHV__E T,LLXF,U,V
v=1 p=1 p=1v=1 v=1 pu=1 p=1lv=1
N
1 L =
= 3 g (7 = 7u) X Fup =0,
v,p=1

gde smo u poslednjem redu iskoristili postulat sile po kome je sila interakcije izmedu dve ¢estice kolinearna sa njihovim
relativnim vektorom polozaja. Dalje iz (29) sledi

N
=) 7, x Fyreld = [0l (30)

v=1

dM
dt

tj. brzina promene momenta impulsa sistema jednaka je ukupnom momentu svih spoljasnjih sila koje deluju na
sistem, Sto predstavlja teoremu momenta impulsa.



2.3.1 Zakon odrzanja momenta impulsa

Ako je ukupni moment svih spoljasnjih sila jednak nuli, onda je

aM

— =0
dt ’

pa je ukupni moment impulsa sistema stalan u toku vremena.

3 Metod nezavisnih generalisanih koordinata

3.1 Veze

Ako pri kretanju sistema postoje izvesna ograni¢enja na polozaje i brzine Gestica, kazemo da sistem vr§i prinudno
kretanje (u suprotnom, tj. ako ograni¢enja nema, kaze se da je sistem slobodan ili da vrsi slobodno kretanje).
Pomenuta ogranicenja se nazivaju veze i ona se realizuju pomoc¢u nekakvih povrsina, poluga, osovina ili drugih
mehanizama. Matematicki se veze izrazavaju relacijama izmedu koordinata i brzina cestica, i vremena. Mi ¢emo
razmatrati samo slucajeve kada su te relacije izrazene jednac¢inama, koje sadrze samo koordinate ¢estica i vreme. Veze
koje ogranicavaju samo koordinate Cestica, a ne i brzine, nazivaju se holonomne (u suprotnom, tj. ako ogranicavaju
i brzine, zovu se neholonomne). U zavisnosti od toga da li eksplicitno zavise od vremena, veze se dele na stacionarne
i mestactonarne.
Primeri...

3.2 Nezavisne generalisane koordinate

Posmatrajmo sistem od N Cestica, Ciji su polozaji ograniceni sa k holonomnih veza. Skup od zadatih k£ holonomnih
jednacina veza

fl(xhylazlv'"7xN7yN7ZN7t) = 0

fr(@i,y1, 21, on, YN, 2N,1) = 0 (31)

mozemo shvatiti kao sistem algebarskih jednacina po k, proizvoljno izabranih, Dekartovih koordinata cestica.
Resavanjem tog sistema, izabranih k£ koordinata mozemo izraziti preko preostalih n = 3N — k koordinata. Broj n
zovemo broj stepeni slobode i on predstavlja minimalan broj koordinata (promenljivih) potrebnih da se potpuno
opise polozaj svih ¢estica, odnosno konfiguracija sistema. Ukoliko simetrija problema to namecée, umesto Dekartovih
koordinata mogu se izabrati neke druge generalisane koordinate, ali je i u tom slu¢aju od prvobitnih 3N koordinata
moguce izabrati n nezavisnih generalisanih koordinata pomoc¢u kojih se u svakom trenutku jednoznacno moze
odrediti konfiguracija sistema. Nezavisne generalisane koordinate ¢éemo oznacavati sa ¢;, i = 1,---,n i u daljem toku
izlaganja ¢emo ih kratko zvati generalisane koordinate (kada ne postoji moguénost zabune), a njihove izvode po
vremenu ¢ = % — generalisane brzine. Generalisane koordinate, dakle, potpuno opisuju polozaj sistema cestica,
ali ne moraju biti vezane za pojedina¢ne Cestice. Npr. ako posmatramo sistem od 2 ¢estice, koje se kre¢u duz x—ose,
za generalisane koordinate mozemo izabrati z—koordinatu centra mase tog sistema i rastojanje izmedu cestica.

Formalno, postupak odredivanja nezavisnih generalisanih koordinata se izvodi na sledeé¢i nac¢in. Prepostavimo da
smo sa prvobitnih 3N Dekartovih koordinata presli na 3N nekih drugih, pogodnijih, koordinata koje ¢emo oznaciti
sa qi,q2,- - - q3n, tako da vazi

T = 961'((11, i '7CI3N)
Yi = yi((hv cee 7(131\/)
Zp = Zi(qlv"'7Q3N)7 ZzlavN (32)

U jednacinama veze (31) moZzemo Dekartove koordinate sada izraziti preko generalisanih koordinata g;, ¢ime ¢emo
dobiti sistem od k algebarskih jednacina u kojima figuriSe 3N generalisanih koordinata. Od tih 3N generalisanih
koordinata izaberemo n = 3N — k nezavisnih generalisanih koordinata: qi,---,q,, a sve ostale gn11,qn+2, ", 3N



izrazimo preko njih. Kona¢no, pomocu jednacina (32), sve Dekartove koordinate mozemo izraziti preko nezavis-
nih generalisnih koordinata q1,- - -, g,, tako da se wvektor poloZaja 7, proizvoljne Cestice sistema izrazava u funkciji
nezavisnih generalisanih koordinata i vremena t, tj.

— —

T = IV(Ql7"'7Qnat)€:C +yv(q17"'7qn7t)€y+ZV(Q1a"'7QTL7t)6Z
= Fy(qu"',qnat)- (33)

Vreme t se eksplicitno javlja u ovom izrazu ako ono postoji i u jednacinama veze (31), tj. u slu¢aju nestacionarnih
veza, ili ako relacija izmedu Dekartovih i generalisanih koordinata (32) eksplicitno sadrzi vreme. Polozaj svake
Cestice je, dakle, potpuno odreden u svakom trenutku, ako su poznate zavisnosti nezavisnih generalisanih koordinata
od vremena, tj. ¢;(t). Brzina Cestice je onda

dry 3%. fm 5 . )
_‘— s 4ny 7"'an7ta 34
E aqz W(q, @ n,t) (34)

tj. ona se moze izraziti kao funkcija generalisanih koordinata g;, generalisanih brzina ¢; i vremena ¢.
Kineticka energija se izrazava u funkciji generalisanih koordinata i brzina na slede¢i nacin:

N N or, ’
T = —m, 7% = —g; +
v=1 2 uzl (Z aq )
N " oF, or, or, 87"
— _my Vq-z 14 Uq- V
; 2 (; 9qi ) Z * 0q; A
N n 2
1 or, or, . . or, or, . or,
= Z smy Z 5 4i4; +2— —q; + (—>
=1 2 =1 8qi 8qj ot =1 8qi ot
1< N :
= 5 Aij(qla"'aant)Qin+ZBi(q17"’7qnat)qi+C(q1>"'7qnat)7 (35)
i,j=1 i=1
gde su
N o, oF,
Ai' y s Gn,t) = v - Va 36
e snet) = Yo G G (36)
N
ar, or),
Bi(gl,"‘,‘]vut)zzmuaq‘ ot (37)
v=1 v
N 2
1 6FV
v= 1

Znadi, kineticka energija je kvadratna funkcija generalisanih brzina, a u sluc¢aju kada 7, ne zavisi eksplicitno od
vremena ni za jedno v, ona ¢e sigurno biti i homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina, posto su tada svi
koeficijenti B; i C jednaki nuli.

Izra¢unajmo sada ukupni rad dA pri kretanju u toku kojeg se ¢estice pod delovanjem sila F, pomere za dr,:

37",, 7, " (L L or, AN
dA = ZF derF dql 5 dt :; ;Fy~8qi dqi+;Fy-§dt, (39)

Sumu koja u prvom sabirku u poslednjem izrazu stoji uz dg; nazivamo generalisanom silom, koja odgovara
generalisanoj koordinati ¢;, i oznacavamo je sa @Q);, tako da je

N

- Or),
Qi:ZFu'a—qin (40)

v=1

Primeri...



4 Dalamber-Lagranzev princip

4.1 Moguéa i virtuelna pomeranja

Infinitezimalno pomeranje dr, Cestice v nazivamo mogudéim ako je ono u skladu sa vezama. Virtuelno pomeranje
Cestice 07, je po definiciji jednako razlici dva moguée pomeranja, dr, i d'7,, iz iste tacke 7, u istom trenutku i koja

traju isto vreme dt. Ako pomeranju dr, odgovara promena generalisanih koordinata dg;, i = 1,---,n, a pomeranju
d'7, promena d'q;, i = 1,---,n, onda se virtuelno pomeranje preko generalisanih koordinata moze izraziti na sledeéi
nacin:
n n n
or, or, or, or, or,
or, = d'F, — dF, = d'q; + dt | — —dg; + dt | = —25q; (41)
im1 aqi ot =1 3qi ot =1 8qi

gde smo sa d¢; oznacili razliku odgovarajué¢ih promena d’q; i dg;, tj.
5qi:d'qi—dqi, i:1,-~~,n. (42)

Primeri...

4.2 Reakcije

Sile koje se javljaju usled postojanja veza nazivaju se silama reakcije. Kazemo da su sile reakcije idealne ako su
jednake linearnoj kombinaciji gradijenata grad,, f;

k
Ry= > Aigrad, f; (43)

i=1

gde \; (tzv. Lagranzevi mnozitelji veza) mogu biti funkcije koordinata i brzina svih ¢estica, kao i vremena, ali su isti
za sve Cestice. Ukupni rad svih sila reakcije na mogué¢em pomeranju jednak je:

N . ~ N k . k N 8]2 afz afl
SoRydr, = 323 gadfindr =3 N3 ( e+ Sy, + dzl,>
= Ek:&- (dfi - 8fidt> = —Ek:)\i%dt, (44)
2 ot 2N

gde smo iskoristili da je df; = 0, posto su moguca pomeranja u skladu sa vezama. Odatle je jasno da je ukupni rad
svih sila reakcije na virtuelnom pomeranju jednak nuli:

N N
> R,-6%,=> R,-d7, - R,-dif,=0. (45)
v=1 v=1 v=1

Napi§imo sada osnovni dinamicki zakon za proizvoljnu ¢esticu v:
myau = FI/ + RI/ )

gde smo ukupnu silu koja deluje na ¢esticu razdvojili na aktivnu silu F,, isilu reakcije R,,. Ako svaku takvu jedna¢inu
pomnozimo virtuelnim pomeranjem 7, i prosumiramo po svim cesticama dobijamo Dalamber—Lagranzev prin-

cip:

N

> (B —mui,) o7, =0,

v=1
tj, ukupni rad svih aktivnih sila i fiktivnih sila inercije (—m,d,) na virtuelnim pomeranjima idealnih holonomnih
sistema jednak je nuli.



5 Lagranzeve jednacine

Iz Dalamber—Lagranzevog principa mogu se dobiti tzv. Lagranzeve jednacine:

dor or
dt d¢;  0q;

=Q;, 1=1,---,n (46)
gde generalisane sile (Q; poticu samo od aktivnih sila.
Izvodenje Lagranzevih jednacina:

e Posto je

izraz d, 07, jednak je
n

dv,, 871, dv, 5‘7"1, d [/, or, L dor,
_'U(S_’V = = N v — U, 5 ] i - 4
a Z Z dt 8q Z <dt (U 5%‘) Yt 8%‘) 4 47

=1

Dalje se ovaj izraz moze transformisati uz pomo¢ relacija

or, or,
= 48
dq;  0q; (48)
i or, _ 0 % . (49)
Relacija (48) se dokazuje polazedi od izraza (34) za brzinu u generalisanim koordinatama:
Z 87"1, . 57“1,
odakle je .
or, 0v, 0r,
= = 50
¢ 0¢  Oqi’ (50)
posto je
0 or, 04 0 or,
0¢; 0q; T 0g; 70 Qg Ot (51)

Da bismo pokazali (49) potrazicemo eksplicitan izraz za g; ‘Z,Zj'

g or, i o or, . 0 @
dt Og; aqj dq; 20T ot dq;

Kako, medutim, parcijalni izvodi po koordinatama i vremenu komutiraju, poslednji izraz se moze prepisati kao

zn:i%_i_iaTV_ Zarll _'u o 6d_7_‘;
2= 9g; 9 G789 ot~ g 06, % " ot | T oq at
gde smo uzeli u obzir i
94
=0, 52
e (52

¢ime je relacija (49) dokazana. Pomocu relacija (48) i (49) izraz (47) dobija oblik

L ~=(d [, 07, avy " 1092 1092
“”“”:;(a(“”a—qi) )5% Z( (zaq)‘%aqi)‘s%

=1

10



pa je

N N n n N N
o d [1032\ 102 d 1972 1072
2 muyOT, = EmZ;(& (mi)‘53%)5%—;(5;%5%‘Emﬁaq,;)‘s%
“fd o1, 0Ll L, " /doT OT
S B DU RS SEE) I of FL A ) LU
e Kako je

N n
Z FIJ6FIJ - Zdeqz
v=1 i=1

iz (53) i Dalamber—Lagranzevog principa (4.2) sledi jednakost

:l(Qi_(dﬁT aT))(Sqi:O. (54)

; dt d¢; 9

7

Posto su generalisane koordinate medusobno nezavisne, to su i njihove virtuelne promene dg; takode medusobno
nezavisne, a kako poslednja jednakost treba da bude zadovoljena za sve mogucée vrednosti dg; sledi da svi
koeficijenti uz dg; moraju biti jednaki nuli, odnosno, zaista vaze Lagranzeve jednacine u obliku (46).

U opstem slucaju sile koje deluju na sistem mogu biti potencijalne i nepotencijalne, pa je
ﬁy = —grad, U + F;f ,

gde smo zvezdicom obelezili nepotencijalne aktivne sile. Onda i generalisane sile (); mozemo razdvojiti na njihov
potencijalni i nepotencijalni deo:

N N N N
L o7, o7, . oF, oU 9r, AU dy, OU 0z, .
v=1

0¢; 0q; Ox, 0q; Oy, 9q; 0z, Ig;

v=1 v=1 v=1

gde je

N,
Qi =) F; =~
I; 6%‘

generalisana sila koja odgovara nepotencijalnim silama, a

i (8U dzr, OU dy, oU an> U

—\0x, 9¢; ~ Oy, qi = 92, 0q; ) Oq;
pa je
ou
Qi = - P + QZ .
qi

Ako ovakav izraz za generalisane sile zamenimo u jednacine (46) dobijamo

dor T  oU

dtdg; 9 g e
odnosno
i@(T—U) B (T -U) _
dt  0¢; o Y
Funkcija
L(qu"',qnaqu"',Qnat):T_U (55)
naziva se Lagranzeva funkcija, ili lagranzijan, i pomoc¢u nje se Lagranzeve jednacine pisu u uobic¢ajenom obliku
d 0L 0L
= — = O i=1---.nm. 56
At 9¢;  Og; Q. i=Len (56)

11



5.1 Osobine Lagranzevih jednacina
Posto prema (35) kineticka energija T ima oblik
1 o . . .
= 5 Z Aij(qla ) qnvt)Qqu + Z Bi(qlv e 7(]n7t)Q7L + C(q17 e vqnvt) )
ig=1 i=1

a potencijalna
U= U(qlv"'vqnat)a

parcijalni izvodi lagranzijana ¢e imati sledeci oblik

oAy, 0B, 0C _0U
R + -
5Ql ;1 9 Z dq 3(11 Oq

oL 1 0
a_q.l__z ”8 (QZQJ)+BI

i,j=1
Kako je, medutim,
o .. . .
B (4iqj) = 0G5 + Gidju

dvostruka suma u izrazu za izvod lagranzijana po generalisanoj brzini svodi se na jednu sumu, tj.

oL

1
aql Z Av] 5le] + %5]1 + B = ZAZJQj + ZAzZQz + B;.

z]l

S druge strane, iz izraza (36) za koeficijente A;; je jasno da je A;; = Aj;, pa je

_ % (Z Alz‘]z + Z Ailq.i> + Bl - % <Z Aliq'i + Z Allql> + Bl = Z Ali(ji + Bl .
i=1 i=1 i=1 i=1

=1
Dalje je
aor i ooL. 9oL\, 0L
dtoq oq; 04 " 8g; 047 ) T Bt ag,

aAt,, 8Al, 0B,

= E (E aq]l i qu—|—Al]q]>+E L z+a—tl
0A; 0B\ . 0B

- ZAUWZ a Z( ot +8—q;>qi+8—tl’

3,7=1

tako da, konac¢no, Lagranzeve jednacine u opsStem slucaju imaju oblik:

ZAIJ q’ QJ+Zfl” q’ qlqﬂ—’_z-fll q’ QZ+fl(Q7) Q?(qvq.at)v l=1-,n,

1,j=1

(57)

gde smo sa ¢ i ¢ kratko oznacili skupove (g1, -,¢n) 1 (41, -,¢n). Lagranzeve jednacine, dakle, predstavljaju
sistem od n simultanih obi¢nih diferencijalnih jedna¢ina drugog reda, u kome su nepoznate funkcije sve generalisane
koordinate ¢;(t), ¢ = 1,---,n, a nezavisno promenljiva vreme ¢. One su linearne po izvodima najviseg reda, ¢;, a
moze se pokazati da se iz njih eksplicitno svi ¢; mogu izraziti preko generalisanih brzina, koordinata i vremena, pa

se onda i odatle moze izvuéi zakljucak da vazi princip kauzalnosti.

12



Iz Lagranzevih jednacina se za sisteme sa isklju¢ivo potencijalnim silama ponekad neposredno mogu dobiti prvi
integrali kretanja. Naime, ako lagranzijan ne zavisi eksplicitno od koordinate ¢; (takva koordinata zove se cikliéna),
odgovarajuca Lagranzeva jednacina ima oblik

dor _,

dt dg; ’
odakle je

oL

4, = const .

6 Jednodimenzioni sistemi

6.1 Linarni harmonijski oscilator

Posmatrajmo sistem koji se sastoji od jedne Cestice mase m, koja se kre¢e duz x—ose, tako §to je vezana za elesti¢nu
oprugu, koeficijenta elasti¢nosti k. Ako za koordinatni poc¢etak uzmemo ravnotezni polozaj, onda je sila kojom opruga
deluje na cesticu F = —kaé,. Jednagine veze su y =01z =0, a za generalisanu koordinatu je najzgodnije uzeti
x—koordinatu. Rad dA koji izvr§i elasti¢na sila na elementarnom pomeranju dif = dze;, jednak je

1
dA = —kzdz = —d (Ekxz) ,
§to znaci da se radi o potencijalnoj sili ¢iji je potencijal
Ulz) = ~ka?
x) = —ka“.
2

Kineticka energija je jednaka

T=—-mz~",

pa je lagranzijan
1
L=T-U= §(m;t2—kx2).

Ako umesto konstante k uvedemo konstantu w, tako da je k = mw?, lagranzijan postaje

L= %m(:ch —w?2?), (58)
a Lagranzeva jednacina se lako dovodi na oblik

i+wir=0. (59)

Opste resenje ove jednacine (jednacina linearnog harmonijskog oscilatora) je

x(t) = Acos(wt + a),
gde su A i « konstante koje se odreduju iz pocetnih uslova:

29 =x(0) = Acosa, z9=1x(0)=—Awsina.

Iz poslednje dve jednacine lako se nalazi
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6.2 Matematicko klatno

Matematicko klatno je sistem koji se sastoji od jedne cCestice, mase m, koja se u homogenom gravitacionom polju

kreé¢e po kruznici poluprecnika R, koja lezi u vertikalnoj ravni. Ako koordinatni sistem izaberemo tako da mu je
pocetak u centru kruznice, da kruznica lezi u ravni z = 0, a da je

gravitaciono ubrzanje § = —g€,, jednacine veza mozemo napisati
u obliku:
2=0, z*+y*—R*=0. g

Posto postoje dve veze, sistem ima jedan stepen slobode, a za gener-
alisanu koordinatu je zgodno izabrati ugao ¢, koji vektor polozaja
Cestice zaklapa sa z-osom (vidi sliku). Kako je z = Rcosy, a

y = Rsin g, kineticka energija klatna je y
1 ) .9 .2 1 2 .2 &
T=_-m(@x”+7y" +2°) = -mR*p~,
2 2
¢
a potencijalna energija U = —mgr = —mgRcosp, pa je la- m
granzijan X

1
L= imRQQbQ +mgRcosp . (60)
Ako su sile reakcije idealne, onda je zadovoljena Lagranzeva jednacina, koja se u ovom sluc¢aju svodi na oblik
. g .
= =0. 61
¢+ psing (61)

Ako pri kretanju ugao ¢ stalno ostaje vrlo mali, onda je siny = ¢, pa se jednacina (61) svodi na jednacinu tipa
jednacine linearnog harmonijskog oscilatora (1.h.o):

.. g
Lo=0
</7+R<P )

goAcos(,/}%tJra) ,

Sto zna¢i da u tom slucaju klatno vrsi male harmonijske oscilacije. U opstem sluc¢aju jednacina (61) se moze
pojednostaviti ako se ¢ napise kao

Cije je opste resenje

. dy dode . de d /1,
(p = —-——= ——— = 907 = — 780 N
dt de dt dp dp \2
tako da iz (61) dobijamo
d l‘PQ +gsin90d</>=0 = 1gbz—gcosgozconst.
2 R 2 R

Ako se poslednja dobijena jednaé¢ina pomnozi sa mR?2, onda izraz sa leve strane tako dobijene jednacine predstavlja
ukupnu mehanicku energiju matematickog klatna, koja se, dakle, odrzava, tj.

E= %mRngQ — mgR cos ¢y = const . (62)

Ovaj zakljucak sledi i iz teoreme kineticke energije, naime, posto su veze stacionarne, rad sila reakcije (koje su ovde

idealne) na moguéem pomeranju je jednak nuli, pa sledi da je dT' = dA = —dU, tj. d(T + U) = dE = 0. Poslednje

rezonovanje nije ni¢im specijalno vezano za slucaj matematickog klatna, pa sasvim generalno vazi da se ukupna

mehanicka energija sistema sa stacionarnim vezama, u kojima su sile reakcije idealne, a aktivne sile
konzervativne, odrzava.

Jednacina (62) predstavlja diferencijalnu jednac¢inu prvog reda, koja dozvoljava razdvajanje promenljivih, tj. iz

nje se lako dobija
d
L4 = 1/%dt,
\/2(cos + %gR)
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pa, ako uzmemo da je ¢(0) = 0, direktno sledi

/2 :/80(75) de
R 0 1/2(cosgo—|—quR)

§to implicitno predstavlja kona¢nu jednac¢inu kretanja ¢(t), izrazenu u kvadraturama. Integral sa desne strane
poslednje jednacine se moze izraziti preko elementarnih funkcija samo u sluc¢aju kada je E = mgR. Naime, tada je

d(v/2)

\/Et _ /«P(t) dy _ /so(t)
R 0 y/2(cosp+1) o cos(p/2)’

a poslednji integral se pomocu trigonometrijske smene

o = tg(p/4)

lako svodi na tabli¢ni, tako da se pravolinijski dobija konacna jednacina kretanja u obliku

Iz dobijene konacne jednacine kretanja se vidi da za ¢ — oo ugao ¢ — m, tj. materijalna tacka se asimptotski
priblizava najvisem polozaju na kruznici po kojoj se krec¢e. Zbog toga se ovakva vrsta kretanja matematickog klatna
naziva asimptotsko kretanje.

Ako je —mgR < FE < mgR, sigurno postoji ugao 0 < a < 7 takav da je E = —mgRcosa, pa se iz zakona
odrzanja energije (62) vidi da se ugao ¢ u ovom slucéaju moze da se menja od —a do «, a za ¢ = +« kineticka
energija je jednaka nuli. Klatno, dakle, u ovom sluc¢aju osciluje izmedu —a i «, pa se ovakva vrsta kretanja naziva
oscilatorno kretanje. Moze se pokazati da period ovakvih oscilacija za kona¢ne amplitude «, za razliku od malih
oscilacija, zavisi od amplitude.

Za energije vece od potencijalne energije klatna u najvisoj tacki, mgR, klatno vrsi tzv. progresivno kretanje.
U najvisoj tacki kruznice, klatno jos uvek ima brzinu veé¢u od nule, tako da moze da prode kroz tu tacku i nastavi
da se krecée. T ovo kretanje je periodi¢no i moze se pokazati da period zavisi od energije (Sto je energija veéa period
je manji).

6.3 Jednodimenzioni konzervativni sistemi sa stacionarnim vezama

Ako su veze stacionarne i n = 1 jedina generalisana koordinata ¢ se sigurno moze izabrati tako da kineticka energija
T ima oblik

a lagranzijan

Lagranzeva jednacina onda ima oblik

. 1 / .2 dU _
tﬂ@q+2a(®q +(m =0 (63)

i moze se, slicno kao u slu¢aju matematickog klatna, transformisati tako da se dobije prvi integral kretanja koji je
ekvivalentan zakonu odrzanja energije

1
E = 5(1(q)q'2 + U(q) = const,

pomocu koga se mogu razdvojiti promenljive, odakle onda sledi i konacna jednac¢ina kretanja u kvadraturama:

a(q)
=] ey
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Neka za g = g9 potencijalna energija ima ekstremum. PoSto je u toj tacki % = 0 iz jednacine kretanja (63)
sledi da ¢ = g9 odgovara ravnoteznom polozaju posmatranog sistema. Pretpostavimo da smo izveli sistem iz tog
ravnoteznog polozaja, tako da je ¢ = qg + 7, gde je n mala veli¢ina. Ako u Lagranzevoj jednadini razvijemo sve
veli¢ine u red oko ¢gg i zadrzimo samo linearne ¢lanove (tj. izvrsimo tzv. linearizaciju jednacine, posto je n malo),
dobijamo sledeé¢u jednacinu
U//(qo)
a(qo)

Kako je a(q) > 0 (posto je T > 0), za U”(gp) > 0 prethodna jedna¢ina ima oblik jednacine za Lh.o., tj. sistem
harmonijski osciluje oko takvog polozaja ravnoteze. Drugim recima, ako poloZaj ravnoteze q = qo odgovara minimumu
potencijalne energije, sistem se u tom poloZaju nalazi u stabilnoj ravnotezi. Ako je U”(qo) < 0, opste reSenje poslednje
jednacine je

i+ n=0. (64)

U//(qo)
a(qo)

odakle se vidi da se za t — oo sistem beskonacno udaljava od ravnoteznog polozaja, tj. polozaj maksimuma
potencijalne energije odgovara nestabilnoj ravnotezi.

n(t) = AeM 4+ Be M| N2 = —

7 Male oscilacije konzervativnih sistema sa stacionarnim vezama

7.1 Lezen—Dirihleova teorema

Posmatrajmo idealan holonoman sistem sa n stepeni slobode, na koji deluju samo konzervativne aktivne sile, a
veze su stacionarne. Zbog stacionarnosti veza generalisane koordinate ¢; se sigurno mogu izabrati tako da kineticka
energija bude homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina, a zbog konzervativnosti sila potencijalna energija
U ne zavisi eksplicitno od vremena, tako da lagranzijan sistema ima oblik

1< .
=3 Z Aij()qid; +U(q) - (65)
ij=1
Neka u polozaju odredenom generalisanim koordinatama (¢, ¢, - - -, ¢%) potencijalna energija sistema ima mini-

mum. To je sigurno i polozaj ravnoteze, posto Lagranzeve jednacine za ovakav sistem imaju oblik

A/L. . A'L
ZAl]q]+ Z o4 Z i J gqU 0. (66)

1,7=1

Naime, ako ¢; = ¢¥, i = 1,---,n jeste reSenje sistema Lagranzevih jednacina, onda je i ¢; = 0, odnosno §; = 0, pa iz
jednacina sledi da moraju biti zadovoljeni i uslovi

ou

— =0, 67
20 (67)

§to je tacno, jer, po pretpostavci, U u tom polozaju ima minimum. Pretpostavimo dalje da smo ovom sistemu, koji
se prvobitno nalazio u ravnotezi u polozaju (¢, 43, --,q°) dodali malo energije, tako da je on poceo da se krece.
Uvedimo nove generalisane koordinate 7; koje opisuju za koliko se sistem pomerio iz polozaja ravnoteze:

n=q—q. (68)

Ako su vrednosti 1; male po apsolutnoj vrednosti, Lagranzevu funkciju mozemo razviti u Tejlorov red i zadrzati
se na prvim netrivijalnim ¢lanovima. To, drugim re¢ima, znac¢i da koeficijente A;;(q) treba aproksimirati njihovom
vrednoséu u (¢?, 43, --,¢%), a potencijalnu energiju treba razviti do ¢lanova kvadratnih po 7;, posto linearni élanovi
otpadaju zbog uslova ekstremalnosti (67). Na taj nacin se za Lagranzevu funkciju dobija izraz

n) = 3 > i — 3 > bijmin + const, (69)

ij=1 ij=1
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gde su koeficijenti a;; i b;; jednaki

02U
aij = Aij(q), bij= 75— - 70
J J J aQian' “ ( )
Jasno je da je
aij = aji, bij = bji, (71)
pa se onda Lagranzeve jednacine svode na sistem
> (aijii; +bijm) =0, i=1,---,n. (72)
j=1
Ako pretpostavimo da reSenje ovakvog sistema diferencijalnih jednacina ima oblik
n;(t) = Aj cos(wt + o), (73)
onda, zbog
ii;(t) = —w?A; cos(wt + ), (74)

posle skradivanja svih jednacina sa cos(wt + «), dobijamo sistem od n homogenih linearnih algebarskih jednacina

> (~wlai+bi) Aj =0, i=1,-.n . (75)

J=1

Ovakav sistem ima netrivijalno resenje (po amplitudama A;) samo ako mu je determinanta jednaka nuli, tj. ako je
zadovoljena jednacina
|(—w2aij + bij)‘ =0. (76)

Leva strana ove jednacine ima oblik polinoma stepena n po kvadratu frekvence w, tako da jedna¢ina ima n reSenja

za w2,

Neka je w? bilo koje od n resenja jednacine (76), a Agk), e ,Aslk) netrivijalno resenje sistema (75), koje se dobija

kada se u njega zameni w? = w,%. Pomnozimo i—tu jednaé¢inu sistema (75) i—tom amplitudom Al(-k) i prosumirajmo

po ¢ od 1 do n. Na taj nacin dobijamo jednacinu

n
> (~whai; +biy) AV AN =0, (77)
i,j=1
odakle je
n (k) 4 (k)
2 Zi,j:l bijAz‘ Aj 78
Yk T S () 4(8) ° (78)
Zi,j:l aij A; Aj
§to je sigurno pozitivno, posto su obe dvostruke sume u poslednjem koli¢niku pozitivne. Naime,
k 1 ¢ k) 4 (K
U(AP o AD) ~ 00,0 = 2 3 84040 >0,
ij=1
posto potencijalna energija za n; = 0, ¢ = 1,---,n ima minimum. StaviSe, posto je bar jedna od amplituda Agk)

razlicita od nule, vazi stroga nejednakost. Sli¢no,

1 n
T(Agk)7 Tty Agzk)) = 5 Z aijAgk)Agk) > 07

ij=1

jer je kineticka energija po definiciji nenegativna veli¢ina (a jednaka nuli samo kada su sve brzine jednake nuli)!. Ako

je w? pozitivan broj, onda je wy, realan broj, pa odgovarajuée partikularno resenje sistema diferencijalnih jednacina
(72) ima oblik

() = AW cos(wpt + ax), i=1,---,n, (79)

7

" - B . k . . . . s
IStrogo govoreéi, ovo rezonovanje je taéno ako su sve amplitude AZ(. ) realne, Sto ne mozemo unapred znati. Medutim, koris¢enjem
osobina simetri¢nosti koeficijenata a;; i b;;, moze se pokazati da su ove sume pozitivne i ako su amplitude kompleksni brojevi.
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gde za wy, mozemo da uzmemo pozitivni koren broja w?. Opste resenje sistema Lagranzevih jednaéina (72) je linearna
kombinacija partikularnih resenja:

n
= Cr AP cos(wit + ax) (80)
k=1

tj. odstupanja generalisanih koordinata od njihovih ravnoteznih vrednosti u okolini minimuma potencijalne energije
sistema su linearne kombinacije periodi¢nih funkcija oblika cos(wgt+ay ). Drugim rec¢ima, sistem vrsi male oscilacije
oko polozaja sa minimalnom potencijalnom energijom, §to znac¢i da vazi Lezen—Dirihleova teorema: konfiguracija
kojoj odgovara minimum potencijalne energije predstavlja poloZaj stabilne ravnoteZe konzervativnog sistema sa sta-
cionarnim vezama. Brojevi Cj u opstem reSenju, zajedno sa fazama ay, predstavljaju 2n neodredenih konstanata,
koje se nalaze iz pocetnih uslova 7;(0),7;(0), odnosno pocetnih uslova za generalisane koordinate ¢; i generalisane
brzine ¢;.

7.2 Normalne frekvence i koordinate

Pozitivni brojevi wg, k = 1,- -+, n, dobijeni resavanjem jednacine (76) nazivaju se normalne frekvence. Uvedimo
sada umesto koordinata 7); tzv. normalne koordinate @Q);, koje se definisu kao

Q; = C; cos(wit + o) . (81)
Posto je
ni = ZAEk)Qk S ZAEk)Qk, (82)
k=1 k=1

Lagranzeva funkcija (69) u normalnim koordinatama L(Q, Q) jednaka je

DID WIS I D S
1,7=1

’le

L(Q.Q)

1 n o n n
= 52 @G | X AP Al ) —@uai | 3 byaPal
k=1 ij=1 =1
1 & -
= 5 2 (@ - BuiQr) . (83)
ki=1
gde smo uveli oznake
] = Z aijAgk)Ag»l) s ﬂk’l = Z b”Agk)Agl) . (84)
i,j=1 ,5=1

Amplitude A;l) su resenja sistema (75) kada je w = wy, tj. zadovoljavaju jednacine:

n
—wlaij+ b)) AV =0, i=1,-,n. (85)
J J J

j=1

Pomnozimo svaku od ovih jednacina odgovaraju¢om amplitudom Agk) i prosumirajmo po i od 1 do n. Na taj nacin

dobijamo jednac¢inu
n

Z (—wiai; +bij) A;l)Az('k) =0, (86)
i,j=1
odakle je
k l
2 Z’LJ 1b A( )A;) _ Bkl
Wy = n (k) 4(D) 04_7 (87)
D=1 0iAi A ki
tj.
ﬁkl = wlgakl . (88)
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Analogno bismo mogli da dobijemo i relaciju
ﬁlk = wzalk . (89)

Medutim, posto je a;; = a;i, koeficijenti oy; imaju osobinu

Al = Z aijAl(»k)Agl) = Z ajiAgk)Ag.l) = Z aijAg»k)Al(»l) = Z aUAgl)Agk) = |k (90)

1,j=1 1,j=1 i,j=1 i,j=1

i, zbog b;; = bj;, potpuno analogno
Bri = Bk - (91)
Oduzimanjem jednacina (88) i (89) dobijamo:

(Wi —wi)a =0, (92)

odakle za w; # wy, sledi a; = 0, pa je onda, zbog (88), i Br; = 0. Znaéi, ako su svi koreni jednacine (76) jednostruki,
dvostruka suma u izrazu (83) za lagranzijan svodi se na jednu sumu oblika

n

L= % Z (akai - ﬂkk@%) = %Zakk (Qﬁ - wﬁQi) ; (93)
k=1

k=1

tj. lagranzijan se koriséenjem normalnih koordinata svodi na zbir od n medusobno nezavisnih sabiraka, od kojih svaki
ima oblik lagranzZijana linearnog harmonijskog oscilatora (58) éija je frekvenca jednaka odgovarajucoj normalnoj
frekvenci. Slican zakljucak se moze izvesti i u slu¢aju kada jednacina (76) ima viSestruke korene.

Primer...

8 Centralno kretanje

Kazemo da ¢estica vrsi centralno kretanje ako je u svakom trenutku njen vektor polozaja 7 kolinearan sa silom F
koja deluje na nju. Sila F' se u tom slu¢aju naziva centralnom silom i ima u najopstijem sluc¢aju oblik

F = F(F,7,1) (94)

7

G
Zmnaci, pravac sile koja deluje na ¢esticu pri ovakvom kretanju uvek prolazi kroz tacku u odnosu na koju odredujemo
polozaj cestice (koordinatni pocetak). U kontekstu problema centralnog kretanja tu tacku éemo zvati centrom sile.

8.1 Zakoni odrzanja i jednacine kretanja

Posto je centralna sila kolinearna sa vektorom polozaja Cestice, moment te sile u odnosu na centar je jednak nuli, a to,
po teoremi momenta impulsa (30), znac¢i da se moment impulsa M &estice pri centralnom kretanju ne menja. Odatle
sledi da se Cestica kreée u jednoj te istoj ravni, normalnoj na vektor M , odredenoj pocetnim vektorom polozaja
i pocetnom brzinom cestice. To dalje znaci da se efektivno Cestica kreCe kao da ima dva stepena slobode, pa je
najzgodnije za generalisane koordinate izabrati polarne koordinate r i ¢ u ravni u kojoj se Cestica kreée. Ako vektore
polozaja i brzine izrazimo u polarnim koordinatama, za moment impulsa dobijamo izraz

—

M =7 x (m¥) = mré, x (¢é, + rpé,) = mripe, (95)
pa iz zakona odrzanja momenta impulsa sledi
M = mr*p = const . (96)

U daljem izlaganju ¢emo posmatrati specijalan slucaj centralne sile, ¢iji intenzitet zavisi samo od rastojanja r od
centra sile, tj. slucaj kada je sila oblika

F=F(r) (97)

,F‘
G
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Elementarni rad dA koji izvrsi ovakva sila jednak je
dA = F - dif = F(r)dr —d/(—F(r))dr, (98)
§to znaci da je ona konzervativna, a odgovarajuca potencijalna energija je

Ulr) = — / F(r)dr. (99)

To dalje znaci da pri ovakvom kretanju vazi zakon odrzanja ukupne mehanicke energije. Kineticka energija cestice u
polarnim koordinatama ima oblik

1
T = §m(7'“2 +1r7¢?), (100)

pa zakon odrzanja energije ima oblik
1
E= §m(7'"2 +72¢%) + U(r) = const . (101)

Ako sada ¢ izrazimo iz zakona odrzanja momenta impulsa (96), pa ga zamenimo u prethodni izraz za energiju

dobijamo

L. . 1.
E= §m(r2 +7r2Y) +U(r) == §mr2 + Upg(7r) (102)

gde smo sa Ugg(r) oznacili tzv. efektivnu potencijalnu energiju, koja je po definiciji jednaka

M2
2mr?

eff(r) =U(r) + (103)
Na taj nac¢in smo ukupnu energiju napisali u obliku analognom izrazu za ukupnu energiju Cestice pri jednodimen-
zionom kretanju, pa nam tako napisan zakon odrzanja energije daje moguénost da kvalitativno analiziramo centralno
kretanje.

Primer... Keplerovo kretanje

Osim kvalitativne analize, pomoc¢u zakona odrzanja energije (102) mozemo, barem u principu, nadéi i konacéne
jednacine kretanja. Naime, iz (102) direktno sledi

/ dr

t= :
\/ %(E - Ueff(r))
Sto implicitno zaista daje jedna¢inu kretanja r(¢). Kada nademo r(t), onda je, u principu, mogudée naéi i ¢(t), pomoéu
zakona odrzanja momenta impulsa (96), iz kog sledi

(1) = / a2 (105)

mr2(t)

(104)

Takode, iz zakona odrzanja (96) i (102) moguce je i direktno naéi jedna¢inu trajektorije u implicitnom obliku

M / dr
= , 106
4 vomE Uof(r) (106)
r24/1 — e
E
§to nije tesko proveriti.
8.2 Lagranzev formalizam i Bineov obrazac
Lagranzeva funkcija za ovakav sistem ima oblik
1
L= §m(7'“2 +r2p%) —U(r), (107)
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pa je odatle Lagranzeva jednacina koja odgovara koordinati r:
r—rp°+——=0. (108)

Posto je koordinata ¢ ciklicna, Lagranzeva jednacina koja joj odgovara odmah daje jedan integral kretanja:

oL
7% = mr?p = const,, (109)

Sto se poklapa sa zakonom odrzanja momenta impulsa (96). Ako se u prvoj Lagranzevoj jednacini 7 izrazi kao

o didr di d<1.2>

"Tat T drat Tdr dr

=7
2
i ¢ zameni iz zakona odrzanja momenta impulsa, lako se pokazuje da se dobija jednacina koja se moze jednom
prointegraliti po 7, §to ponovo daje zakon odrzanja energije (102).

Iz Lagranzeve jednacine (108) moguce je, medutim, dobiti i diferencijalnu jednaéinu trajektorije, ako se primeni

sledeca transformacija:
dr dr
. dr_dr . 110
"Tw T a4 (110)

gde se, zatim, ¢ izrazi iz (109), tako da je dalje

(111)

mr2de  mdyp

. de d Md [1 M? 42 /1
poded (M d IV ME AT L (112)
dt de mdp \r m2r2 dp? \ r

Kada se ovakav izraz za 7 zameni u Lagranzevu jednac¢inu, ona se jednostavno transformise u oblik

5()+()--omo

koji je poznat kao Bineov obrazac, a koji predstavlja diferencijalnu jednacinu trajektorije Cestice, koja se krece u

M dr Md(l)

T

odnosno

polju centralne sile F = -de,.
8.3 Kretanje u polju privlacne Keplerove sile F= —T%a
Za cCesticu mase m, koja se krece u polju privla¢ne Keplerove sile F= —7%67« Bineov obrazac ima oblik
dz /1 1 km
R (e )= —. 114
L0)-()-% o
Opéste resenje ove jednacine ima oblik
1 km
-=A Ay si — 115
. 1COS + 281n<p+M2, (115)

a konstante A; 1 As Cemo uvesti tako da r ima minimalnu vrednost za ¢ = 0. Drugim recima, treba da bude
zadovoljeno

d
L=, (116)
de =0
pa iz jednagine (115) sledi
1 dr
- = A, =0 117
r2 do oo 2 ) (117)
§to znaci da je
1
r= — (118)
Ajcosp+ 7z



odnosno

p
— ) 119
" 1+ecosyp (119)

Drugim re¢ima, trajektorija cestice je konusni presek, ¢iji su parametri p i ekscentricitet redom jednaki

M? M?
=— =A—. 120
P=%m c Ykm (120)
Posto je
E = T+U—lm(7'“2+r2'2)+U(r)—U (Tmin) = —k A, 4 Fm +—M2 A, 4 Fm 2
- - 2 ¥ = Ueff (" min) — 1 M2 m 1 M2
km M2 (km)\? k2m
- _k 1 2 22 2 1 121
VAR R (M?) (+e) =5pE -1 (121)
sledi da se ekscentritet € u funkciji ukupne energije E' moze izraziti kao
2EM?
g = 1+ W y (122)

odakle se vidi da energija odreduje po kakvom konusnom preseku se Cestica kreée. Naime, ako je

1. E= —5;—1”;, onda je € = 0, pa je trajektorija kruznica;

2. —’;27”; < F <0, onda je € < 1, pa je trajektorija elipsa;
3. E =0, onda je € = 1, pa je trajektorija parabola;
4. E >0, € > 1, a trajektorija je hiperbola.

Razmotrimo detaljnije slu¢aj kretanja po elipsi. Posto je z = rcosy i y = rsing jednacinu trajektorije (119) u
Dekartovim koordinatama prepisujemo kao
2 +y?=p-—ew,

odakle kvadriranjem dobijamo
2 +9y? = p® — 2pex + %2?,

odnosno
2pe y? P’
T+ = .
1—g2 1—e2 1-—-¢2

%+

Poslednja jednacina se moze prepisati u obliku

2
e
(+i%)
+— Y =1 (123)

(=) (=)

§to za € < 1 zaista predstavlja jednacinu elipse, sa poluosama

p p
aQa = ——— ) b = —. 124
1— g2 N (124)
Ako je cestica koju smo razmatrali planeta u Suncevom sistemu, koja se kreée pod delovanjem Sunceve gravitacione
sile (dok se interakcija sa ostalim telima zanemaruje), onda smo na ovaj nacin izveli I Keplerov zakon, prema kome
se svaka planeta kreée po elipsi u ¢ijoj se zizi nalazi Sunce. II Keplerov zakon je samo posledica zakona odrzanja
impulsa. Naime, sektorska brzina S svake planete je proporcionalna njenom momentu impulsa, posto je
1 -

Fx G =M 12
X T = (125)

g:

| —
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pa iz zakona odrzanja momenta impulsa, koji vazi za svaku centralnu silu, sledi da radijus vektor planete u odnosu
na Sunce za isto vreme uvek prebriSe istu povrsinu, tj. sektorska brzina planete pri njenom obilazenju oko Sunca je
konstantna. III Keplerov zakon, po kome je odnos kuba velike poluose a i kvadrata perioda 7 obilazenja planete oko
Sunca isti za sve planete, takode se moze isvesti uz pomoé gore dobijenih rezultata. Ako formiramo koli¢nik a®/72
dobijamo

3 3 2
@ __ @ 2:aS __k , (126)
T2 rab w202 4n32m

(%)

a posto je za kretanje planeta pod delovanjem Sunceve gravitacije k = ymmg, gde je v gravitaciona konstanta, a
mg masa Sunca, sledi da je

pu Rl o (127)

$to je zaista isto za sve planete Suncevog sistema.

9 Problem dva tela

Razmotrimo izolovan sistem koji se sastoji od dve Cestice masa mj i mo. Ako su radijus vektori ¢estica redom 77 i
75, a sila kojom cestica 2 deluje na Cesticu 1 jednaka F', onda jednacine kretanja ovih Cestica imaju oblik

— —

m1771 = F, mQ’FQ =—-F. (128)
Ako sada umesto vektora 7 i 7 uvedemo radijus vektor centra mase 7, i vektor relativnog polozaja Cestica i

L muTi A+ merts L
Te=——""——", T'=Tr1—72 (129)
mi + Mo

onda sabiranjem jednaé¢ina (128) dobijamo jednacinu
mi, =0, m=mi+ms, (130)

a deljenjem svake od jednacina (128) odgovaraju¢om masom i oduzimanjem

R mim

pi= B, =002 (131)
m

Jednacina (130) nam kaze da se pri kretanju ovakvog sistema njegov centar mase kreée uniformno (8to, naravno,

vaZi za bilo kakav izolovani sistem). Jednacina (131) ima oblik jednacine kretanja ¢estice mase p, koja se kreée pod

delovanjem sile F. Masa p naziva se redukovana masa (posto je manja i od my i od mg). Ako smo u stanju da resimo

ovaj jednoc-esticni problem, onda sigurno mozemo da resimo i prvobitni dvo-cesti¢ni problem. Kad nademo vektore

7. 1 7 kao funkcije vremena, onda resavanjem sistema (129) nalazimo polozaje ¢estica 1 i 2:

mo -

— my
ct r, 2 ="Tc— r
m m

—

7 = (132)

it

Uvodenjem vektora centra mase i vektora relativnog polozaja postizemo ne samo razdvajanje promenljivih u
jednacinama kretanja, ve¢ i u izrazima za moment impulsa M i kineticku energiju sistema 7. Naime, ako u izraz za
ukupni moment impulsa sistema

—

M =7y X mity + 7 X mais
zamenimo (132), lako se pokazuje da meSoviti clanovi otpadaju, tako da je moment impulsa jednak

—

M =7, X mie +F X pur . (133)

Sliéno se za kineticku energiju
1 2 1 -2
T = 5T + 5mar
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dobija izraz

1 . 1 .
T= §mf’i + §,ur"2. (134)

Pretpostavimo sada da je sila kojom cestice interaguju oblika
F= Pl =) 2= = F(r)= (135)

|7 — 7|

Ovakva sila jeste konzervativna, Sto se lako vidi ako izra¢unamo ukupni rad dA koji se izvr$i pri pomeranju Cestica
za dry 1 drs:

dA=F.df, —F - diy, = F-d(F, — /) = F - dF = F(r)dr = —d/(—F(r))dr = —dU(r).

Ako za generalisane koordinate izaberemo Dekartove koordinate Cestica 1 i 2, onda lagranzijan sistema ima oblik

N 1 -2 1 -2 - o
L(r,7%,71,72) =T - U = 3Ty + gmars — U(ry — 7).
Ako, medutim, za generalisane koordinate izaberemo Dekartove komponente vektora centra mase 7. i vektora rela-

tivnog polozaja 7, onda lagranzijan ima oblik

(136)

. 1 . 1 .
L(es T e ) = T = U = it + o pi” = Ur). (137)
Problem kretanja ovog sistema se onda svodi na problem resavanja kretanja cestice redukovane mase p u polju

centralne sile F(r).

Sistem centra mase

Posto se centar mase razmatranog sistema kreée uniformno, za njega se moze vezati inercijalni sistem reference, koji
¢emo zvati sistem centra mase (CM). Radijus vektore Cestica 1 i 2 u ovom sistemu oznacavac¢emo redom sa 75 i 7.
Radijus vektor centra mase 7 u ovom sistemu je, naravno, jednak nuli 7 = 0, dok je vektor relativnog polozaja isti
u svim inercijalnim sistemima 7 = 7. Imajuéi to u vidu, iz relacija (132) dobijamo polozaje ¢estica u sistemu CM u

funkciji vektora 7
LT (138)

M) = —maiy = i = p* . (139)
Ukupni moment impulsa M* i ukupna kineticka energija T* Cestica su, prema izrazima (133) i (134), jednaki

. . 1 . 2
M =Fx =X, T =apit =2 (140)
2 21
Cesto je zgodno da se problem kretanja ovakvog sistema resi prvo u sistemu CM. Da bismo onda nasli resenje u
nekom drugom referentnom sistemu, potrebne su nam veze izmedu relevantnih veli¢ina u ta dva sistema. Razmotrimo
sistem u kome je radijus vektor CM jednak vektoru 7.. Polozaji Cestica u tom sistemu su onda

_’1:7?04’7_‘»1'(7 FQ:FG+7T;7 (141)
a brzine . . . . . x
FL=Te+17, T2=Tc+T,. (142)
Impulsi éestica u tom sistemu su, prema (139), jednaki
ﬁl - ml"'?c +ﬁ* 5 52 = mQr;?C _pﬁ* ) (143)
a ukupni impuls p, moment impulsa M i ukupna kineticka energija T':
H . v L4 —~ 1 .2 *
p=mr., M=mr,x7,+M", T:imrc+T. (144)
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Primer

Razmotrimo problem kretanja dve materijalne tacke pod delovanjem njihovog uzajamnog gravitacionog privlacenja.

Jadnacina (131) za taj slucaj ima oblik

o Yymimeg ,  ypm
l_j/[‘ = 7,3 r = 7,3 ’f" (145)

Sto se poklapa sa jednacinom za kretanje ¢estice mase ppod delovanjem gravitacione sile nepokretne cestice mase m.
Specijalno, za elipti¢nu orbitu po izrazu (126) dobijamo

a®  ym

72 4r2’

gde je sada a velika poluosa "relativne” trajektorije. Ako ovu relaciju primenimo na sistem Sunce-planeta za-
klju¢ujemo da III Keplerov zakon nije sasvim tacan, tj. tatno vazi:

3
a m m
LTS ()
T2 472 mg
Ovo odstupanje je tesko detektovati, posto je masa Sunca mg mnogo veéa od mase mp bilo koje planete u Sunéevom
sistemu.

10 Rasejanja

Jedna od najcesée primenjivanih metoda za dobijanje informacija o strukturi malih tela je njihovo bombardovanje
Cesticama i merenje broja cestica koje se pri tome raseju u raznim pravcima. Ugaona raspodela rasejanih cestica
zavisi od oblika mete i od prirode sila izmedu cestica i mete. Da bismo mogli da interpretiramo rezultate ovakvih

eksperimenata, potrebno je da znamo kako se izratunava ugaona raspodela cestica ako su sile poznate.
Razmotri¢emo prvo jednostavan slucaj kada je meta nepokretna

¢vrsta idealno elasti¢na lopta radijusa R, na koju nale¢e homogen
paralelan snop cestica. Neka je fluks ¢estica u snopu, tj. broj cestica
koje u jedinici vremena produ kroz jediniénu pouvrsinu normalnu
na pravac snopa, jednak f. Onda je broj cestica koje u jedinici
vremena pogode loptu jednak

w= fo, (146)
gde je o popre¢ni presek mete, tj. )
oc=nR?. (147)

Razmotrimo sada jednu od ¢estica iz snopa. Neka je najkrace ras-
tojanje izmedu pravca njene brzine pre sudara i centra mete (tzv.
parametar sudara) jednako b, a intenzitet brzine v (vidi sliku).
Onda je ugao a, koji brzina u trenutku sudara sa loptom zaklapa
sa odgovaraju¢om normalom na povrsinu lopte, odreden relacijom

b= Rsina.

Posto se Cestica apsolutno elasti¢no odbija, ugao 6 za koji se promeni pravac brzine prilikom sudara, tzv. ugao rase-
janja, jednak je 8 = m — 2a, pa je

b= Rcos g . (148)

Sada mozemo da izra¢unamo broj ¢estica koje se raseju u oblast oko pravca odredenog uglovima 6 i ¢, sa intervalom

izmedu b i b+db, gde je db jednako
1 0
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Prilikom rasejanja ne dolazi do promene ugla ¢,
pa je broj cestica koji nas zanima jednak broju

Cestica koje pre sudara prolaze kroz mali deo do
popreénog preseka upadnog snopa, koji je jednak 8 Lsing d
do = b|db|dep, (150)
L
tj. Cestice koje produ kroz taj mali deo poprecnog

preseka snopa se raseju upravo u zadatu oblast
(vidi sliku). Zamenjujuéi b i db u poslednji izraz
dobijamo

1
do = ZRQ sin 6dfde . (151)

Broj cestica koje u jedinici vremena produ kroz
ovu oblast, a samim tim se i raseju u uoceni pravac
jednak je

dw = fdo (152)

i on moze da se meri malim detektorom postavljenim u tom pravcu, a na relativno velikom rastojanju L od mete
(L > R). Zato je potrebno izraziti ovaj rezultat u funkciji povrsine dS = L?sin #dfdy takvog detektora. Imajuéi u
vidu da je prostorni ugao df2 koji odgovara oblasti u koju se Cestice rasejavaju upravo jednak

ds
=Tz
broj dw mozemo da napiSsemo u obliku
do dS

Velicina g—g naziva se diferencijalni presek rasejanja. Diferencijalni presek rasejanja, dakle, predstavlja odnos

broja Cestica koje se u jedinici vremena raseju u jedini¢ni prostorni ugao i upadnog fluksa cestica. U specijalnom
slucaju koji smo ovde razmatrali diferencijalni presek rasejanja je jednak R?/4, dok se ukupni presek rasejanja
o = mR? taéno dobija njegovom integracijom po svim prostornim uglovima (tj. u ovom sluéaju jednostavnim
mnozenjem sa punim prostornim uglom 4r).

Raderfordova formula

Razmotrimo problem rasejanja u polju odbojne Keplerove sile F = x/12€,, gde je k > 0. Bineov obrazac za ovaj

slucaj ima oblik jednacine
d? /1 1 mk
T2\ )t o)== m
dp? \ r r M

Cije je opste reSenje, uz zahtev da se ugao ¢ meri od polozaja u kome je ¢estica najbliza centru sile,

1
R — 154
"7 Ceos - ip (154)
Kako je efektivna potencijalna energija u ovom slucaju jednaka
M? K
Ueft = 22 T (155)

jasno je da je moguée samo transfinitno kretanje. Ako intenzitet brzine Cestice na beskonaéno velikim rastojanjima
od centra sile ozna¢imo sa v, ukupna energija Cestice je

1
E = §mvzo
a intenzitet momenta impulsa je
M = mbvy ,


Suki
Slika nije dobra! Snop ide odozdo, a ne sa strane!


gde je b parametar rasejanja, tj. najkrace rastojanje izmedu centra sile i pravca brzine Cestice na beskonaé¢no velikim
rastojanjima od njega. Jednacina trajektorije (154) posle zamene izraza za moment impulsa dobija oblik

1

r=

= - (156)
Ccosp —

mu2, b2

Za r — oo efektivna potencijalna energija tezi nuli, pa energija tezi vrednosti %mfz, tj.

1 1 1 r \° 1 dr M \?
E = —mu? =5m lim 72 = —m lim < r(ﬁ) = —m lim (_r_) .

2 o0 r—00 r—00 @

Iz jednacine (156) i izraza za moment impulsa dalje sledi

1 1 1
—mv?, = —m lim C?b*v?% sin® o(r) = —mvZ b*C?sin® «,
2 2 r—oo 2
gde je a = lim ¢. Odatle je
T—00
1
~ bsina’
a kako je iz jednacine trajektorije
K
cosa = ———
Cmv2 b?’
sledi da je
b K, e 0 Ko 0
= o = = C — .
muZ & mu2, S muZ, )

Na taj na¢in smo nasli vezu izmedu parametra sudara b i ugla rasejanja 6, pa mozemo lako da izra¢unamo diferencijalni
do  bldbldp b |db

presek rasejanja:
2
do _ _ L) Y R N
dQ sinfdfdy  sind |d6 2mu2, 2"
Ovaj rezultat, primenjen na slucaj rasejanja cestice naelektrisanja ¢, koja nalee na nepokretnu Cesticu naelektrisanja
¢, kada je k = qq'/(4meg), u literaturi je poznat kao Raderfordova formula.

]

-
Tk
T ——
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11 Kruto telo

Kruto telo predstavlja sistem cestica ¢ija se medusobna rastojanja ne menjaju u toku kretanja. Polozaj krutog tela je
u svakom trenutku odreden polozajem tri njegove tacke, koje ne leze na istoj pravoj. Ako su Dekartove koordinate tih
tacaka (x1,y1,21), (2,¥2,22) 1 (x3,y3,23), onda se uslov nepromenljivosti rastojanja izmedu njih izrazava u obliku
sledece tri jednacine:

(w1 —32) + (1 —y2)> + (21— 22)° — R}, = 0,
(x5 —22)* + (y3 —y2)* + (23 —22)* —R3, = 0,
(x1—23)% + (g1 —y3)> + (21— 23)° = R}y = 0,

u kojima su Ry2, R3e i Ri3 rastojanja izmedu uocenih tacaka. Ove tri jednacine se mogu shvatiti kao jednacine veza,
§to znaci da je od 9 Dekartovih koordinata uocene trojke tacaka, dovoljno n = 9 — 3 = 6 koordinata za potpuno
opisivanje polozaja krutog tela u bilo kom trenutku vremena, tj. broj stepeni slobode slobodnog krutog tela je 6.

11.1  Ojlerovi uglovi

Uobicajeno je da se za kruto telo veze jedan koor-
dinatni sistem Axzizsxs, koji se naziva sopstveni
sistem krutog tela. Koordinatni pocetak A
ovog sistema naziva se pol krutog tela. Za gen-
eralisane koordinate krutog tela se najcesée uzi- )
maju Dekartove koordinate njegovog pola i tzv. 0
Ojlerovi uglovi koji se definiSu na slede¢i nacin. X3

Neka je AXY Z koordinatni sistem ¢ije su ose par-

alelne osama laboratorijskog sistema, a ¢iji se ko- —
ordinatni pocetak poklapa sa polom krutog tela
A. Prava po kojoj se seku ravni AXY i Azjxs Y
naziva se ¢vorna (ili nodalna) linija. Ugao koji /
¢vorna linija zaklapa sa pozitivnim pravcem AX / 7
ose oznaci¢emo sa o, ugao koji ¢vorna linija zak- /

lapa sa pozitivnim pravcem Az ose oznaci¢emo sa, / ) 1/ 1
1, a ugao koji zaklapaju ose AZ i Az sa . Ovako

definisani uglovi ¢, 1 i 6 predstavljaju Ojlerove X

uglove (vidi sliku).

11.2 Ojlerova i Salova teorema

Sistem AXY Z moze se prevesti u sopstveni sistem Axjzoxs krutog tela pomodcu tri uzastopne rotacije na sledeéi
nacin:

1. prvo se sistem AXY Z oko AZ ose zarotira za ugao ¢, ¢ime se poklope AX osa i ¢vorna linija;

2. zatim se tako dobijeni sistem zarotira oko ¢vorne linije za ugao 8, ¢ime se osa AZ dovede do poklapanja sa Axg
osom pokretnog sistema;

3. konacno, ravan AXY zarotira se oko Axs ose za ugao 1, ¢ime se AX osa poklopi sa Axz; osom i, naravno, AY
osa sa osom Axs.
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Posto je kompozicija tri rotacije takode rotacija, sledi da se sistem AXY Z moze prevesti u sistem Azizoxs jednom
rotacijom oko ose koja prolazi kroz tacku A. Drugim re¢ima, bilo kakvo kretanje krutog tela pri kome jedna njegova
tacka ostaje nepokretna ekvivalentno je jednoj rotaciji oko ose koja sadrzi tu nepokretnu tacku, Sto predstavlja tvrdenje
Ojlerove teoreme. Posto se laboratorijski sistem OXY Z translacijom za vektor 74 prevodi u sistem AXY Z,
onda za bilo kakvo kretanje vazi Salova teorema: bilo kakvo kretanje krutog tela ekvivalentno je kompoziciji jedne
translacije za vektor za koji se pomeri jedna njegova proizvolyno izabrana tacka i jedne rotacije oko ose koja prolazi
kroz tu tacku. Sada je jasno da x4,ya,z4,p,® 1 0 zaista odreduju polozaj krutog tela, tj. mogu se izabrati za
generalisane koordinate pri proizvoljnom slobodnom kretanju krutog tela.

11.3 Ugaona brzina

Uoc¢imo polozaj krutog tela u trenutku ¢, a zatim
u trenutku t+dt. Tacka krutog tela ¢iji je vektor
polozaja 7, = 74 + 71, u laboratorijskom sistemu
za vreme dt pomeri se za

S|

dry, = dr'g +di,

gde je dr4 pomeraj koji odgovara translaciji, a

dr7, pomeraj koji odgovara rotaciji, u smislu C
Salove teoreme. Osa rotacije prolazi kroz pol A
i neka je njen pravac odreden ortom 7. Ako se za

vreme dt kruto telo zarotira za mali ugao da oko
te ose, onda je

r,}(t+dt)

—, o —,
drr, = da x 771, , A

gde je da =dail (vidi sliku). Iz poslednje relacije
sledi &

UV:%:@;—HUXF/V, (157)
gde smo sa & oznacili ugaonu brzinu, koja je po
definiciji jednaka

r,’sin<(r;,n)

dr)=dar,’sin<(r,,n)

da

(158)
Ugaona brzina je karakteristika kretanja krutog tela kao celine i ne zavisi od izbora pola. Pokazac¢emo to,
pretpostavljajuci suprotno, tj. pretpostavljaju¢i da ugaona brzina zavisi od izbora pola. Ako za pol izaberemo tacku

A, onda je brzina neke druge tacke B krutog tela, prema izrazu (157) jednaka

Tp = Ua+@ x AB, (159)
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o

gde je &1 ugaona brzina krutog tela, kada je pol u A. Sli¢no, brzina tacke v jednaka je
Ty =Ta+&1 X7y .
Ako za pol izaberemo tacku B, onda je brzina tacke v, ponovo po (157), jednaka
T, = Up + @ x (71, — AB) = 04 + &, x AB + & x (71, — AB),
gde smo iskoristili 1 (159). Izjednacavanjem poslednja dva izraza dobijamo
& X AB + @y x (71, — AB) = @, x 71,

odakle je
0= (& — &) x (AB —71,).

Poslednja jednakost vazi za bilo koje 7/, §to je moguée jedino ako je @1 = @s, tj. jedino kada ugaona brzina zaista
ne zavisi od izbora pola.
Posto se pri posmatranom kretanju kruto telo zarotira za mali ugao, sledi da je

da = dpéy + dbey + diés

pa se ugaona brzina moze izraziti kao

W= peyz + 0eN + ves . (160)
Pomocu ovog izraza moguée je na¢i komponente ugaone brzine bilo u laboratorijskom, bilo u sistemu vezanom za
kruto telo. Ovde ¢emo pokazati kako se nalaze komponente & u sistemu vezanom za kruto telo:

wr = ¢(Ez)+ 9:(51\7)1
wy = P(Ez)2+ e(gN)Z .
wy = @(ez)3+0(En)s+¢

Iz definicije ¢vorne linije (vidi sliku) sledi da je
EN = COS e — sinYéy

pa je (Ex)1 = cos®, (€n)2 = —siney i (€n)s3 = 0. Komponente vektora €z mogu se dobiti tako §to se matricom
koja odgovara ukupnoj rotaciji kojom se koordinatni sistem AXY Z prevodi u sistem Axqxox3 deluje na kolonu koja
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odgovara tom vektoru u sistemu AXY Z. Kako je ukupna rotacija kompozicija tri rotacije, komponente €, dobijamo
kao

(€2)1 cosy siny 0 1 0 0 cosp sing 0 0
(€z)2 | = | —siny cosyp 0 0 cosf sinf —gingp cosp O 01,
(€2)3 0 0 1 0 —sinf cosf 0 0 1 1

pri ¢emu matrice 3 x 3 sa desne strane odgovaraju redom (s desna na levo) rotacijama oko: AZ ose za ugao ¢, ¢vorne
linije za ugao 0 i ose Axs za ugao 1. Odatle direktno dobijamo

(€2)1 sin 1) sin
(€z)2 | = | cosysinb |
(€2)3 cos 6
pa su komponente ugaone brzine
w, = 9bsinw51119+9cosw
wy = gbcosz/)sinﬂfésinw

w3 G cosl + 1. (161)

11.4 Moment impulsa, kineticka energija i tenzor inercije krutog tela

Izra¢unajmo moment impulsa M krutog tela u odnosu na koordinatni pocetak O laboratorijskog sistema:

M o= > F xmy, =Y (Fa+)xmyb, =7ax Y mb,+ Yy xmy (Ta+& x,)
v v v 14
= Faxmic+ YT X myTa+ Y myit, x (wx i)
14 14
= 4 X mic +mile x Ta+ > _my, (26 — (& -,)i,) , (162)

v

gde je m =) m, ukupna masa krutog tela, /¢ vektor polozaja centra mase C' krutog tela u odnosu na pol 4, a
o brzima centra mase krutog tela u laboratorijskom sistemu. Ako pol A krutog tela miruje i ako upravo taj pol
izaberemo za koordinatni pocetak laboratorijskog sistema onda je 7’4 = 0 i ¥4 = 0, kretanje krutog tela se svodi na
Cistu rotaciju, a moment impulsa jednak je poslednjem sabirku u prethodnom izrazu:

M= Zm,, (7126 — (& - 71,)m,) (163)

Projekcije ovog vektora na ose sopstvenog sistema krutog tela jednake su:
2

Mt — Z (ml, (rf, wy — (w12, + wazh, + nggl,)x'h,)>
1%

2 2
(Z mV(xIZV + xéu )) wi + <_ Zmlfxlluxéu> wa + <_ ZmVxlluxgz/> w3,

14 14 14
2 2

Myt — (— Zm,,xllyxéy> w1 + (Z m,(z},” + 2%, )) wo + <— Zm,,xé,,xé,,) w3,

2 2
Mgrot = ( E ml"xlll/xév> w1 + ( E mvxéuxéy> wz + <§ mV(xllu + xIZV )) w3,
v v v

§to se moze napisati u tenzorskom obliku kao

Mrot _ i . CD‘, (164)

gde je
; Ly L I )
IT=|Ix I I |, ILij= Zmu(l';y dij — scgl,:c;-y) ) (165)

I3y I3p I3z v @
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Suki
Umesto x u x'_{i\nu}^2, treba da stoji r


tzv. tenzor inercije. Ako se moze smatrati da je masa kontinualno raspodeljena po zapremini V' krutog tela, onda
se elementi tenzora inercije mogu racunati pomocu integrala:

1ij =/p(ﬂc225ij—$2w§), i,j=1,2,3, (166)
14

gde je p gustina krutog tela. Dijagonalni elementi ovog tenzora imaju smisao momenata inercije krutog tela u odnosu
na odgovaraju¢u osu sopstvenog sistema krutog tela, dok vandijagonalni elementi, tzv. proizvodi inercije nemaju
direktan fizicki smisao. Posto je tenzor inercije simetri¢an tenzor, sigurno postoji ortogonalni bazis €7, €3, €3 u kome
je ovaj tenzor reprezentovan dijagonalnom matricom

(L 0 0
i=|l0 L o], (167)
0 0 Iy

gde se svojstvene vrednosti I; nazivaju glavnim momentima inercije, a svojstvene ose glavnim osama inercije krutog
tela. Znaci, ako kruto telo rotira oko jedne od svojih glavnih osa inercije, moment impulsa ima pravac te ose. U
ostalim sluc¢ajevima moment impulsa nije kolinearan sa osom rotacije krutog tela.

Kineticka energija T' krutog tela jednaka je

1
T= Z my_'2 Zmu Ta+w x71,)2 :§m5%+6A~(QXmF/c)+Tmt, (168)
gde je
Tt = Zm (@& x 71, LS~ @ (71, x (w X 71,)) 1_’Zm (71, x (& % 71,)) 15.7.5 (169)
v 1/ =5 v v v)) = W v\l w v)) = 3§
24 2~ 2

Ako je & = wi, gde je 7 ort trenutne ose rotacije, onda je

1
T = —W*i -7 -7 = 51&, (170)

gde je

I=> m,(ii xi,)? (171)

7 moze pomocu tenzora inercije Z mogu 1zracunat1 po formuli

I=ii-T-7. (172)

Primer...

11.5 Koriolisova teorema

Neka je C vektor koji se ne menja u sopstvenom sistemu krutog tela. Za posmatraca iz laboratorijskog sistema ovaj
vektor se u toku infinitezimalno kratkog vremenskog intervala d¢ promeni za dC = da x C’ pa je

ac S
Neka je é(t) = G1(t)€1 + Ga(t)éy + G3(t)es bilo kakva vektorska veli¢ina. Za posmatraca iz laboratorijskog sistema
brzina njene promene jednaka je

des
dt -

dG(t) dGy_  dGs_ L 4G5 de’ dé,
TR TR e R Tl ROl s + G

€1
+ Go(t)— T

- (174)
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Posto se vektori €; u sopstvenom sistemu krutog tela ne menjaju (kao Dekartovi koordinatni ortovi), na njih se moze
primeniti formula (173), pa je

dG(t) dGi, [ dGs_  dGs L S L
di): dt1€1+ dt2€2+ dt363+G1(t)wxe1+G2(t)wxe2+G3(t)wxe3:

Kako je brzina promene veli¢ine C_j(t) u sopstvenom sistemu jednaka

- rel
(dG(t)) _dG . dGy . dGs

dGi . dG,_, dGs_. . 4
g at g ety @5 +Jx G(t).

dt dt at at 3 (175)

brzinu promene u laboratorijskom sistemu mozemo napisati kao

- - rel
dG(t) (G L -
o = ( 5 ) +@xG). (176)

Ovaj rezultat poznat je kao Koriolisova teorema.

11.6 Ojlerove jednacine

Moment impulsa krutog tela u odnosu na pol A u laboratorijskom sistemu M@ jednak je

MW =N ", xmyi, = Y (7, — ') x myt, = M© — 4 x miic . (177)

v v

Ako za pol izaberemo centar mase krutog tela, onda prethodna jednacina dobija oblik

M(C) = M(O) — FC X mUC s (178)
odakle je
dM(©  aM© d(mic)
= — . 1
dt a O T (179)
Posto je prema teoremama impulsa i momenta impulsa
d(mic) L dM© I
§r :;Fy, 4 :zyjrnyy, (180)
gde je F, ukupna spoljasnja sila koja deluje na v-ti deli¢ krutog tela, dalje sledi
dM(©) ﬂ L
= 2 —70) x Fy = Y, x F, = K. (181)

U poslednjoj jednacini K© predstavlja ukupni moment spoljasnjih sila koje deluju na kruto telo, ra¢unat u odnosu
na centar mase krutog tela. Ako sada na izvod momenta impulsa primenimo Koriolisovu teoremu, dobijamo jednac¢inu

AM©
dt

(rel)
) =K© —gx MO, (182)

Moment impulsa krutog tela racunat u odnosu na njegov centar mase prema jedna¢inama (162) i (164) jednak je
M€ = MO — 7o x mie = Fe X mie +mite x T + 1€ - & — 7o x mie =1° - &, (183)

posto je 7’¢ = 0. Ako za Dekartove ose sopstvenog sistema krutog tela izaberemo glavne ose inercije, onda tenzor
inercije Z¢ u tako izabranom sistemu ima dijagonalni oblik, pa projektovanjem jednacine (182) na te ose dobijamo
tzv. Ojlerove jednacine:

dw
Ild—l — (12 — Ig)&)gb«)g = ch
t
dw
Igd—z —(Ig—[l)u}gwl = KQC
t
dw
Igd—;’ — (I - L)ww, = K. (184)



11.7 Analiticki metod u dinamici krutog tela

Kao sto je ve¢ receno, slobodno kruto telo ima 6 stepeni slobode, a za generalisane koordinate je zgodno uzeti
Dekartove koordinate pola A krutog tela x4,y4,24 1 Ojlerove uglove ¢,6 i . Rad pri elementarnom pomeranju
slobodnog krutog tela je onda jednak

dA = Y F,-dif, =Y F, - G,dt=Y F,-((a+&xi)dt=> F,-vadt+» F,-(&x7]

Fotadt+3- Y 7, x Fdt = Fyde + Fydya + Fodza +3- KWdt

Posto je
b = pe, +0én + es,
konaé¢no se za elementarni rad dobija izraz

dA = Fydza + Fydya + Fodza + K*dg + (I?V‘) : 5N) 9 + (I?W : 53) &, (185)

gde su FiKW ukupna spoljasnja sila i ukupni moment spoljasnjih sila, koje deluju na kruto telo, Sto znac¢i da su
generalisane sile

QzA:an QyA:Fy» QZA:sz an K(A QGZK(A)'ng Qw K(A) c: (186)

Sile interakcije koje deluju izmedu ¢estica krutog tela ovde tretiramo kao sile reakcije. Nije tesko zakljuciti da se radi
o idealnim silama reakcije. Naime, posto su odgovarajuée veze stacionarne, dovoljno je ispitati da li je ukupni rad
ovih sila AWMU na moguéem pomeranju jednak nuli. Po definiciji je taj rad jednak

AA D g, S, dF = > By + 3 R,

1 = 1 =
izl?l“/'dfuiizml‘u‘dﬁl: ZF‘/LV' T/L)7
237 v,

gde smo iskoristili zakon akcije-reakcije. Posto je sila ﬁw interakcije izmedu proizvoljne dve Cestice krutog tela
kolinearna sa relativnim radijus-vektorom 7, — 7, (prema postulatima sile), dalje je trazeni rad jednak

t - -
dAUIUY — Z |7”1, 7"#) 'd Ty — u 4 Z |TV T#)Q'

_Tu| _ru|

Medutim, rastojanje izmedu bilo koje dve ¢estice krutog tela se ne menja pri kretanju, pa je

tj. rad sila reakcije na moguéem pomeranju jednak je nuli, pa se zaista radi o idealnim silama reakcije, sto znaci da
su pri slobodnom kretanju krutog tela zadovoljene Lagranzeve jednacine u svom osnovnom obliku:

dor ot aor T  doT oT
dt 04 Oxa G 1 0ya  Oya YA ¢ 0%4 Oza a0
dor oT dor oT dor oT
=Qp = =Qy-

dtdy  dp dtpg 96 <" dtay 0

Ako su sve spoljasnje sile koje deluju na kruto telo potencijalne, onda se Lagranzeve jednacine za kruto telo mogu
pisati i u obliku

doL oL o oL aoL on
dt0zg4 Oxa a o dtOya  Oya S dt 0%4 Oza o

d oL OL d oL OL d oL OL

dt 9o Oy o0 dt 96 96 Todtoy O 0 (187)
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Ako se za pol izabere centar mase C, onda je kineticka energija jednaka

1 1 . . .
T= Em(x% + 98+ 22) + 5 (Il(gbsinwsinH + 0 costh)? + I ((¢costpsinf — fsin))? + I3(¢cosb + 1/))2) ,
pri ¢emu su Ojlerovi uglovi uvedeni pod pretpostavkom da su ose sistema vezanog za kruto telo glavne ose inercije,
a Iy, Is i Is su glavni momenti inercije, pa je lagranzijan

1 1 . . .
L= sm(@d + 32 +32) + 3 (Il(gbsinwsinﬁ +0cos)? + L((¢cosvsind — Osiny)? + I5(pcosd + ¢)2) ~U.

I pri neslobodnom kretanju, ako su sile reakcije idealne, a veze holonomne, mogu se primenjivati Lagranzeve jednacine.
Cesto se kod neslobodnog kretanja krutog tela javljaju tzv. uslovi kotrljanja bez klizanja, koji odgovaraju kretanju
krutog tela po idealno hrapavoj podlozi, pri kome deli¢i krutog tela koji su u neposrednom dodiru sa takvom
podlogom ne proklizavaju po njoj. Ovaj uslov se formalno izrazava kao jednacina u kojoj se pojavljuju brzine,
tj. izvodi generalisanih koordinata, dakle radi se o neholonomnim vezama. U jednostavnijim slucajevima, to su
kvazi-neholonomne veze, tj. veze koje se integracijom mogu svesti na holonomne veze, ali to nije opste pravilo, pa
treba biti oprezan sa primenom Lagranzevih jednacina na takve sisteme. Primer... kotrljanje diska i lopte po ravnoj
horizontalnoj podlozi

11.8 Kretanje krutog tela oko nepomicne ose

Ako kruto telo rotira oko nepomicne ose, jasno je da je broj stepeni slobode n = 1, a za generalisanu koordinatu
je najzgodnije izabrati ugao ¢ rotacije oko te ose. Ako za pol izaberemo proizvoljnu tacku na osi rotacije, onda
kineticka energija ima oblik

1
T =-1¢*
SR
a odgovarajuca generalisana sila
QSD = Kz(A) )

pa, pod pretpostavkom da su sile reakcije idealne, Lagranzeva jednacina ima oblik
Ip=KW,

Ako je jedina aktivna sila koja deluje na kruto telo sila gravitacije (koja je normalna na osu rotacije), onda ovakav
fizicki sistem nazivamo fizickim klatnom, a prethodna jednacina, pod pretpostavkom da je § = —gé,, dobija oblik

I+ mglsinp =0,

gde je | najkrace rastojanje centra mase krutog tela od ose rotacije. Ova jednacina, oc¢igledno, ima isti oblik kao
diferencijalna jednacina kretanja za matematicko klatno (61).

11.9 Kretanje simetri¢ne ¢igre

Razmotrimo kretanje dinamicki simetri¢nog kru-
tog tela kod koga je I; = Is, u homogenom grav-
itacionom polju § = —ge€,, pri kome se njegova
najniza tacka ne pomera (vidi sliku). Ako za pol
krutog tela izaberemo nepokretnu tacku, koja je
istovremeno i koordinatni pocetak laboratorijskog
sistema, a za ose sistema vezanog za kruto telo
uzmemo glavne ose inercije, onda kineticka en-
ergija tela ima samo rotacioni deo, koji je jednak

T = - (L(w] +w3) + I3w?) .

DN | =

35



Ako dalje iskoristimo izraze (161) za komponente ugaone brzine u pokretnom sistemu, kineticka energija dobija oblik
T= % (Il(ng sin? 0 + 02) 4 Is(¢cosf + w)2> ,
a posto je potencijalna energija U = mgl cos 6, gde je [ rastojanje centra mase od pola, lagranzijan je jednak
L= % (Il(gbz sin® 0 + 02) + I3(pcosf + w)2> —mglcosf. (188)

Posto su generalisane koordinate ¢ i ¥ cikliéne, odmah dobijamo dva integrala kretanja

oL

% = I1psin? 0 + I3(¢ cos B + 1)) cos § = const, (189)
14
i oL

8—¢ = I3(¢ cos B + 1p) = const . (190)

Posto je moment gravitacione sile u odnosu na nepokretnu tacku jednak

—

K:fxmg’:lmgézxgs,

jasno je da se komponente momenta impulsa duz Z i x3 ose odrzavaju i lako se proverava de je upravo

oL L
- =Mz, 8_ = Ms.
¢ o)
Treca Lagranzeva jednacina
dor oL _
dtgo 96

ima eksplicitan oblik ) )

16 — I;p? sin 0 cos 0 + I3 sin O(p cos O 4 ) — mglsinh = 0,
odnosno v DML
. 1 — 3
1,0 + M3sinf — mglsin — —( Z .czs 3)
I sin” 0
gde smo iskoristili integrale (189) i (190). Posto je 6 = d(62)/d#, integracijom poslednje jednacine dobijamo jednacinu
oblika

cosf =0, (191)

1 .
51192 +Ueg=F',

gde je
1 (Mg — Mj3cosf)? ,
= — lcosh, FE' =
Vel = 37, sin? ¢ mgteost

Mg
T
Funkcija Ugyg ima oblik kao na slici, odakle se vidi da kruto telo vrsi tzv. pseudoregularnu precesiju, naime njegova
glavna osa inercije x3 rotira oko Z ose (precesira), ali istovremeno osa x3 osciluje izmedu uglova 6, i s, tj. vrsi
tzv. nutaciju (vidi sliku). (Odatle se Ojlerovi uglovi ¢esto nazivaju i: 6 - ugao nutacije, ¢ ugao precesije i ¢ - ugao
rotacije.)

(192)

Ueﬂ’ z
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Hamiltonove jednacine
Svakoj generalisanoj koordinati ¢; moze se pridruziti tzv. generalisani impuls p; koji je po definiciji jednak

oL
4;

P = (193)

Polozaji i brzine svih Cestica nekog sistema (na koji se moze primeniti Lagranzev formalizam) mogu se izraziti
preko generalisanih koordinata ¢;, generalisanih brzina ¢; i vremena ¢. Alternativno, iz definicionih jednac¢ina (193)
mogu se generalisane brzine izraziti u funkciji generalisanih koordinata i impulsa (moze se pokazati da je u klasi¢noj
nerelativistickoj mehanici to uvek moguée), ¢ime se dobijaju relacije

gde smo sa ¢ i p kratko oznacili kompletne skupove generalisanih koordinata i impulsa. Koristeéi ove relacije polozaji
i brzine Cestica se mogu izraziti preko ukupno 2n generalisanih koordinata i impulsa, i vremena.

Ispostavlja se da je u ovakvom pristupu umesto Lagranzeve funkcije, koja je funkcija ¢, ¢ i ¢, zgodnije raditi sa
tzv. Hamiltonovom funkcijom (hamiltonijanom), koji se definise kao

H(q,p,t) sz% ¢ p:t) — L(q,4(q.p, 1), 1) , (195)

gde svaku generalisanu brzinu ¢; treba izraziti u funkciji ¢, p i ¢, kako je i naznaceno. Da bismo uvideli u ¢emu je
prednost uvodenja H u odnosu na L u ovakvom formalizmu, izra¢unajmo izvode hamiltonijana po ¢ i p (zajedno se
ove promenljive zovu kanonske promenljive). Iz definicije hamiltonijana (195) sledi da je njegov parcijalni izvod
po generalisanom impulsu p; jednak

oH oL 0q; . - (‘3q] 0L 0g;
pidi(q,p,t = qi(g,p,t) + pPj . 196
api ; T Z < 04; Opi Gl Z ! Z < 0q; Opi (196)

Posto se drugi i treéi ¢lan u poslednjem izrazu, prema definiciji (193), ponistavaju, dobijamo

oH
Opi

= (ji(Q7p’ t) : (197)

Sliéno, izvod hamiltonijana po generalisanoj koordinati ¢; je

oH 0 oL 94
) = 198
dq:  0q; ;p 54 (4, ;1 22 04; dg;” (198)

Posto smo, umesto u Lagranzevom formalizmu medusobno nezavisnih promenljivih ¢ i ¢, u ovom formalizmu (koji
¢emo zvati Hamiltonovim) izabrali promenljive ¢ i p za medusobno nezavisne, vazi da je

Op;

= 0 s
('9qj
pa je
- aq Q7p7t
Zp]q] 0.p.t) | = ijij(a _ ). (199)
=1 =1 e
Vra¢anjem ovog izraza u desnu stranu (198), zbog definicije generalisanih impulsa dobijamo
OH oL
= — , 200
9qi 9qi (200)
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§to je dalje, zbog Lagranzevih jednacina

d oL OL

= = o i=1,---.nm. 201
dt 0¢;  Og; &, i=Ll-en (201)
i, ponovo, definicije generalisanih impulsa, jednako
OH
—QF —p;. 202
g, — P (202)
Zajedno se dobijene jednacine
dgi(q,p,t) _ OH  dp; OH
_ —OF _ =1.... 203
dt apl ) dt Qz aqz ) ? ’ y T ( )

nazivaju Hamiltonove jednacine. Za razliku od Lagranzevih jednacina, koje predstavljaju sistem od n obi¢nih
diferencijalnih jednacina drugog reda, Hamiltonove jednacine predstavljaju sistem od 2n obi¢nih diferencijalnih
jednacina prvog reda. Resavanjem ovog sistema (za zadate pocetne uslove) dobijaju se kona¢ne jednacine kretanja
qi(t) 1 zavisnost generalisanih impulsa od vremena p;(t), ¢ime je potpuno odredeno stanje sistema u svakom trenutku
t. Iz samog oblika ovog sistema (izvodi nepoznatih funkcija eksplicitno izrazeni preko svih ostalih veli¢ina), jasno je
da je njegovo resenje jednozna¢no, odakle ponovo sledi klasi¢ni zakon kauzalnosti.

Primer - Linearni harmonijski oscilator
Generalisani impuls p koji odgovara generalisanoj koordinati x u sluc¢aju L.h.o. po definiciji je jednak

oL 0 (1 1
$to odgovara x komponenti vektora impulsa cestice. Odatle je
. p
t) ==
&(z,p,t) =
pa je hamiltonijan jednak
o1
H(p,x,t) = pi(z,p,t) — Lz, (z,p,t)) = o T §mw2w2.
m

Lako se proverava da je hamiltonijan u ovom slu¢aju brojno jednak ukupnoj energiji

1 1
E= §mi‘2 + Emw2m2 .
Hamiltonove jednacine (203) imaju oblik
dz p dp 9
— ==, — =-nmwu.
dt m’ dt

Prva Hamiltonova jednacina se poklapa sa jednac¢inom koju smo dobili direktno iz definicije generalisanog impulsa
(204). U vezi sa konkretnim nalazenjem konacne jednacine kretanja x(t) ovde se moze primetiti da nikakvu olaksicu
nismo dobili time $to smo presli na sistem od dve diferencijalne jednacine prvog reda. Naime, ovaj sistem se najlakse
reSava tako Sto se prva jednacina diferencira po vremenu, ¢ime se sa desne strane pojavi p, koji zatim treba iz druge
jednacine zameniti. Tako se ponovo dobija diferencijalna jednacina drugog reda: i + w?x = 0, koja se poklapa sa
odgovaraju¢om Lagranzevom jednacinom.

Primer - Matematicko klatno
U slucaju matematickog klatna je generalisani impuls p jednak

oL 0 (1
p= 9% = 9% (ﬁmR2¢2 + mgR cos gp) ,
odakle je
o=
mR2’



a hamiltonijan
2

p
H(%P» t) = 2mR2 a ngCOSSD?

$to je ponovo brojno jednako ukupnoj energiji. Hamiltonove jednacine (203) ovde imaju oblik

de — p dp

=P o gRsing.
it mR2S At gesmy

Ni u slu¢aju matematickog klatna ne dobija se nikakav dobitak u smislu nalazenja konacnih jednacina kretanja,
§to je uobicajeno za sisteme sa malim brojem stepeni slobode. Medutim, za sisteme sa velikim n, kada se jednacine
kretanja obi¢no reSavaju numericki, mnogo je lakse raditi sa sistemima diferencijalnih jednac¢ina prvog, nego drugog
reda (makar ih bilo i duplo vise), pa tada Hamiltonove jedna¢ine imaju veliku prednost u odnosu na Lagranzeve.
Sustinske prednosti Hamiltonovog formalizma uocavaju se u drugim oblastima fizike, recimo u statistickoj i kvantnoj
fizici.

Formalizam statisticke fizike primenjuje se u tzv. faznom prostoru. To je prostor dimenzije 2n u kome tacka,
reprezentovana uredenim skupom generalisanih koordinata i impulsa (g1, -+, gn, p1, " -+, Pn) odreduje stanje sistema.
Kretanju sistema odgovara trajektorija koju opisuje tacka (q1(t), -, gn(t),p1(t), -+, pn(t)). Trajektorije sistema se
u faznom prostoru ne seku, jer bi presecanje trajektorija znacilo da iz istih pocetnih uslova (u tacki preseka) postoji
vise trajektorija, sto je u suprotnosti sa klasicnom kauzalnoséu.

Primer - Linearni harmonijski oscilator
Posto se energija l.h.o. odrzava, a hamiltonijan je brojno jednak energiji, kako smo gore pokazali, sledi da je

2
1
L + “mw?a?

= const,
2m 2

Sto predstavlja jednacinu elipse u faznom prostoru, koji je ovde dvodimenzionalan. Ova elipsa predstavlja trajektoriju
Lh.o. u faznom prostoru, a njene poluose odredene su energijom. Jasno je da se za razli¢ite energije dobijaju elipse
koje se ne presecaju (vidi sliku).

P

e
S~

Osnovni dinamicki zakon u kvantnoj mehanici predstavlja Sredingerova jednacina:

o -
th— = Hvy,
ot v
gde ¥ tzv. funkcija stanja kvantnog sistema, a H je hermitski operator koji odgovara hamiltonijanu. Operator H
se formira tako Sto se u klasi¢ni izraz za hamiltonijan, umesto klasi¢nih generalisanih koordinata i impulsa, stave

hermitski operatori koji odgovaraju koordinatama i impulsima. Tako je npr. za Lh.o. H = p?/(2m) + mw?22 /2.

Smisao hamiltonijana

Videli smo da je hamiltonijan 1.h.o. i matematickog klatna jednak njihovoj ukupnoj mehanic¢koj energiji. Ispitajmo
opste uslove pod kojima je to tatno. Ako u izraz za hamiltonijan (195) eksplicitno stavimo L =T — U dobijamo

. . "\ JL .
H =Y pidi(a:p,t) = L(a,d(q,p, ), t) = > e di—T+U. (205)
i=1 i=1
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Kako smo ranije ve¢ pokazali
OL .
30, = 2 Audi + Bi,
Tt

gde koeficijenti A;; i B; poticu iz izraza za kineticku energiju:

n

1 e :
= 5 Z Aij(QIa"'a97L7t)Qin +ZBZ((]177Qnat)Qz+O((1177Qnat)

ij=1 i=1

Ako poslednja dva izraza vratimo u (205), dalje dobijamo da je hamiltonijan brojno jednak izrazu

n n n
.. . 1 ..
H= Z Aijdiqi + ZB ¢ — Z Aijdiqs — ZBiCI@' -C+U= 3 Z Aijqig; —C+ U, (206)
1,j=1 ’L,j:1 i=1 ij=1
odakle se vidi da je hamiltonijan sigurno brojno jednak ukupnoj energiji ako je deo kineticke energije koji je linearan
po generalisanim brzinama jednak nuli, tj. ako je kineticka energija homogena kvadratna funkcija generalisanih

brzina. Osim hamiltonijana i lagranzijana, ponekad se razmatra i tzv. generalisana energija £, koja je funkcija
generalisanih koordinata i brzina i definiSe se kao

n

. oL .
g d,t) =) g0 L (207)
i=1

Ocigledno, generalisana energija je brojno jednaka hamiltonijanu.
Takode je interesantno ispitati kada je hamiltonijan integral kretanja. Totalni izvod H po vremenu jednak je

) o (U, 00, | o1

bkl W Wit “= . 2
& aquz—F 01 + = (208)

Ako u sumu u gornjem izrazu, izvode kanonskih promenljivih zamenimo iz Hamiltonovih jednac¢ina dalje dobijamo
dH q p,t ", (OH aH OH OH 8H

e 209

; <8q, Op; 3 Di @ 9q; o ZQ (209)

odnosno, ako jo$ jednom iskoristimo Hamiltonove jednacine, sledi
dH 0H
_ G . 210
=t ;qu (210)

Znadi, ako hamiltonijan ne zavisi ekspilicitno od vremena i ako je >, QF¢; = 0 (Sto je sigurno tatno ako su sve
aktivne sile potencijalne ili giroskopske) onda je sigurno dH/dt = 0, tj. hamiltonijan predstavlja integral kretanja.

Primer - Tejlorovo klatno
Tejlorovo klatno je sistem koji se sastoji od Cestice mase m, koja se u homogenom gravitaciom polju kreée po
glatkom tankom prstenu polupreénika R, koji rotira konstantnom ugaonom brzinom w oko svog vertikalnog pre¢nika
(vidi sliku). Ako se za generalisanu koordinatu izabere sferni ugao 6, kineticka energija ima oblik
1 20 2 s 2 )2
T= ng (w?sin” 0 + 67),

a potencijalna U = mgR cos . Posto kineticka energija nije homogena kvadratna funkcija generalisane brzine 0, ni
generalisana energija

1 .
E = §mR2(92 — w?sin? @) + mgRcos @,
ni hamiltonijan
o1
=5 Emsz2 sin? 6 + mgR cos 6,
m
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nisu jednaki ukupnoj mehanickoj energiji
1 .
E = §mR2(w2 sin? 6 4 %) + mgR cos 6 .

S druge strane, nepotencijalnih sila nema, a hamiltonijan ne zavisi eksplicitno od vremena, $to znaci da predstavlja
integral kretanja, isto kao i generalisana energija. Medutim, ukupna mehanicka energija se ne odrzava, posto postoji
nestacionarna veza ¢ = wt.

w

g

Generalisano potencijalne generalisane sile

Osim obi¢nih potencijalnih generalisanih sila, koje zavise od generalisanih koordinata i, eventualno, vremena, postoje i
tzv. generalisano potencijalne generalisane sile, koje zavise i od brzina, a mogu se izraziti preko generalisanog
potencijala V (g, q,t) kao

d [oV 2%
== ) - =—. 211
Q dt (8(]1) aqi ( )
Ako se u osnovnom obliku Lagranzevih jednacina
dor or
e = Qs
dt d¢;  0q;

generalisane sile razdvoje na generalisano potencijalne i "ostatak” @, tj. napisu kao

o, AoV oV

lako se proverava da se jednacine ponovo mogu prepisati u standardnom obliku

doL oL
dt 8(]1 8qi N Ql ’

gde jesada L = T — V, a @} deo generalisanih sila koji se ne moze izraziti pomocéu generalisanog potencijala
(jasno je da su obi¢ne potencijalne sile specijalan slu¢aj generalisano potencijalnih). Lako se vidi da i Hamiltonove
jednacine zadrzavaju isti oblik, ako se sa ovakvim lagranzijanom definiSe hamiltonijan. Takode, i diskusija o smislu
hamiltonijana je sli¢na, jedino $to u ovom slucaju

oL oT
o4; " 9¢;’

posto V' moze da zavisi od ¢. Primetimo da generalisani potencijal V' moze da bude jedino linearna funkcija gener-
alisanih brzina, jer bi u suprotnom generalisano potencijalna generalisana sila bila funkcija generalisanih ubrzanja,
§to bi znacilo da odgovarajuca sila interakcije zavisi od ubrzanja, a to zabranjuju postulati sile. Znaci, u najopstijem
slucaju, generalisani potencijal je funkcija oblika

V= ailan i + Ulainb), (212)

i=1
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pa je hamiltonijan

1 ¢ - —IV .1 C - —~ 1 -

ij=1 ij=1 ij=1

tj. dobija se isti izraz kao i u slu¢aju obi¢nih potencijalnih sila. Ovde treba napomenuti da se i u slu¢aju generalisano
potencijalnih sila, ukupna mehanicka energija i dalje definiSe kao zbir kineticke energije i potencijalne energije U, tj.
dela generalisanog potencijala koji ne zavisi od generalisanih brzina. Konacno, ni izraz za dH/dt se u ovom slucaju
ne menja.

Primer - Lorencova sila
Na cesticu nalelektrisanja ¢, koja se kreée u elektromagnetnom polju, okarakterisanom jac¢inama EiB deluje
Lorencova sila
F=qE+7xB).

Polja se mogu izraziti preko skalarnog ¢(7,t) i vektorskog /T(F, t) potencijala na sledeéi nag¢in

—

B Y
E:fgradgaf%—t, B =rotA

a ako se za generalisane koordinate izaberu Dekratove koordinate cestice, lako se proverava da su odgovarajuce
generalisane sile, u ovom slucaju Dekartove komponente sile F', jednake

podov_ov. . _dov oV L dov oV

Todtor ox’ Y dtoy oy’ 0 ° dto: 09z’
gde je B
V=q(p—17-A).

Drugim re¢ima, Lorencova sila jeste generalisano potencijalna sila. Polazeé¢i od lagranzijana L = T — V', nalaze se
generalisani impulsi
Pe =mi+qAs, py=my+qdy, p.=mi+qA;,

dok je hamiltonijan

1 — -,
H=T+q<p=%(P—qA)2+q<p,

gde je P=mi+ qff.

Cikliéne koordinate u Hamiltonovom formalizmu

Ako su sve sile potencijalne, onda cikliénoj koordinati ¢;, za koju po definiciji vazi g—;i = 0, prema odgovarajucoj
Lagranzevoj jednacini
d 0L 0L d OL
J— — — e O = —_ — =
odgovara integral kretanja
g = = const,
S

tj. generalisani impuls konjugovan ciklicnoj generalisanoj koordinati je integral kretanja. 1z odgovaraju¢e Hamiltonove
jednacine onda sledi
. OH
b= dgi

§to znaci da hamiltonijan ne zavisi eksplicitno od cikliléne koordinate ¢;, tj. H ima oblik

0,

H= H(qla"'aqi—laQi-‘rla" '7Qn7p1,""pi—17conSt’pi+17""pn’t) .

Odatle zaklju¢ujemo da se u Hamiltonovom formalizmu broj stepeni slobode efektivno smanjuje za broj cikli¢nih
koordinata, kao §to je, recimo, bio slucaj kod centralnog kretanja ili kod Lagranzeve cigre.
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Primer - Centralno kretanje
Lagranzijan u slucaju centralnog kretanja

1
L= §m(7'"2 +729%) = U(r)

ne zavisi eksplicitno od koordinate ¢, pa je generalisani impuls p,, konstanta kretanja. PoSto su generalisani impulsi
Dr = M7, Py = mr?¢ = const ,
hamiltonijan

H =
2m = 2mr?

+U(r)

se efektivno svodi na hamiltonijan jednodimenzionog sistema:

2
pr b
H = % + Ueff(r) ; Ueﬂ(r) = 2’1?’207“2 + U(T) )
sa relevantnim jednac¢inama
ro dU,
T.‘ = p_ y Pr = — eff .
m dr

Poasonove zagrade

Totalni izvod po vremenu proizvoljne funkcije kanonskih promenljivih i vremena F'(q, p, t), za sistem sa potencijalnim
silama, jednak je
dF  ~(O0F  OF OF
— i 3 - 214
af ;<8qiq +8pip)+ ot (214)

Ako dalje iskoristimo Hamiltonove jednacine (203), ovaj izraz postaje

dF _ Z (8F 0OH OF 8H> OF (215)

At 0q; Op; a Op; O0qg; E '

i=1

Uvodenjem tzv. Poasonove zagrade, koja se za proizvoljne dve funkcije u i v kanonskih promenljivih definise kao

" (Ou v Ou Ov
_ _ 216
[u,v] ; (5% Op; Op; 3%‘) ’ ( )
konaéno dobijamo
dF OF
— =[FH|+ —. 217
o~ HI (217)
Specijalno ako je F' = ¢; ili F' = p; dobijamo Hamiltonove jednacine u simetri¢cnom obliku
dg; dp;
= |4, H ) = [Pi> Hi. 218
3 =l H]l, = e ] (218)

Ovakav oblik Hamiltonovih jednaéina posebno je znacajan zbog kvantne mehanike u kojoj operatori koji odgovaraju
koordinatama i impulsima zadovoljavaju jednacine

dgi i oo dpi i -
a =~ Rt gy =g HI

gde sada oznaka ”[ , |’ odgovara komutatoru koji se za dva operatora 4 i ¥ definise kao
[T, 0] = 40 — OG-

Pod osnovnim Poasonovim zagradama podrazumevamo zagrade kanonskih promenljivih, tj.
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Sli¢ne relacije vaze u kvantnoj mehanici, pri ¢emu koordinate i impulsi prelaze u odgovarajuée operatore, a Poasonova
zagrada u komutator, podeljen sa ih.
Ako je neka velicina F' integral kretanja, onda prema (217) vazi
oF
0=|F,H+—. 219

[, H)+ (219)
Moze se pokazati da za integrale kretanja vazi Poasonova teorema: Poasonova zagrada dva integrala kretanja je
takode integral kretanja.

Hamiltonov princip

Varijacioni racun

Za diferencijabilnu funkciju y(z) nezavisno promenljive z i funkciju F(z, y(z), S—z) formirajmo odredeni integral

I= /:z F (1: y(@), dif)) dz. (220)

Osnovni zadatak tzv. varijacionog racuna
je: nadi funkciju y(z), koja prolazi kroz fik-
sirane tacke (x1,y1) i (%2,92) u ravni zy, y
takvu da integral I ima ekstremalnu vred-
nost. Neka je y(x) trazena funkcija, a sa gy(x)
oznacimo sve ostale funkcije u okolini trazene, [X2'y2]
koje mozemo izraziti u obliku

y(x) = y(x) + en(z),
. . . ;%)
gde je € mali parametar, a n(x) proizvoljna 171
funkcija, takva da je n(z1) = n(x2) = 0 (posto X
je za svako g postavljen uslov g(z1) = y1 i
7(x2) = y2). Sa tako uvedenim oznakama I se
moze shvatiti kao funkcija od €, a potreban uslov da ona ima ekstremalnu vrednost za € = 0 je

dI(e)
=0. 221
de |._, (221)
Posto je € mala velic¢ina, funkcija F(z,g(x), %) moze se razviti u Tejlorov red na sledeéi nacin:
_ dy - d o ’ /
Fla,g, ) = Floyl@)+en(z), (@) +enlz)) | = F(z,y@) +en(@),y'(z) + e (z))
OF OF
= F(z,y,y)+ m en(w) + Y en'(x)+---, (222)
Y (zy,y") Y (z,9,9")

gde smo sa - - - naznacili ¢lanove viseg reda po e. Ako ovakav izraz zamenimo u integral (220) dobijamo

r2 2 (OF oF
I(e) = / F(m,y(m),y'(m))dx—&-e/ —n(z) + =—n'(z) |dz +-- -, (223)
o o \OY oy
odakle je
dI(e) 2 (OF or
= = — dz . 224
i = [ (G + G as (220
Na drugi ¢lan u poslednjem integralu se moze primeniti parcijalna integracija, tj.
2 OF 2 OF oF 2 2 d oF
—'(z)dz = —dn = —n(x) —/ n——dzx. (225)
e OV e OV oy oy dzOY
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Kako je n(x1) = n(x2) = 0 prvi sabirak u izrazu koji smo dobili za ovaj integral se anulira, pa vradanjem u (224)

dobijamo
¥z OF d OF
Lo (5 - ) e

Poslednji integral jednak je nuli za proizvoljnu funkciju n(z) samo ako je identicki zadovoljena tzv. Ojler-Lagran-
zeva jednacina:

dI(e)
de

oF d OF

oy  dz oy

Uobicajeno je da se razlika proizvoljne funkcije 7 i funkcije y koja predstavlja resenje varijacionog problema naziva
varijacija funkcije y i obi¢no se oznacava sa dy, tj.

=0, (226)

oy(z) = y(x) — y(z) = en(x) . (227)
Varijacija izvoda funkcije y(x) je onda jednaka
0y (x) = 7' (z) — ¢/ (z) = enf(x), (228)
odakle je jasno da varijacija i izvod komutiraju, tj.
3y’ () = (dy())" . (229)

Sa ovakvim oznakama se onda razlika funkcija F(z,7,7’) i F(x,y,y’) na osnovu (222) moze napisati u obliku

oF

OF
AF:F(£7?7g/)_F(x7yay/):a_ a—y/

By 4 (230)

(z,y,9") (z,y,y")

a razlika integrala I ra¢unatog redom sa funkcijama ¢ i y, na osnovu (223) jednaka je

AI:I(e)—I(O):/x (‘2—F(s -l—%éy)dx-i—---. (231)

Uobicajeno je takode da se sa dF i 01 oznacavaju redom delovi AF i AT koji su linearni po €, (tj. po varijaciji
funkcije y), sa §2F i §°I delovi koji su proprocionalni €? itd., pa se AF i Al u skladu sa tim pisu kao

AF =6F+0°F+-, AI=61+68T+ -, (232)
gde je
oF oF

OF (z,y,y) = o9 —doy + ?5 ! (233)

§to podseéa na izraz za totalni diferencijal funkcije tri promenljive (z,y,vy’), kada je promenljiva z fiksirana, i

OF oF vz oF d OF

ol = —o0y+ —d0y |dz = 0yl —— ——= |de. 234
/ml (a YTy ) v /I y(ﬁy dxay’)m (234)

Uslov (221) je onda ekvivalentan zahtevu da je prva varijacija integrala I jednaka nuli, tj.
SI=0. (235)

Ako je ovaj uslov zadovoljen, onda I(€) za e = 0 ima stacionarnu vrednost, §to odgovara minimumu, maksimumu ili
prevojnoj tacki. O Gemu se taéno radi moze se zakljuéiti na osnovu analize druge varijacije 621. Integral I ée imati
ekstremalnu vrednost za y(z) ako druga varijacija 621 uvek ima isti znak, tj. imade minimum za 621 > 0, odnosno
maksimim za 621 < 0.

Primer
U ravni zy uo¢imo tacke (x1,y1) i (x2,y2) 1 linije y(x) koje spajaju te dve tacke. Duzina elementa di proizvoljne

takve linije je
dl = v/dz2 + dy? = dx/1 + y'2,
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pa je ukupna duzina [ linije izmedu uocenih tacaka jednaka

T2
l:/ V1+y?de.
z1

Ova linija ¢e imati ekstremalnu duzinu za onu funkciju y(z) za koju je zadovoljena Ojler-Lagranzeva jednac¢ina u
kojoj je F(x,y,y') = /14 y'2. Posto F ne zavisi eksplicitno od y, ova jednac¢ina se svodi na

d OF N "
—— = — = const,
dt 0y’ oy’
odakle sledi
y'(r) =a=const = y(zr)=azx+Db,
§to je, naravno, jednacina prave, za koju se lako proverava da odgovara minimalnom rastojanju izmedu tacaka.

Uocimo sada n nezavisnih diferencijabilnih funkcija q; (t), - - - , ¢ (t) iste promenljive ¢, funkciju F(t, q1(t), - - -, qn(t),
G1(t), -+, Gn(t)) i njen integral

ta
= [T Fta(®: a0 ia (0. dn(®) . (236)
t1
Ako za skup funkcija ¢ (t), - - -, g, (t) integral I ima ekstremalnu vrednost, a ako sa ¢ (¢), - -, ¢, (t) oznac¢imo funkcije

onda je, analogno jednodimenzionom slucaju:

I(e) — —e/l Z(aq"’ —F )dt—|—62[+ (238)

Z/f( Tt qz >dt Z/tz <8qz ;tgF> midt (239)

$to je za proizvoljne i medusobno nezavisne funkcije 7; uvek jednako nuli jedino ako su identicki zadovoljene Ojler—
Lagranzeve jednacine

Odatle je
dI
de | _,

OF doF

Og; dt 0¢;
Znaci, Ojler-Lagranzeve jednacine predstavljaju potreban uslov da integral I ima stacionarnu vrednost za skup
funkcija ¢;(¢), a da li se radi o ekstremumu, utvrduje se na osnovu znaka druge varijacije 521,

=0, i=1,,n. (240)

Princip najmanjeg dejstva

Da bismo primenili varijacioni ra¢un na mehaniku, potrebno je da uvedemo jos§ nekoliko novih pojmova.
Hamiltonovo dejstvo W po definiciji je jednako

W= /t 2 L(Ql(t)a o ’7Qn(t)7ch(t)7 e a‘jn(t)at) dt’ (241)

gde je L(q, q,t) lagranzijan posmatranog sistema.

Konfiguracioni prostor je n-dimenzioni prostor u kome je tacka uredena n-torka (qi,---,qy), koju ¢ine gen-
eralisane koordinate fizickog sistema koji ima n stepeni slobode. Putanja koju tacka u konfiguracionom prostoru
opisuje pri stvarnom kretanju sistema zove se pravi (stvarni) put sistema. Uocimo jedan pravi put koji sistem,
tj. njegova reprezentaciona tacka u konfiguracionom prostoru prede od trenutka ¢; do trenutka to, od tacke M (t1)
do tacke M (t2). Pod okolnim putem sistema ¢emo onda podrazumevati put u konfiguracionom prostoru izmedu
istih tacaka M (t1) i M(t2), koji odgovara zamisljenom kretanju sistema od trenutka ¢; do t2, a koji malo odstupa od
stvarnog kretanja. Oznacimo sa P(qy(t),---,q,(t)) proizvoljnu tacku na pravom putu, a sa P(q(t),- - -, Gn(t)) tacku
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na okolnom putu, koja odgovara istom trenutku ¢. Neka su dq; varijacije generalisanih koordinata koje odgovaraju
prelasku sa pravog na okolni put, tj.

6qi(t) = @i(t) — ai(?) - (242)
Ako na sistem koji posmatramo deluju samo potencijalne sile, onda Lagranzeve jednac¢ine imaju oblik
d oL 0L
2 _ ) =1, --- 243
At 8g;  Og; o EE L, (243)

koji se na osnovu prethodnog odeljka poklapa sa oblikom Ojler-Lagranzevih jednacina (240), za ¢;(¢) (na pravom putu
sistema), kada se uzme F' = L. Posto ispunjenost ovih jednacina znaé¢i da odgovarajuéi integral ima stacionarnu
vrednost, to zna¢i da Hamiltonovo dejstvo na pravom putu ima stacionarnu vrednost. Analizom druge varijacije
dejstva (Sto prevazilazi okvire ovog kursa), moze se pokazati da je ona pozitivna za dovoljno male vremenske intervale
to—t1, Sto znaci da vazi Hamiltonov princip najmanjeg dejstva: stvarno kretanje sistema sa idealnim reakcijama,
holonomnim vezama i potencijalnim silama odvija se tako da Hamiltonovo dejstvo duZ pravog puta ima minimalnu
vrednost u odnosu na vrednosti dejstva duz svih okolnih puteva.

Napomena
Oznakom dg; smo u Lagranzevom formalizmu oznacavali

promene generalisanih koordinata, koje su odgovarale
virtuelnim pomeranjima. Ispostavlja se da varijacija za-
ista odgovara virtuelnoj promeni generalisane koordinate.
Naime, ako u trenutku ¢t — dt u konfiguracionom prostoru
na stvarnom putu uo¢imo tacku P(t — dt), a u trenutku
t uo¢imo tacke P(t) i P(t), prvu na pravom, a drugu
na okolnom putu, onda prelaz iz P(t — dt) u P(t) odgo-
vara moguéem pomeranju (stvarno kretanje sve vreme je u
skladu sa vezama), isto kao i prelaz P(t — dt) u P(t), posto
je i okolni put u skladu sa vezama. Razlika ova dva moguca
pomeranja odgovara prelasku iz P(t) u P(t) (vidi sliku), a
posto je razlika dva ovako definisana moguéa pomeranja
jednaka virtuelnom pomeranju, sledi da je ¢;(t) — ¢i(t) =
dq;(t) zaista virtuelna promena generalisane koordinate g;.

Jos malo varijacionog racuna

Iz izraza za varijaciju proizvoljne funkcije F(q1, -, qn,q1, " qn,t):

~ (OF OF
OF(q,4,t) = (—5%‘ + —.5%‘) ;
1 9q; 94

slede jednakosti:

0(aF) = «adF, «=const
(F1+F2) = §F1+0F,
0(F1Fy) = F16F; + FyoFy,
dFy
oFy (F: = —F
1(F2(q, ¢, 1)) dFQ 2

F(filg, 1)+, frlg,d:t)) = Zaféf“

§to se dokazuje na sledeéi nacin:

SaF) = Y (a(O‘F ) $g: + a(of ) 5%) — adF
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S(F+F) = ), ( (1 + F2)dg; + 5 (Fi + Fz)éqi)
i=1 v
= Z ( 6% a_‘lf‘léq: OF ——0q; + @(5 ) =0F, +0F;,
i1 i 9qi 9q;
MFRF) = ) 5q (F1E)0ai + 5o (FiF2)dg;

1

-
Il

" (OF, OF, oF, oF,
_ F 25q, + = 254; ) + =164
12( %t B4 >+22( 1q+8qiq)
—  F\6F, + FyF,

zn:(dFl 8F25 dF1 8F25> dFl

6F1(F2(q,4,1) = d—anq_ 4qi d—FZW dF,

5F27

n n k
: j 04 =1 903 qi
- o Z( Lou+ Gt )
J =1 ?

’L

Hamiltonovi sistemi

Pod Hamiltonovim sistemima podrazumevamo sve one sisteme za koje se moze naéi funkcija L(g, ¢,t) (koja ne mora
biti jednaka T — V), tako da se odgovarajuée Ojler-Lagranzeve jednacine u svom eksplicitnom obliku poklapaju
sa diferencijalnim jednacinama kretanja tog sistema, tj. da vazi Hamiltonov princip najmanjeg dejstva za W =
f i, Ldt. Ovi sistemi ne moraju biti mehanicki i u tom smislu se kaze da Hamiltonov princip predstavlja opsti princip
teoruske fizike. Zaista, principi analogni Hamiltonovom principu u mehanici, postoje i u drugim oblastima fizike, npr.
Maksvelove jednacine za elektromagnetno polje, mogu se napisati u obliku Ojler—Lagranzevih jednacina za pogodno
definisano dejstvo itd.

Primer
Za Cesticu mase m koja duz vertikale pada u homogenom gravitacionom polju, pri ¢emu na nju deluje i sila otpora
sredine, proporcionalna njenoj brzini sa koeficijentom proporcionalnosti am, funkcija

1
L' = imeat(j:2 + 2gx),

gde je x osa orijentisana vertikalno nanize, stavljena u Ojler-Lagranzevu jednacinu

oL’ 3 i oL’
ox dt 0z

207

daje diferencijalnu jednac¢inu
mx =mg — max .

Ova jednacina se moze dobiti i direktno iz IT Njutnovog zakona, ili pomo¢u Lagranzeve jednacine

doL oL _,
dtoi oz *°
gde je
1
L:T—U—§mw2—|—mgm Q" = —maz

Ovde je zgodno primetiti da ako lagranzijan L zadovoljava Hamiltonov princip, onda ¢e ga takode i funkcije
L'=aLiLl' =L+df(qt)/dt u svojstvu lagranzijana zadovoljavati. Za prvu funkciju je to o¢igledno, a za drugu
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je dejstvo

W’:/t2 (L+@> dt:/tzLdtJr/thf(q,t) Wt Flg(ta),ts) — Flg(t),th), (244)

pa je njegova varijacija

SW’ 75W+Z

P (t2) Z B 225 (ty) = oW, (245)

gde smo iskoristili ¢injenicu da su varijacije generalisanih koordinata u trenucima t; i t5 jednake nuli. Konac¢no, ako
ovako definisani lagranzijani L’ daju iste diferencijalne jednacine kao i L, onda je jasno da i lagranzijan

L' = ol + dfgi’ 28 (246)

takode daje iste diferencijalne jednacine kada se zameni u Ojler-Lagranzeve jednacine.

Kanonske transformacije

Ekvivalencija Hamiltonovih jednac¢ina i Hamiltonovog principa

1z definicije hamiltonijana sledi da se lagranzijan moze napisati kao

n
L= pgi—H,
=1

pa je varijacija lagranzijana, na osnovu osobina pokazanih u prethodnom odeljku, jednaka

- 2 OH OH
= 0(pi(g. 4. 1)) — 6H = > ( didpi + i5'¢——5i——5i)-
2 (pi(q,4,t)d:) 2 (q pi + P0G = 5 ~06i = 5 -0p

Posto varijacija i odredeni integral u izrazu za dejstvo mogu da zamene mesta, varijacija Hamiltonovog dejstva je

jednaka
tQ n t2
oW = 6<Zpiqi—H>dt Z/ ((
t1 i=1

to to d to . to ta
/ p;i0g;dt = / pi—0q;dt = / pid(0g:) = pidgil;’ */ 0q;dp; = */ dqip;dt
t1 t1 dt t1 ty t1

gde smo iskoristili ¢injenicu da varijacija i izvod po vremenu mogu da komutiraju, kao i grani¢ni uslov dg¢;(t1) =
dqi(t2) = 0, konaé¢no za varijaciju dejstva dobijamo izraz

(o3 )

Ako su sve sile nepotencijalne onda je iz ovog izraza jasno da, zbog medusobne nezavisnosti dg; i dp;, Hamiltonov
princip vazi ako i samo ako su zadovoljene Hamiltonove jednacine, ¢ime smo eksplicitno dokazali ekvivalenciju
Hamiltonovog principa i Hamiltonovih jednacina.

) 0p; + pidg; — 256 ) dt.

Kako je

Kanonske transformacije

Generalisane koordinate ¢; se za jedan isti sistem mogu birati na razne na¢ine, medutim, iz Hamiltonovog principa
za, sisteme sa potencijalnim silama sledi da oblik Lagranzevih jednac¢ina mora uvek ostati isti. Moze se i formalno
strogo pokazati da isto vazi i za sisteme sa nepotencijalnim silama. Drugim re¢ima, transformacije u konfiguracionom
prostoru ne menjaju oblik Lagranzevih jednacina. Nasuprot tome, ispostavlja se da postoje transformacije kanonskih
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promenljivih, tj. transformacije u faznom prostoru, koje ne odrzavaju oblik Hamiltonovih jednacina. Transformacije
u faznom prostoru koje odrzavaju oblik Hamiltonovih (kanonskih) jednacina, nazivaju se kanonskim transforma-
cijama. Preciznije, obostrano jednoznac¢nu transformaciju oblika

Q’L:Q’L(q7p)t>7 Pi:Pi<Q7p,t)7 izla"'an (247)
zva¢emo kanonskom ako postoji funkcija H (Q, P,t), takva da su zadovoljene jednacine

. 0H . oH
i = A 0 Pi:_—a .:17"'7
@=5p Q" "

Posto su Hamiltonove jednacine ekvivalentne Hamiltonovom principu, kao $to smo pokazali u prethodnom odeljku,
zahtev da je transformacija kanonska ekvivalentan je zahtevu

to [ 1 . - tz [ 1 -
5/ (ZPiQi—H>dt:6/ (ZPZ-in—Hdt>:0,
31 i=1 t i=1

pri ¢emu vazi 6Q;(t1) = 6Q;(t2) = 0. S druge strane, ,,prvobitne” kanonske promenljive ¢ i p su zadovoljavale kako
Hamiltonove jednacine tako i Hamiltonov princip, pa je i za njih vazilo

2 n to n
(Zpidi—H> dt=5/ (Zpiin_Hdt> =0.
i=1 t1 i=1

Kako je za bilo kakvu funkciju F(q, @,t) ,,starih” i ,,novih” generalisanih koordinata, ¢ i @, zbog grani¢nih uslova
zadovoljeno

5/t2dF = 0(F(q(t2), Q(t2),t2) — F(q(t1), Q(t1),11))

) (
=1

jasno je da Ce, ako vazi

0Qi(t2)

— —| dq;(t
N 9g; Q(l)

_oF
th an

5% t2) gg 5Qi(t1)> =0

ty

> pidg; — Hdt =Y P,dQ; — Hdt + dF . (248)
i=1 i=1

transformacija (247) biti kanonska.? Uobiajeno je da se uslov (248) naziva uslovom kanoniénosti, a funkcija F'
generatrisom kanonske transformacije. Iz uslova kanoni¢nosti sledi

zn:pidqi—Hdt ZPdQZ Hdt+z dqz—&-z dQZ —F t,

i=1
pa izjednacavanjem ¢lanova uz iste diferencijale medusobno nezavisnih promenljivih ¢;, Q; i t, dobijamo jednacine

oF oF ~ oF
= PP=——, H-H=—"—. 24
bi dqg;" " 0Q;”’ ot (249)

Znaci, ako je zadata funkcija F(q,@Q,t), onda iz jedna¢ina (249) mozemo nadi vezu izmedu starih i novih kanon-

skih promenljivih u obliku (247), kao i hamiltonijan H u novim promenljivim. Obrnuto, ako je zadata kanonska

transformacija (247), onda se pomocu (249) mogu naéi generatrisa i hamiltonijan H u novim promenljivim.
Uzimajuéi u obzir da je

d(P;Q;) = PdQ; + Q:dP;, d(pig;) = pidg; + ¢;dp; ,

2Jasno, ovim uslovom nisu pokrivene sve kanonske transformacije. Npr. iz uslova Z:;l pidg; — Hdt = a(zz;l P;dQ; — I:Idt) + dF

takode sledi da Hamiltonov princip vazi u novim promenljivim ako je vazio u starim.
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uslov kanonic¢nosti (248) se dalje moze transformisati u jedan od sledeéih oblika

i pidg; — Hdt = — zn: Q:idP; — Hdt +d <F + Xn: Pin-> : (250)
i=1 i=1 i=1

— i Qidpi — Hdt = i Pdez — I’i’dt +d (F — ipiqZ') s (251)
i=1 i=1 i=1

—Z%‘dpi —Hdt = _ZQidPi —gdt+d(F+Z(HQi - Pidi)) » (252)

i=1 =1 i=1

odakle, ako uvedemo oznake

Fy(q, Pit) = F+Y PQ, (253)
i=1
F3(Q,Pt) = F-— Zpi% (254)
i=1
Fi(p,Pt) = F+Y (PQ:—pigi), (255)
i=1
slede relacije
OF, OF, - OFy
R = < H=H+—= 2
pi 90, Qi 9P, + 5 (256)
8F3 8F3 ~ 8F3
i = = , Po=——w, H=H+ —— 257
a i 9Q; i (257)
_ 0R _OF, - . OF,
w = -5 Q=S A-me O (25%)

Funkcija generatrisa se dakle moze zadavati kao funkcija bilo kojih 2n nezavisnih promenljivih iz skupa od ukupno
4n starih i novih kanonskih promenljivih.

Primeri:

1. Nadimo kanonsku transformaciju generisanu funkcijom
i=1

Posto je funkcija generatrisa zadata kao funkcija starih koordinata i novih impulsa treba primeniti jednacine
(256), na osnovu kojih dobijamo

R

pi = E

:Pi> Ql:aP:qZ7 H:H7

tj. funkcija (259) je generatrisa identi¢ne transformacije.

2. Ako je transformacija kanonskih promenljivih oblika

Qi=pi, P=-q,

onda je
zn:]?idfh — Hdt = — Zn:QidPi — Hdt = — <Zn:d(QiPi) - Zn:Piin> — Hdt = zn:Piin —Hdt—dzn:QiPi ;
i=1 i=1 i1 =1 =1 i=1

odakle sledi da ovakva transformacija jeste kanonska sa funkcijom generatrisom F = — 5 P,Q; = > ¢;Q;. Na
slican nacin, lako se proverava da transformacija Q; = p;, P; = ¢; nije kanonska.
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1z poslednjeg primera je jasno da kanonske transformacije generalisane koordinate i impulse lisavaju njihovog
prvobitnog smisla, tj. @; ne mora da bude vezano isklju¢ivo za prostorne koordinate, dok P; moze da odreduje i
prostornu konfiguraciju sistema. Zbog toga je i zgodno koristiti naziv kanonske promenljive. Takode je jasno da se
pogodno izabranom kanonskom transformacijom, oblik Hamiltonovih jedna¢ina moze pojednostaviti. Npr, ako se
transformacijom postigne da novi hamiltonijan postane jednak nuli, Hamiltonove jednacine dobijaju trivijalan oblik
iz koga sledi da su nove kanonske promenljive integrali kretanja.

Simetrije i zakoni odrzanja

Da bismo pokazali da izmedu simetrija hamiltonijana i zakona odrzanja postoji veza, uo¢imo prvo tzv. beskonaéno
male kanonske transformacije, tj. kanonske transformacije pri kojima se kanonske promenljive infinitezimalno
malo promene. Ako sa Ag; i Ap; ozna¢imo te male promene promenljivih, onda je

Qi=qi+Aq, P =p+Ap;, (260)

a posto smo u prethodnoj lekciji pokazali da identi¢noj transformaciji odgovara funkcija generatrisa Fo = 3 ¢; P,
onda maloj transformaciji odgovara generatrisa

Fy, = Z%‘Pi +€eG(q,P), (261)

i=q

gde je € mali parametar, a G funkcija koja konkretno odreduje oblik transformacije i koju ¢emo zvati generator
beskona¢no male transformacije. Pomocu relacija (256) nalazimo dalje

OF, oG
= =P )
P 9q; * 65%‘
odakle je
0G
Ap; =P, —p;, = — . 262
V2 P 9 (262)
Sli¢no: OF 8
i RIS el
Qz—api ql+68Pi’
pa je
0G 0G
Aqi_Qi_qi_eaPiNe@_pi’ (263)

posto je P; blisko p;.

Primer: Ako za generator izaberemo hamiltonijan, tj. G = H, a za mali parametar mali vremenski interval ¢ = dt,
onda iz (262) i (263) dobijamo

OH oH

Aiz— dtz'idtZdi, Aiz
p X p p q O,

dt = ¢;dt = dg; ,

tj. ovakva transformacija opisuje vremensku evoluciju posmatranog sistema. Znaci, stvarno kretanje sistema moze

se u faznom prostoru opisati pomocu jedne beskona¢no male transformacije, ¢iji je generator hamiltonijan.

Proizvoljna funkcija u(g, p) kanonskih promenljivih pri beskona¢no maloj transformaciji promeni se za

"L [ Ou ou " (0udG  Ou dG
AHZU(q+Aq,p+AP)—U(q,p)%Z(—Aqﬁ—Api) =eZ( - > :
= \9a I = \9q; Op;  Op; Og;

$to se pomocu Poasonove zagrade moze napisati u obliku

Au = €u, G]. (264)
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Odatle, za promenu hamiltonijana pri ovakvoj transformaciji dobijamo
AH = ¢[H,G]. (265)

Posto smo G uveli tako da ne zavisi eksplicitno od vremena, a pretpostavljamo da nepotencijalnih sila nema, onda
je G integral kretanja ako i samo ako je [H,G] = 0. U tom slucaju je, prema poslednjoj formuli i AH = 0. Drugim
reCima, svi prvi integrali jednacina kretanja su generatori beskonacno malih kanonskih transformacija pri kojima se
hamiltonijan ne menja. I obrnuto, ako se pri nekoj maloj transformaciji hamiltonijan ne menja, onda je generator
te transformacije integral kretanja.

Ako je ¢; ciklicna koordinata, onda H ne zavisi eksplicitno od ¢;, pa se nece promeniti pri beskona¢no maloj
promeni ¢;. Drugim re¢ima, pri transformaciji

qu:€6ij, Ap]:()a jzla"'7na

hamiltonijan se ne menja, Sto znaci da je odgovarajuéi generator integral kretanja. Posto je

oG
Ap; = —e— =0,
J an
sledi da G ne zavisi od generalisanih koordinata, a iz
oG
Ag; = e— = €b;;
J apj J

sledi da je G = p;, tj p; je integral kretanja. To je, naravno, sledilo i direktno iz Lagranzevih ili Hamiltonovih
jednacina, ali ovde vidimo da je to i posledica simetrije sistema, tj. cCinjenice da je hamiltonijan invarijantan u
odnosu na promenu odgovarajuce koordinate. Takav smo sluc¢aj imali npr. kod centralnog kretanja, gde hamiltonijan
nije zavisio eksplicitno od polarnog ugla ¢, $to pak znac¢i da nije bitno kako ¢emo u ravni u kojoj se Cestica krece
postaviti ose koordinatnog sistema, $to je opet posledica ¢injenice da je sila centralna, tj. nema dominantnog pravca
u prostoru. Ili primer simetri¢ne ¢igre, kod koje hamiltonijan ne zavisi ni od ugla ¢ ni od ugla v, sto je opet posledica
simetrije sistema.

Generator rotacije

Uocimo sada slobodan sistem, za generalisane koordinate izaberimo Dekartove koordinate cestica i razmotrimo trans-
formaciju pri kojoj se sistem zarotira oko z-ose za mali ugao Af#. Rotacija sistema za ugao A odgovara rotaciji
koordinatnog sistema za ugao —A#, pa se nove koordinate X;, Y; i Z; dobijaju pomocu matrice rotacije na sledeéi
nacin

X; cos(—Af) sin(—Af) 0 Z; 1 —-A6 0 x;
Y, | = [ —sin(—Af) cos(—Af) 0 vy | =|A0 1 0 vi | s
Z; 0 0 1 Zi 0 0 1 Zi

odakle je
Ax; = —A0y;, Ay, =A0x;, Az =0.

Posto ovde Af mozemo da uzmemo za parametar e, iz relacija (263) sledi

oG oG

= s xr, = 5
apirp ’ apzy

—Yi

odakle je generator ove transformacije
n
G=> (xipiy — Yipiz) ,
i=1
$to je jednako z komponenti ukupnog momenta impulsa sistema — M,. Znaci, ako je M, integral kretanja to znaci
da je hamiltonijan takvog sistema invarijantan u odnosu na malu rotaciju oko z—ose, i obrnuto, ako je hamiltonijan

invarijantan u odnosu na malu rotaciju oko z-ose, z komponenta momenta impulsa se odrzava. PoSto pravac z—

ose mozemo proizvoljno da izaberemo, jasno je da ¢e generator male rotacije oko pravca odredenog ortom 7 biti
G=n-M.
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Generator translacije

Maloj translaciji koordinatnog sistema duz npr. x-ose, odgovaraju jednacine
Xi=x; +e,

odakle je

oG -
A, =e=c¢ = G= ic = P .

U slucaju translacije u pravcu ¢iji je ort 7 odgovarajuéi generator bi bio G = 17 - ]3, gde je P ukupni impuls sistema.
Zmnaci, zakon odrzanja impulsa vezan je za invarijantnost hamiltonijana u odnosu na prostornu translaciju.
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Mehanika kontinuuma

Hipoteza kontinuuma

Supstanca se sastoji od molekula, koji se sastoje od atoma i subatomskih Cestica. Ona, dakle, nije kontinualna.
Pa ipak, postoje mnogi aspekti ponaSanja raznih materijala, kao $to je, npr, istezanje Celicne Sipke pod delovanjem
neke sile ili postojanje sile otpora pri kretanju tela kroz vazduh i sli¢no, koji se mogu opisati i predvideti pomocu
teorija koje ne uzimaju u obzir diskretnu prirodu supstance. U osnovi tih teorija lezi tzv. hipoteza kontinuuma, po
kojoj su materijali beskonacno deljivi. U skladu sa hipotezom kontinuuma moguée je uociti infinitezimalno malu
zapreminu supstance, koja se naziva deli¢ kontinuuma, pri ¢emu u svakoj okolini tog deli¢a postoji supstanca. Da li
je hipoteza kontinuuma opravdana ili ne zavisi od posmatrane situacije: npr. u mnogim slucajevima mogude je ¢elik
smatrati kontinualnim materijalom, ali ne i ako se posmatra prostiranje talasa izuzetno malih talasnih duzina kroz
njega. S druge strane, osobine razredenog gasa pod odredenim okolnostima mogu se odli¢no opisati smatrajuéi gas
neprekidnom sredinom. U svakom slu¢aju, nije dobro opravdavati kontinualni pristup brojem cestica u odredenoj
zapremini (tj. gustinom). Na kraju krajeva, infinitezimalno mala zapremina u limesu ili sadrzi elementarnu Cesticu
ili ne sadrzi nista. U tom smislu treba imati u vidu da matematicki gledano deli¢ predstavlja tacku, ali sa stanovista
fizike, to je mala zapremina (mnogo manja od ukupne zapremine razmatranog sistema) u kojoj se jos uvek nalazi
puno ¢estica N > 1, ali mnogo manje od ukupnog broja ¢estica u sistemu. Takva mala zapremina naziva se fizicki
beskona¢no mala zapremina. Takode, vrednosti fizickih veli¢ine "u tacki” 71 ”u trenutku” ¢, zapravo predstavljaju
lokalne vrednosti, tj. vrednosti razmatrane veli¢ine usrednjene po fizicki beskona¢no maloj zapremini, u kratkom
vremenskom intervalu. Ovaj kratki vremenski interval, moze se sli¢no uvesti kao fizicki beskona¢no kratak, tj. to je
interval mnogo krac¢i od ukupnog vremena razmatranja sistema, u toku kog se pri merenju ta veli¢ina ne menja toliko
da bi se promenila njena srednja vrednost, ali dovoljno dugacak da mikroskopske promene unutar deli¢ca ne dodu do
izrazaja. Samo ako je u razmatranoj situaciji mogucée na takav nacin uvesti deli¢, koji dalje moze da se tretira kao
Cestica, hipoteza kontinuuma ima smisla. Konacan odgovor na pitanje da li je hipoteza kontinuuma opravdana u
nekoj situaciji ili nije daje samo eksperimentalna provera. Ono Sto ¢e ovde biti razmatrano u praksi je ve¢ veoma
dugo potvrdivano u raznim situacijama, pa ¢emo u daljem toku kursa uvek smatrati da se ono §to radimo odnosi na
slucajeve kada su zadovoljeni uslovi za primenu hipoteze kontinuuma.

Lagranzev i Ojlerov metod u mehanici kontinuuma

Postoje dva osnovna pristupa prilikom prou¢avanja kontinualne sredine: (1) Lagranzev ili supstancijalni i (2) Ojlerov
ili metod polja.

1. Lagranzev metod. Kod ovog metoda uoc¢i se polozaj svih deliéa u nekom pocetnom trenutku t = #y i
dalje se prati kretanje svakog od tih deli¢a. Ako se neki deli¢ u po¢etnom trenutku nalazio u tacki 7y =
X€e1 + Xoés + X33, onda mozemo da kazemo da ée se u proizvoljnom sledeé¢em trenutku on nalaziti u tacki
7(70,t), ¢iji polozaj zavisi kako od pocetnog polozaja 7y = (X1, X2, X3), tako i trenutka ¢. Sve fizicke veli¢ine
razmatramo duz putanje deli¢a, dakle u funkciji pocetnih koordinata (X7, X2, X3) i vremenskog trenutka t.
Ako, recimo, sa T ozna¢imo temperaturu, onda T(X7, Xo, X3,t) predstavlja temperaturu u tacki u kojoj se u
trenutku ¢ nalazi deli¢ koji se u pocetnom trenutku nalazio u tacki (X7, Xa2, X3). Kolokvijalno bismo mogli
da kazemo da se u ovom pristupu razmatraju fizicke veli¢ine i pojave onako kako ih "osecaju” delidi, tj.
supstanca, pa se zato ovaj pristup zove i supstancijalni, a promenljive (X, X5, X3) supstancijalne promenljive.
Slicno, zapremina koja se uvek sastoji od istih deli¢a naziva se ”supstancijalna zapremina”. Ilustracija primene
Lagranzevog metoda je razmatranje pomeranja velikih vazdu$nih masa na satelitskim snimcima u realnom
vrement.

2. Ojlerov metod odgovara matematickom metodu polja, tj. sve fizicke veli¢ine razmatraju se u tacki prostora
¥ = x1€1 + T2€s + x3€3, Cisto geometrijski, nezavisno od toga koji se deli¢ nalazi u toj tacki, u proizvoljnom
vremenskom trenutku ¢. U tom metodu bi izraz T(z1, x2,x3,t) predstavljao temeperaturu u tacki (x1,x2, x3)
u trenutku ¢. Poredenja radi, mogli bismo da kazemo da T'(z1, z2, z3,t) predstavlja temperaturu koju ”oseéa”
deli¢ koji se u trenutku ¢ nasao na mestu (x1,x2,x3). U ovom pristupu nas, dakle, ne interesuje sta se sa tim
deli¢em ranije desavalo, niti Sta ¢e se sa njim deSavati posle prolaska kroz tu tacku. Koordinate (x1,z2,z3)



nazivaju se Ojlerove promenljive. Belezenje dnevnih vrednosti temperature, pritiska i brzine vetra na jednom
mestu predstavlja primer primene Ojlerovog metoda.

Tako se u svakoj situaciji mogu primeniti i jedan i drugi metod, Lagranzev metod se ¢eS¢e primenjuje kod ¢vrstih
tela, kod kojih je pokretljivost deli¢ca mala, tj. obi¢no cestice osciluju oko nekog svog srednjeg polozaja, dok se kod
fluida, koji se odlikuju velikom pokretljivos¢éu, najcesée primenjuje Ojlerov metod.

Supstancijalni izvod

Pretpostavimo da razmatramo neku vektorsku fizicku veli¢inu A i uwoéimo dve njene vrednosti: u tacki ¥ = xi€; +
X9€5+2x3€3 u trenutku ¢ i u infinitezimalno bliskoj tacki 7+d7 = (z1+dx1, zo+dxs, 3+dx3) i infinitezimalno bliskom
vremenskom trenutku ¢ 4+ d¢t. Primenjujuéi matematicki izraz za diferencijal funkcije vise promenljivih, mozemo da
piSemo da je:

— —

L 94 A 0A 0A
A= il a4 o4 1
d axldxl + ax2d$2+ azgdx?"L Tt (1)

gde je dA = A(F+ dF, t + dt) — A(7,t). Ovaj izraz vazi za bilo kakve infinitezimalne vrednosti d7 i dt, medutim, ako
nas zanima kako se menja veli¢ina A duz trajektorije deli¢a, onda vazi di = ¢(7, t)dt, gde je ¥ = v1€] + vaa + v3€3
polje brzine u razmatranoj kontinualnoj sredini (brzina deli¢a). Onda iz formule (1) sledi

. (94 oA 0A  9A
dA = (((mvl + ailﬂgvz + 87%1}3 + 8t> dt, (2)

odnosno . . . . .
i _od oA ok  oi 5
dt Ozt Bre 2T Gxg 2T Bt

Sto se uz pomo¢ Hamiltonovog (nabla) operatora

87331 61‘2 83;3 ’

moze napisati kao

dA - 9A

— = (v A . 4

7 = (0 V)A+ — (4)
Izraz (U - V) je kradi zapis za

0
U1 871'1 + ’1)2871.2 + ’U387x3

i formalno predstavlja skalarni proizvod vektora brzine v’ i nabla operatora V.

Izraz (3) predstavlja brzinu promene vektorske veli¢ine A duz trajektorije delic¢a, dakle brzinu promene A" kako
je "oseca” supstanca, pa se zato naziva supstancijalni izvod veli¢ine A. Na sli¢an naéin bismo mogli da izvedemo
i izraz za brzinu promene skalarnog polja f(7,t) duz trajektorije deli¢a. Tako bismo dobili

df of of

=7-Vf+ = =0 -gradf + = . 5
= f+6t Ugraf—&-at (5)
Vidimo da se supstancijalni izvod, kako vektorske, tako i skalarne veli¢ine, sastoji od dva sabirka: (7 - V)[f (i %—‘?

(%) Prvi u sebi sadrzi polje brzine i parcijalne izvode po prostornim koordinatama, pa se fizicki moze protumaciti
da potice od toga sto deli¢i koji pristizu u uocenu tacku sa sobom donose promenu fizicke situacije, tj. vrednosti
razmatrane fizicke velicine. Drugi sabirak predstavlja lokalnu promenu fizicke veli¢ine sa vremenom.
Ubrzanje deli¢a po definiciji predstavlja supstancijalni izvod brzine, pa je
dv ov
a=—=W -V)i4+ —. 6
3 = @ V)i+ o (6)

Primer....



Tenzor brzine deformacije i vektor vrtloznosti

Neka je zadato polje brzine ¥(x1,xe,x3,t) = U(Z,t). Za dve infinitezimalno bliske tacke u prostoru & i # + dZ vazi
U(Z 4+ dz,t) = )+ Z de , (7)

odakle, ako zanemarimo ¢lanove viSeg reda, dobijamo

U(Z +d,t) — 0(F,t) = dv = (d7 - V)i = Td#, Tp; = g;”' . (8)
J

Tenzor 7 mozemo da napisemo u obliku zbira njegovog simetriénog V i antisimetri¢nog dela R kao:

IR Y 5 L. 1 81)1' 8vj L 1 81% 6vj
=V+R, VZ]_2<6xj+8xi> , RZ]—2(axj 8@) (9)

Simetriéni tenzor V nazivamo tenzorom brzine deformacije. Da bismo videli kakav fizicki smisao ima ovaj
tenzor uoc¢imo kratku supstancijalnu duz (tj. duz koja se sastoji od delié¢a kontinualne sredine koju razmatramo)
AZ, koja u trenutku ¢ ima pravac ose x1 i duzinu As (vidi sliku). Za kratko vreme At, ova duz se pomeri, pri
C¢emu joj se duzina i orijentacija takode promene. Ako su As i At dovoljno mali mozemo da pretpostavimo da
su te promene male. Pocetna tacka uotene duzi se u pravcu x; za vreme At pomeri za vi(Z,t)At, a krajnja za
v1(Z 4+ AZ, t)At = (v1(Z,t) + 8”1 As)At, tako da projekcija ove duzi na 7 osu u trenutku ¢ + At ima duzinu

AS = (As + (v (T,1) + %A ) At) — o (F1)AL = As (1 + g“lm> (10)
Tl X1
X, 0
I
I
I
|
|
|
AT | | !
| | ==
—_ _F:_ + ————— l_ _____ >
t | | AS I
I | | X
I I I
AS !
QOdatle direktno sledi AS_ A 5
—as _oun
AtAs  Or Vi, (11)

§to znaci da dijagonalni element Vi; tenzora brzine deformacije ima smisao relativne promene duzine u jedinici
vremena supstancijalnih duzi u pravcu ose 1. Sli¢nim postupkom bi se moglo pokazati da i preostala dva dijagonalna
elementa imaju smisao brzine relativnhe promene duzine u odgovarajuéem pravcu. Jo§ opstije, moze se pokazati
da veli¢ina 7 - V - i, gde je @t ort proizvoljnog pravca, ima fizicki smisao brzine promene duzine infinitezimalnih
supstancijalnih duzi u pravcu orta 7.

Vandijagonalni elementi tenzora brzine deformacije su u vezi sa promenama uglova. Naime, uo¢imo sada dve
male supstancijalne duzi sa zajednickim pocetkom: AZ! = As;€; i AZ? = Asyés, u trenutku ¢. Nakon kratkog
vremenskog intervala At ove dve duzi promene pravac, tako da prva duz sa osom xz; zaklapa mali ugao «, a druga
sa osom xo mali ugao S (vidi sliku). Zajednicka tacka ovih duzi u praveu x5 za vreme At prede put ve(Z,t)At, a



drugi kraj duzi Az! = As€] se u praveu xo pomeri za vo (T + Asy €1, 1) At = (vo(Z, 1) + %Asl)At. Ugao a je onda
jednak
Vo (Z, 1) + 22 Asy)At — vo(T, )AL §
a%tga:(ﬂ ) + gz As1) 2(Z, 1) o v, (12)
Asi (14 g2r) s

X, ~

I

I

1B
s
I
I

As, I A'I
F+At - a I
—_— — — — _'_ _____ 1]_ _____ >
: | AS,
T | X1
I
As, '
Sliéno, ugao 3 je jednak
g~ 2 (13)
- 8x2 ’
pa je vandijagonalni element V5 jednak
1 /0vy Our a+p
V = — R — R —— = . ].4
2= 5 (0x1 + 3x2> Y, (14)

Drugim re¢ima, vandijagonalni element V;5 ima smisao polovine promene ugla u jedinici vremena izmedu supstanci-
jalnih duzi koje imaju pravac osa z1 i x3. Sliéno se pokazuje da je veli¢ina 17 - V. jednaka polovini brzine promene
ugla izmedu infinitezimalnih supstancijalnih duzi u pravcu medusobno ortogonalnih ortova 7 i 1.

Vektor vrtloznosti & definise kao

1
&= irotﬂ’, (15)

odakle sledi da je antisimetri¢ni tenzor R reprezentovan matricom

B 0 —Ws wo
R = w3 0 —W1 y (16)
—Ww?2 w1 0
pa se lako pokazuje da je R
RAZ = w x dZ. (17)

Ako ponovo uoéimo male supstancijalne duzi AZ' = Asie] i AZ2 = Asyéy, u trenutku ¢ i simetralu ugla izmedu
ovih duzi, a zatim simetralu ugla koju ove duzi zaklapaju u trenutku ¢ + At, sa slike se vidi da je ugao A6 za koji
se simetrala zaokrene za vreme At jednak

81)2 82}1

1



(7/2—a—PB)/2

pa je

a0
At

w3, (19)

tj. komponenta ws vektora vrtloznosti ima smisao ugaone brzine rotacije simetrale ugla izmedu supstancijalnih duzi
koje se kre¢u u ravni Ox1x2. Sliéno se moze pokazati i za preostale komponente vektora vrtloznosti &, Sto znaci da se
deo promene brzine dv (8) koji odgovara antisimetri¢cnom delu tenzora 7 moze interpretirati kao brzina pri rotaciji
ugaonom brzinom jednakom vektoru vrtloznosti &. Konacno, iz relacije

U+ dZ,t) = 0(Z, 1) + w x dF + Vdz (20)

mozemo da zaklju¢imo da je kretanje infinitezimalnih delova unutar kontinualne sredine moze opisati kao kombi-
nacija translatornog, rotacionog i deformacionog kretanja, kojima redom odgovaraju brzine ¥(Z,t), w x dZ i VdZ u
prethodnom izrazu.

Jednacina kontinuiteta

Uocimo sada malu supstancijalnu zapreminu u obliku paralelepipeda, ¢ije ivice u trenutku ¢ imaju pravac koordinatnih
osa, a duzine su im Az, Az i Azxs. Za vreme At ovaj paralelepiped se malo pomeri, a ivice mu se malo iskose
i produze (ili skrate). Posto su sve te promene male, moze se smatrati da je nova zapremina priblizno jednaka
AV = Az Axb Azl gde su Axl, Azl i Az nove duzine ivica, tako da je relativna promena zapremine jednaka

AV — AV
T = (VllAt + 1)(V22At + 1)(V33At + 1) -1 ’ (21)

gde smo iskoristili relacije

A:L‘ll = A$1(V11At + 1) R A:L'/Q = ALUQ(VQQAt + 1) R A.%‘g = Axs(V33At + ].) .
Posto je At mali vremenski interval, a pretpostavljamo da su elementi tenzora brzine deformacije kona¢ni, onda je
V;i: At mnogo manje od 1, pa je

duy  Ovy O
(Vi At + 1) (Vaa At + 1) (Vg AL +1) — 1~ (Vg + Voo + Vi) At = 200 4 92 99 Ay — Apdive,  (22)
83?1 8.’172 81’3

odakle je brzina relativne promene zapremine jednaka

AV — AV

ANAY TrY = divy. (23)



Zmaci, ako je kretanje u kontinualnoj sredini takvo da je brzina relativne promene zapremine infinitezimalno malih

supstancijalnih delova jednaka nuli, onda je
divi =0, (24)

zbog Cega se ova jednacina naziva uslovom nestisljivosti.
Neka je masa supstance koja se nalazi unutar uo¢ene supstancijalne zapremine jednaka Am. Posto se pri kretanju
ta zapremina stalno sastoji od istih Cestica, prema klasi¢nom zakonu odrzanja mase Am se ne menja, tj.

Am = pAV = p' AV’ = const, (25)

gde su p i AV gustina i zapremina u trenutku ¢, a p’ i AV’ gustina i zapremina u trenutku ¢t + At. Na osnovu
jednacine (23) dalje sledi

= J(AVG+1) = 0=,VF +pA_tp (26)
Kako je
P =p_dp
A At ot Alir_rfop - (27)
konaé¢no sledi jednac¢ina
d
P 4 pdivi =0, (28)

dt

koja opisuje promenu gustine u kontinualnoj sredini. Ova jednacina je poznata pod nazivom jednaéina kontinu-
iteta, a cesto se koristi i u obliku

0

S+ divipm) =0, (29)
koji sledi iz (28), posle zamene supstancijalnog izvoda gustine

dp  0Op

— d

a ot veradp,

kao i identiteta
div(p?) = vgrad + div(p?) .

Zapreminske i povrsinske sile

U fizici kontinuuma sile se dele na zapreminske i povrsinske. Pod zapreminskim silama podrazumevaju se sile
koje na sve deli¢e unutar kontinualne sredine deluju na isti na¢in. Za takve sile uvodi se masena gustina sile f
na slede¢i nacin: ako je ukupna zapreminska sila koja deluje na infinitezimalno malu zapreminu mase Am unutar
posmatrane sredine jednaka AF onda je f po definiciji jednako

Aﬁ

Am—>0 A (30)

f_

Primer za zapreminsku silu je sila gravitacije, a odgovaraju¢a masena gustina je

=g,
gde je ¢ gravitaciono ubrzanje.

Povrsinske sile su sile koje se javljaju usled interakcije izmedu deli¢a unutar kontinualne sredine. Ispostavlja se
da se delovanje tih sila ispoljava na grani¢nim povrsSinama izmedu pojedinih delova kontinualne sredine, a osnovna
velicina kojom se ovakve sile opisuju je vektor napona. Uoc¢imo u nekom trenutku jednu tacku u kontinualnoj
sredini i neku malu zapreminu unutar koje se ta tacka nalazi. Provucimo kroz uotenu tacku jednu ravan, €iji je
ort normale 77. Neka je povr§ina dela te ravni koji se nalazi unutar uocene zapremine jednaka AS. Ako sa AF povr
oznac¢imo ukupnu povrsinsku silu koja deluje na deli¢e unutar ravni AS, onda se vektor napona ﬁﬁ koji deluje u
uocenoj tacki definise kao

N ) Aﬁpovr
Pp= lim —ee—. (31)
a=const



Eksperimentalno je utvrdeno da izmedu komponenata vektora napona i komponenata orta 7 postoji linearna ho-
mogena veza, drugim re¢ima, ova dva vektora su povezana tzv. tenzorom napona P kao

P = Pit. (32)

Takode je za dosta Siroku klasu sredina utvrdeno da je tenzor napona simetri¢an tenzor i mi ¢emo ovde razmatrati
samo takve sredine.

Normalna komponenta vektora napona koji deluje u nekoj tacki na elementarnu povrsinu ¢iji je ort normale
7 jednaka je 7 - ]3,; = 7 - Pii, odakle je jasno da dijagonalni elementi tenzora napona imaju smisao normalnih
komponenata napona. Sli¢no, vandijagonalni elementi tenzora napona imaju smisao odgovaraju¢ih tangencijalnih
komponenata vektora napona.

U opstem sluc¢aju, tenzor napona nije unapred zadata veli¢ina, ve¢ se za konkretnu sredinu njegovi elementi
povezuju sa drugim karakteristi¢nim velicinama kojima se opisuje kretanje te sredine, npr. sa pritiskom, elementima
tenzora brzine deformacije i sliéno (vrsi se tzv. modeliranje sredine). Na primer, poznato je da u fluidima koji miruju
postoje samo normalni naponi. Drugim re¢ima, matrica koja odgovara tenzoru napona ima oblik:

Pu 0 0
P=| 0 Py o0 |. (33)
0 0 Ps

Vektor napona koji u nekoj tacki deluje na elementarnu povrsinu ¢iji je ort 7 = ny€1 + noés + nzés u tom slucaju je
jednak
P5 = P11n1€1 + Pagnacz + Paznsés,

ali takode i izrazu
Pr= (- Pa) i = (- Pr) méy + (- Pr) may + (- P ) mafis,
pa izjednacavanjem tih izraza zakljucujemo da je
Puii=Po = Pag = (7 P .
Ispostavlja se, dakle, da ne samo $to tenzor napona ima samo dijagonalne elemente, ve¢ su oni i medusobno jednaki i

upravo imaju smisao negativne vrednosti hidrostatickog pritiska p, tj. za fluide koji miruju tenzor napona ima oblik

1 0 0
P =—p(x1,z2,23,t) | 0 1 0| . (34)
0 0 1

Osnovni dinamicki zakon za kontinuum

Ako uoctimo malu supstancijalnu zapreminu unutar kontinualne sredine, onda osnovna jednac¢ina dinamike za takvo
telo ima oblik

—

d L
Amd—z = Amf + AFPovT (35)

gde je Am masa unutar uocene zapremine AV, @ ubrzanje tela, a f srednja gustina zapreminske sile koja deluje na
telo. Ako sa AS ozna¢imo ukupnu povrsinu tela, onda je ukupna povrsinska sila AFP’" koja deluje na telo jednaka

AFPoUT = PydS = / P.idS= [ P-dS
AS AS AS
3 3 3 :

= P- & -d9)e; :/ a-~d§75§;:/ & -dS)y &Py,
/. SNCRUCES M SCRELES WS CRUIILE
3 . 3 3 3 B

- 35 / S (P 4§ =3¢, / div(3 Pici)dV = / S ediv(PT&)dvV,  (36)
j=1 JAS = j=1 JAV i=1 AV i1



gde smo iskoristili oznaku za divergenciju tenzora, koja se u opstem sluc¢aju za proizvoljni tenzor A u trodimenzion-
alnom prostoru definise kao

3
divAd = VA=>"&div(A) . (37)
i=1

Zbog simetri¢nosti tenzora napona dalje imamo
AFPOUT — / divPTdv = / divPdV, (38)
AV AV
odakle je

AFPOUT — AV (divP) , (39)

gde smo sa (divP) oznacili srednju vrednost divergencije tenzora napona u uofenoj supstancijalnoj zapremini.
Vraéanjem ovog izraza u jednacinu (35), njenim deljenjem sa Am, kona¢no u limesu AV — 0 dobijamo osnovni
dinamicki zakon za kontinualnu sredinu:

- 1 ~
Posto je
A7 07 <~ 00 dw; 0O
= f= o (T V)T 1
‘T 8t+i:18xi dt 8t+(v V)Y, (41)
eksplicitnije ova jedna¢ina ima oblik
ov S 1 -
T4 (@)= f+-VP. 42
8t+(v V) f+pV77 (42)

To je vektorska parcijalna diferencijalna jednacina u kojoj su nezavisne promenljive prostorne koordinate i vreme,
a nepoznata funkcija brzina. U opstem sluc¢aju, medutim, ni gustina p ni elementi tenzora napona nisu poznati,
tako da je svaku konkretnu sredinu potrebno modelirati, tj. na neki nac¢in dovesti tenzor napona u vezu sa brzinom
dodatnim jedna¢inama (tzv. konstitutivne jednacine). Sto se zapreminskih sila tice, one su u ovom kontekstu po
pravilu poznate.

Idealan fluid

Ojlerova jednacina

Pri razmatranju raznih realnih fenomena kod kojih se unutrasnje trenje moze zanemariti, fluidi se mogu tretirati kao
tzv. idealni fluidi, za koje tenzor napona ima oblik

P —pé (13)

gde je I3 jedini¢ni tenzor, a p = p(x1, 2, x3,t) hidrostaticki pritisak. Divergencija ovakvog tenzora jednaka je

3 3
- op
V(—p&) = e;div(—pe;) = — €; = —gradp, 44
(08 = Y éutiv(-pi) = =Y éigl = —graty (44)
pa osnovna jednac¢ina dinamike (42) za idealne fluide ima oblik

v - 1
— = f — —grad 45
q T pead (45)

i poznata je pod imenom Ojlerova jednacina.



Bernulijev i Kosi—Lagranzev integral

Ako se iskoriste vektorski identiteti

1
U xrotv =7 x (VX 9) = §grad(1)2) —(U-V)U (46)
: 1
(V- V)0 = égrad(vz) — ¥ X rotv (47)

Ojlerova jednacina se moze prepisati u obliku

v 1 9 - 1

— + —grad(v®) — ¥ x rotv = f — —gradp. 48

gr T gemd?) f = Seradp (48)
Za proticanje fluida se kaze da je barotropno ako je pri takvom proticanju pritisak funkcija samo gustine, tj.

p = F(p). U tom slu¢aju se moze uvesti funkcija pritiska I(p) relacijom

dp
p
pa je
dl 1
gradl (p) = —gradp = —gradp, 50
0= ; (50)

a Ojlerova jednacina se, onda, dalje moze transformisati u oblik

ov 1 S
a—: + §grad(v2) — ¥ xrotv = f — gradl(p). (51)
Ako su jo$ i zapreminske sile potencijalne, tj. f = —gradu, gde je u potencijalna energija po jedinici mase, kona¢no
sledi jednacina
oy 1 4 .
E—Fgrad v +u+I(p)) =0 xrotw. (52)

Bernulijev integral

Za vizuelizaciju kretanja fluida uvode se tzv. strujne linije, koje se definisu kao linije kod kojih u svakoj tacki
vektor polja brzine ¢ ima pravac tangente na tu liniju. Drugim re¢ima, ako sa dr ozna¢imo infinitezimalni element
strujne linije (koji, naravno, ima pravac tangente na nju), onda je

dv = Adr ili drx ¥ =0, (53)
odakle se dobijaju jednacine

d.’l?l dl’z _ d$3 (54)

vi (21, T2x3,t)  vo(w1,w2w3,t)  v3(T1,T073,t)

¢ijim reSavanjem (tretirajuéi vreme kao parametar) mozemo dobiti jednac¢ine strujnih linija. Za stacionarna kretanja,
kod kojih brzina ne zavisi eksplicitno od vremena, strujne linije se, naravno, poklapaju sa trajektorijama deli¢a fluida.
Pretpostavimo sada da je

e proticanje stacionarno,
e zapreminske sile potencijalne,

e fluid barotropan.



Pod ovim pretpostavkama vazi jednacina (52), koja se zbog uslova stacionarnosti svodi na

1
grad <2v2+u+1) — ¥ xrotv =0. (55)
Mnozenjem ove jednacine elementom strujne linije d¥ = A\ dobijamo jednacinu
1
dr - grad (2v2+u—|—l> =0, (56)
odakle sledi .
d<202+u+I>:07 (57)
odnosno 1
5112 + u+ I = const (58)
duz strujne linije, Sto predstavlja tzv. Bernulijev integral. Ako je gustina fluida konstantna, a jedina zapreminska
sila homogena sila gravitacije gustine f = —gé3, onda je u = gxs, I = p/p, pa dobijamo uobicajenu Bernulijevu
jednacinu:
L, p
3V + gr3 + — = const. (59)
p

Kosi—Lagranzev integral

Kosi-Lagranzev integral odnosi se proticanje barotropnih fluida u polju potencijalnih zapreminskih sila, pri kome
vazi da je
1
W= §rot17 =0. (60)

Poslednji uslov je poznat kao uslov bezvrtloznosti i moze se pokazati da iz njega sledi da postoji skalarna funkcija
®, tzv. potencijal brzine, takva da je

U = grad® . (61)
Dakle, u ovom slucaju zadovoljeni su uslovi
e proticanje bezvrtlozno,
e zapreminske sile potencijalne,
e fluid barotropan,
pa se jednacina (52) svodi na
grad (%(f + %1}2 +u+ I(p)) =0, (62)
odakle zaklju¢ujemo da zbir %—‘f + %vQ +u+1(p) ne zavisi od prostornih koordinata, vec samo od vremena, tj. funkcija
F(t) = %—T + %1}2 +u+I(p) (63)

u fiksiranom trenutku ¢ u svakoj tacki prostora ima istu vrednost. Ovo je poznato kao Kosi—Lagranzev integral.

Viskozni fluidi

Pri kretanju fluida realno postoje tangencijalni naponi i oni su u vezi sa viskoznosc¢u, tj. unutrasnjim trenjem. Usled
uzajamne interakcije brze Cestice fluida teze da povuku sporije, tako da se javljaju tangencijalni naponi izmedu slojeva
fluida koji se kre¢u razlic¢itim brzinama. Takode, usled toplotnog kretanja pri sudaru Cestica iz slojeva razlicitih brzina
ili pri prelasku Cestica iz jednog u drugi sloj dolazi do razmene impulsa , $to se takode manifestuje kroz postojanje
tangencijalnih napona. Prvi mehanizam nastajanja viskoznosti je dominantan kod tec¢nosti, a drugi kod gasova.
Jasno je da u oba slucaja viskoznost zavisi od temperature. Kako se sa porastom temperature povecava rastojanje
medu cesticama, kod teCnosti se viskoznost smanjuje sa porastom temperature. Kod gasova se, naprotiv, usled
intenziviranja toplotnog kretanja, sa porastom temperature povecava razmena impulsa izmedu slojeva, a samim tim
sa temperaturom se povecava i viskoznost.
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Navije-Stoksovi fluidi

U opstem slucaju, postojanje tangencijalnih napona znac¢i da tenzor napona ima oblik
P —pE+ P, (64)

gde je P’ tzv. tenzor viskoznosti. Mi ¢emo ovde detaljnije razmotriti samo slu¢aj Navije-Stoksovih fluida, kod
kojih tenzor viskoznosti ima oblik

P =2mK +£S, (65)
gde su n i £ dinamiéki koeficijenti viskoznosti (koje smatramo konstantama), a

- -1 -
V=K+8, §=3(Vi). (66)

Iz definicije tenzora S sledi da on predstavlja deo tenzora brzine deformacije koji je u vezi sa deformacijama pri
kojima ne dolazi do iskoSenja, tj. promena oblika (poSto nema vandijagonalnih elemenata), ve¢ samo do promena
zapremine (tzv. izotropne deformacije), pri cemu je

TS = Vi = TrV.

Ako pri kretanju ne dolazi do promena zapremine, onda je S =0, pa se tenzor brzine deformacije svodi na tenzor
K, tj. K predstavlja onaj deo tenzora brzine deformacije koji je u vezi sa deformacijama pri kojima dolazi samo do
promene oblika, a ne i zapremine (tzv. ekvivolumne deformacije).

Navije-Stoksova jednacina

Da bismo dobili eksplicitan oblik osnovnog dinamickog zakona za Navije-Stoksove fluide potrebno je da izracunamo
divergenciju tenzora viskoznosti, odnosno divergencije tenzora K i S. Divergencija tenzora S jednaka je

3 3
= 1 1 _ 0 1
VS = 3 z:: é;div((divo)e;) = =3 Z:e oz, (divd) = ggraddlvv (67)
a divergencija tenzora K:
1
VK=VV-VS= Zeldlv (V&) — fgraddlvv (68)
i=1
Posto je
3
. . 1 Ov; — 0v; \
Ve, = ZVﬂe] =3 Z (8:@ ax]) €, (69)
Jj=1 Jj=1
sledi da je
3 3
1 ov ov 1 0 (ov ov 1 0 (ov
d i) = —d J v e: — — R J ? - . J A .
v(Ve) 2 IVZ (69&1 ax]) 72 Z 0x; <8x1 896]) 2 Z O0x; <8x1) A (70)
j=1 j=1 j=1
pa je
L0 (o 1 I~ 0 =0 1
= - e — J — 7= o -4 — Y g— 1
divy 5 P Pz (8:1:1> + 2A 5 ;el oz, ; a2, + 2Av = (graddivt' + A7) | (71)
odnosno L 1
divk = égraddivﬁ—k §AU. (72)
Onda je
divh’ = 158 graddivi + nAT, (73)
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pa osnovni dinamicki zakon dobija oblik jednacine

v
ot

- 1

+(@-V)U=f— —gradp+ 1t £graddivz’f—k QAE, (74)
p 3p p

poznate pod nazivom Navije—Stoksova jednaéina. Ako je gustina konstantna, onda Navije-Stokosov fluid nazi-

vamo Stoksovim fluidom, a iz Navije-Stoksove jednacine sledi tzv. Stoksova jednacina:

ov - 1

£+(6~V)6:ff;gradp+gAﬁ. (75)

Obe ove jednacine su parcijalne diferencijalne jednacine, drugog reda i nelinearne, u opStem slucaju vrlo komplikovane.
Ovde ¢emo resiti jednostavan primer: treba naci profil brzine u Stoksovom fluidu koji stacionarno protice izmedu dve
paralelne beskonaéne ravne ploce. Zapreminske sile se zanemaruju, a fluid se kreée samo usled kretanja gornje ploce
u sopstvenoj ravni konstantnom brzinom #. Neka je rastojanje izmedu ploc¢a d, a gustina fluida p =const. Izaberimo
koordinatni sistem tako da donja ploca lezi u ravni x5 = 0, gornja u ravni x2 = d, a neka je x; osa odredena pravcem
vektora , tj neka je @ = u€;. Pod pretpostavkom da je kretanje laminarno, tj. u slojevima (dakle da nema znacajnog
meSanja susednih slojeva, tj. turbulencija), kao i zbog simetrije, pretpostavimo da je brzina delié¢a u fluidu oblika
' = v(z2)€1. Onda je

ov 0
—_— U - v U — —_— 0 frng 0 s
at+(v ) U <vax1>v
a posto se zapreminske sile zanemaruju i nema gradijenta pritiska, Stoksova jednac¢ina se svodi na
d%v
AT =0 = —5 =0 76
v da? ’ (76)
odakle sledi
v(iz) =Cizo + Cs. (77)

Integracione konstante u poslednjem izrazu odeduju se iz grani¢nih uslova — u ovom slucaju to su tzv. uslovi
slepljivanja. Naime, usled viskoznosti deli¢i fluida se 'lepe’ za ¢vrstu granicu, tako da im je brzina jednaka brzini
granice. U ovom slu¢aju to znaéi da je v(0) = 0, posto plota x5 = 0 miruje, odnosno v(d) = u, poSto se ploca
9 = d kreée brzinom w. Zamenom ovih grani¢nih uslova u dobijeni izraz za profil brzine, dobijamo dve jednostavne
algebarske jednacine, ¢ijim reSavanjem nalazimo konstante C7 i Cs, tako da je kona¢no

7= %Jigé'l . (78)
Ovde treba napomenuti da se za razliku od viskoznih fluida, idealni fluidi ne lepe za ¢vrste granice, veé je jedini
grani¢ni uslov za njih tzv. uslov neprobojnosti. Naime, deli¢i fluida ne mogu da produ kroz ¢vrstu granicu, pa je
normalna komponenta brzine u odnosu na granicu jednaka nuli, dok tangencijalna komponenta brzine moze imati
proizvoljnu vrednost. To znaci da se ¢ak i ako se formalno Stoksova jednacina svede na oblik Ojlerove jednacine, $to
se desava kada se Stoksov fluid kreée bezvrtlozno (posto je tada AT = —rotrotd), iz reSenja Stoksove jednacine ne
moze dobiti resenje Ojlerove u limesu n — 0.

Elasti¢no telo

Za opisivanje kretanja unutar ¢vrstih deformabilnih tela pogodnije je koristiti Lagranzev nego Ojlerov formalizam,
zbog male pokretljivosti njihovih deli¢a. U skladu sa tim, umesto tenzora brzine deformacije obi¢no se koristi tzv.
tenzor deformacije D koji se definise pomocu vektora pomeranja (X1, X9, X3,t). Ako se deli¢ u potetnom
trenutku ¢ = 0 nalazio u tacki X = (X1, X2, X3), onda se u proizvoljnom trenutku ¢ on nalazi u tacki &, pri ¢emu
vazi:

X ) =X+aX,t), #X,0=X, (79)

a elementi tenzora deformacije se definisu kao

- 1 o”'ui 8u]‘
Dz-j_2<an+aXi> : (80)
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Fizicki smisao ovog tenzora analogan je smislu tenzora brzine deformacije. Moze se pokazati da je njegov dijagonalni
element D;; jednak relativnoj promeni duzine (koja se desi za kratko vreme) infinitezimalnih supstancijalnih duzi
koje u pocetnom trenutku leze u pravcu «; koordinatne ose, a dok je dijagonalni element D;; (i # j) jednak polovini
promene ugla izmedu infinitezimalnih supstancijalnih duzi koje u poc¢etnom trenutku imaju pravce koordinatnih osa
ZT; i Zj.

Najjednostavniji slucaj ¢vrste deformabilne sredine je tzv. elasti¢no telo koje se usled delovanja spoljasnjih sila
deformise, ali se vra¢a u svoje prvobitno stanje nakon prestanka delovanja spoljasnjih sila. Ako je pri tome

e tenzor napona u nekoj tacki i nekom trenutku funkcija samo tenzora deformacije u toj istoj tacki i istom
trenutku, a tenzor napona jednak nuli ako nema deformacije (idealno elasti¢no telo),

e razmatramo samo linearne fenomene (tj. elementi tenzora napona su linearne funkcije elemenata tenzora
deformacije),

e sredina je homogena i izotropna,

moze se pokazati da je veza izmedu tenzora napona i tenzora deformacije oblika
P=A (Trﬁ) &+ ouD. (81)

U ovom izrazu & je jedinicni tenzor, A i p su tzv. Lameove konstante, a sama jednacina se naziva generalisanim
Hukovim zakonom.

Uocimo elasti¢no telo u obliku cilindra ¢ija osa lezi na x3 koordinatnoj osi, a visina mu je jednaka [ i neka je
tenzor napona reprezentovan matricom

0 0 0
P=10 0 0 (82)
0 0 p
Onda iz (81) slede jednacine
0 = ATrD+2uDy
0 = )\TI'Z? + 2[1,2)22
p = ANTtD+2uDs; (83)
odakle se lako nalazi (3)+ 200
P3N + 21
== Da3. 84
p Nt 33 (84)

Posto je u ovom slu¢aju p jednako normalnoj sili F' koja u pravcu x3 deluje po jedinici povrsSine S osnove cilindra,
onda se poslednja jednakost moze prepisati u obliku

F_pghl  p_pBA+2y (85)
S l A pu
gde je Al promena duzine cilindra usled delovanja sile F', a E Jungov moduo. U ovom slucaju smo, dakle, dobili
uobicajeni Hukov zakon.
Polazedi od generalisanog Hukovog zakona (81) divergenciju tenzora napona, koja nam je potrebna za formiranje
osnovne jednacine dinamike dobijamo na sledeéi nac¢in. Ako se tenzor napona prepiSe u obliku

P =3+ 2@% (TD) € + 25 (25 - % (mD) 5) , (86)

onda se vidi da postoji analogija sa tenzorom viskoznosti za Navije-Stoksov fluid, s tim $to ovde umesto tenzora

brzine deformacije figuriSe tenzor deformacije. Takode, uzimajuéi u obzir da se deli¢i malo udaljavaju od svojih

ravnoteznih polozaja, mozemo uzeti da je -2- ~ =2-, pa se divergencija tenzora napona moze izracunati analogno
? ox; 0X;?

divergenciji tenzora viskoznosti. Osim toga, u Lagranzevim koordinatama je

dv  0%*a

dat a2’
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pa se, uzimajuéi sve to u obzir, pokazuje da osnovna jednacina dinamike u ovom slucaju ima oblik

0%

P = pf + pAT 4+ (A + p)graddivi,

gde se parcijalni izvodi u A’ i graddiv’ racunaju po Lagranzevim koordinatama.
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